Solucgoes da VIII Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitaria
2005

Problema 1 (4 pontos)
Sejam P(z,y) = (223, 2%y°), P! = P e P"™ = Po P". Seja p,() a
primeira coordenada de P"(x,z) e seja f(n) o grau de p,. Calcule

lim (f(n))"/".

n—oo

Solucao:

Afirmamos que P"(z,y) = (z%yb, x¢*y"), onde as seqiiéncias

(an), (bn), (cn), (d,) satisfazem a; =2, by = 3, ¢; = 3, d; = 5 e, para todo
n>1, a,1 = 2a, + 3¢, by = 20, + 3d,,, chi1 = 3a, + 5¢, €

dpy1 = 3b, 4+ 5d,. De fato, isso segue por inducao de

Pn+1(I,y) — P(Pn(l’,y)) — P(ZL’a"yb",Icnyd"> — ((xanybn)Q(xcnydn)S’
(ZL‘a”yb”)g(JZC”yd”)5) — (ann+30ny2bn+3dn,x3an+5cny3bn+5dn>‘

Dai segue que

anp bp\ (2 3 "
(Cn dn>_(3 5> , para todon € N.

[2 pontos]

A primeira coordenada de P"(x,z) é x% . Os autovalores de (3 2) sao

7+3v5
2

v5\" V5"
se escreve como A (”3—5> + B (%) , para certas constantes A e B.
Considerando os casos n =0 e n = 1, obtemos o sistema A+ B =1,

A <7+g\/5) +B <_7—§\/5> =5, donde A = \égjgl e B= 12_\/\%5 Em particular,

as raizes de 22 — 72 +1 = 0, as quais sdo , donde, para todo n, a, + b,

como A > 0,

lim (f(n))"" = lim (a + by)"/" =

7+3v5
[+ 2 pontos]

Nota: De fato, f(n) = a, + b, = Fyny1, onde F, é o k-ésimo termo da
seqiiéncia de Fibonacci dada por Fy =0, F1 =1e F,.o = F,, 1 + F,.



Problema 2 (5 pontos)
Considere matrizes reais quadradas A, B, C de ordem n tais que A% = —1,
BA? + BA=C54 C+ I e C é simétrica. E possivel ter n = 20057

Solucao:
Os autovalores A de A devem satisfazer A\ = —1. Por outro lado, afirmamos
que —1 nao pode ser autovalor. De fato, suponha por absurdo Av = —w.

Temos (BA% + BA)v = Bv — Bv = 0 donde C% + C + I tem autovalor 0.
Por outro lado, como C' é simétrica seus autovalores p sao todos reais e se p
é real entao p® + p+ 1 > 0, contradigao.

Assim os tnicos autovalores de A sdo os nimeros complexos (1 + /—3)/2:
como as multiplicidades devem ser iguais, segue que n ¢é par.

Critério:
Observar que os autovalores de A sdo —1 ou (1 ++/—3)/2: 1 ponto

Observar que C% + C + I tem autovalores reais positivos: 1 ponto

Solugao completa: 5 pontos



Problema 3 (5 pontos)
Considere a seqiiéncia definida recursivamente por (z1,4;) = (0,0),

2 1 4 1 1 3
(mn-l-layn-i-l): I—= Tp — —Yn + —, 1—= Yn — —Tp + — | .
n n n n n n

Calcule limy, o0 (20, Yn).
Solucgao:
Podemos escrever a recorréncia como
1
(xn—i-la yn+1) - ($n7 yn) + 5(4 - an — Yn, 3 — Tp — yn)
Seja @ = (a,b) o ponto tal que 2a +b=4ea+b=3,isto é, Q = (1,2).

Vamos mostrar que lim,, (2, yn) = Q.
[2 pontos]

Escrevendo x,, = 1+ r,, y, = 2 + s,, a recorréncia torna-se

(Tn+17 5n+1) = (rm Sn) + ﬁ(_2rn — Spy, —Tp — 3n>

Temos entao

2 1 2 1 1 2
(Pt $40) P = ((1 - —) Tn — _Sn) + (——rn + (1 — —) sn)
n n n n
(1

e, como —2r,S, < 3r2 4 242

1 1 2 2
CasrsneP < (1=t gz )t (1o 2 )< (1o 0 ) (2 o)
(15

Como [] (1 — %) = 0, segue que lim,, (7, s,) = 0, donde
n=2

lim (2, yn) = Q = (1,2).

n—

[+ 3 pontos]



Problema 4 (5 pontos)
Uma tangente variavel ¢ a circunferéncia C;, de raio rq, corta a
circunferéncia Cs, de raio ro, nos pontos A e B. As tangentes a Co em A e B
cortam-se no ponto P. Determine, em funcao de ry e ro, a distancia entre os
centros de C; e Cy para a qual o lugar geométrico de P ao variar ¢ esta
contido em uma hipérbole equilatera.

Obs: Uma hipérbole é equilatera se as suas assintotas sao perpendiculares.
Solucgao:

P é o pélo de t em relacao a Cy. Considerando R? contido no plano P? da
maneira usual, como a polaridade definida por Cy é uma transformagao
projetiva do espago dual (formado pelas retas de P?) em P? e ¢ percorre
uma conica nao degenerada no espaco dual, temos que P necessariamente
percorrera uma conica nao degenerada em P2, Esta conica serd uma
hipérbole quando contiver dois pontos distintos na reta do infinito. Tal
hipérbole sera equilatera quando seus dois pontos do infinito
corresponderem a feixes de retas perpendiculares em R%. O ponto P
pertence a reta do infinito quando ¢ passa pelo centro de Cy, em cujo caso P
corresponde ao feixe de retas perpendiculares a t. Assim, P percorrerd uma
hipérbole equilatera quando houver duas retas perpendiculares passando
pelo centro de Cy e tangentes a Cy. Isto ocorre se, e somente se,

d:\/§7’1

Critério:
Provar que o L.G. de P esta contido em uma conica: 2 pontos

Encontrar d = v/2ry: + 1 ponto

Provar que o L.G. de P esta contido em uma hipérbole equilatera se, e
somente se, d = V/2r: + 2 pontos

Solucgao alternativa:

Considere os pontos A e B em (5, e 0o ponto P, intersecao entre as tangentes
a Cy em A e B, como no enunciado. Sejam M o ponto médio de AB e O o
centro de Cy. Temos entao que o triangulo OAP é retangulo em A, e AM é
sua altura em relagio & hipotenusa OP. Assim, OM - OP = OA? = r2.

Supondo sem perda de generalidade que o centro de C é (0,0) e o centro de
Cy é (d,0), se t é tangente a C; em ri(c, s), ¢ = cosb,s = sen b, temos que a
equacao de t é cx + sy = 71, enquanto a equacao de Cy é (v — d)? + y? = r3.
Se t corta Cy em dois pontos, as abscissas desses pontos sao as raizes de

s*(x — d)? + (r1 — cx)? = r3s?, ou seja, de



1?2 — 2(ds* + ric)x + (s*(d* — r3) +r?) = 0. Assim, a abscissa de M é a
média aritmética das duas rafzes dessa equacao, que é ds? 4 ric. De modo
andlogo segue que a ordenada de M é s(ry — dc). Assim (como

ds® +ric—d = ric— dc?), o vetor OM é igual a

M —0O=M —(d,0) = (r; —dc)(c, s). Dail segue que o segmento OM mede
|71 — dc| e, de OM - OP = (ry)?, obtemos P = (d,0) + 73(c,s)/(r1 — dc).
Quando b varia, fazendo x = d + ric/(ry — dc) e y = r3s/(r1 — dc), temos
d(z —d) +r2 =r2r,/(r, — dc), donde segue que (z,y) satisfaz a equacio

(z —d)? +y*>=r3/(r1 —de)® = (d(z — d) +73)%/(r1)?. Isso d& a equagao de
uma conica cuja parte de segundo grau é (1 — (d/r1)?)z? + y?, e essa conica
é uma hipérbole equildtera se e somente se 1 — (d/r1)* = —1, i.e., se e
somente se d = /2r.

Observacao:

Muitas outras solugoes analiticas sao igualmente possiveis. Nenhum ponto
deve ser dado se o aluno, mesmo escrevendo equacoes corretas, nao
conseguiu isolar a equacao do L.G. de P ou mesmo nao conseguiu
simplifica-la corretamente obtendo a equagao de uma conica. Solugoes
corretas salvo erros de conta perdem 1 ponto.



Problema 5 (6 pontos)
Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo em que cada um na sua vez diz um
nimero natural e ganha aquele que disser 0. A cada jogada exceto a
primeira, as jogadas validas sao determinadas a partir da jogada anterior n
da seguinte forma: escreva
n= Z 2™m;

meOy,

as jogadas validas sao os elementos m de O,,. Assim, por exemplo, depois
de Arnaldo dizer 42 = 2° + 23 4 2, Bernaldo deve responder com 5, 3 ou 1.

Definimos conjuntos A, B C N da seguinte forma. Temos n € A se e
somente se Arnaldo, dizendo n na primeira jogada, tiver uma estratégia que
garanta sua vitoria; analogamente, temos n € B se e somente se Bernaldo
tiver uma estratégia que garanta a sua vitéria caso Arnaldo diga n na
primeira jogada. Assim,

A=10,2,810,...}, B=1{1,3,4,5,67,09,...}.
Defina f : N — N, f(n) =]14Nn{0,1,...,n— 1}|. Assim, por exemplo,
f(8)=2e f(11) = 4. Calcule
1 2005
- F(n) (log(m)™*

n— o0 n

Solucgao:

Seja n um inteiro positivo. Se O, N A # () entdo n € B, ou seja, Bernaldo
tem uma estratégia para vencer um jogo em que Arnaldo comeca dizendo n:
basta responder com m € O, N A e a partir dai copiar a estratégia que seria
de Arnaldo. Por outro lado, se O, N A = () entao n € A, ou seja, Bernaldo
nao tem nenhuma boa resposta: de fato, para qualquer m € O,, temos

m € B donde agora é Arnaldo que pode copiar a estratégia que seria de
Bernaldo. Resumindo,

necA <+— O0,CB. (5.1)
Suponha f(n) =c=|AN{0,1,...,n—1}|. Assim
|IBN{0,1,...,n —1}| =n — c e hd portanto 2" ¢ naturais m no conjunto
{0,1,...,2" — 1} para os quais O,, C B. Ou seja,
f(2m) =2n=fm, (5.2)

Claramente todos os elementos de A s@o pares donde f(n) < (n+1)/2.
Assim f(2") > 200-1/2 = /21 /\/2. Se 2™ < n < 2™*! temos

v Vi (5.3)

f(n)Zf(Qm):WZ 5



B

Assim f(2") < 272 e portanto se 2™~1 < n < 2™ temos
fln) < f@™) <2mF <n 2

donde, como logn < mlog 2,

f(n) (IOg(n))%OS 2005 m?0%
. < 2(log2) o

ou, tomando [ = y/m,

f(ﬂ) aog<n))mm5 ZMHO
w S

para uma constante positiva (e irrelevante) C'. Como claramente temos

l4010

zlilglo (\/5)1

temos também | 2005
L f(n) (log(n)

n—oo n

=0.

Critério:

Obter uma caracterizagao recursiva de A e B (como em 5.1): 1 ponto.
Obter a identidade 5.2 ou equivalente: +1 ponto.

Obter a estimativa 5.3 ou equivalente: +1 ponto.

Obter a estimativa 5.4 ou equivalente: +1 ponto.

Solucao completa: 6 pontos

(5.4)



Problema 6 (6 pontos)
Uma funcdo suave f : I — R é dita totalmente convera se (—1)Ff*)(t) >0
para todo t € I e para todo inteiro k£ > 0 (aqui I é um intervalo aberto).

Prove que toda fungao totalmente convexa f : (0, 4+00) — R é real analitica.

Obs: Uma funcgao f : I — R é suave se para todo inteiro positivo k a
derivada de k-ésima ordem f* for definida e continua em R. Uma funcao
suave f : I — R é real analitica se para todo t € I existe ¢ > 0 tal que para
todo nimero real h com |h| < € a série de Taylor

Z FE@)
k!
k>0
converge e vale f(t+ h).
Solucgao:
Sex>0e0<h <z, entao, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange,

n (k) T (n+1) n+1
= )+ 3 T ey <(n+1>)$ h)

flx -

I

para algum 6 = §(x, h) € (0,1). A hipétese (—1)*f*)(¢) > 0, para todo
t € (0,+00) garante que f®)(z)(—h)k >0,V k <n,e
fO+ Y (z — Oh)(—h)"! > 0. Dai segue que

Zf P < fle—h)~ flz). YneN,

e, em particular,

M-\h\k<f(:c—h)—f(x) Ve (0,+00), he(0,z)ekeN
k! ’ ’ ’ ’ '
[3 pontos]

Se x € (0,+00), e |h| < x/3, a formula de Taylor com resto de Lagrange nos
da

Y

n (k) (n+1) oh) - hrt1
) =3 g ‘ e

para algum 6 € (0, 1), mas, como os sinais de f™+1) e f("*2) 530 opostos,
|+ (5)] é decrescente em (0, +00), donde

S (@ 4+ 6R)] < |FOV (@ — |A])| < £V (22/3)].



Além disso,

| f0 D (22/3)] - 15" z 2
CE=Y : f(g)—f(g%
donde
) - B

Fla+ ) - <(#6)-13D) (%)

f) (x)-h*
k!

k!

k=0

que tende a 0 quando n tende a infinito, pois |h| < . Assim, Yoo
converge e vale f(x + h), o que prova o resultado.
[+8 pontos]

Solucgao alternativa:

Como acima, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange (ou resto
integral), se 0 < h < x, entao

f(k) T L
k'( )(_h)

n

2

k=1

< flz =h) = f(z)

donde para todo = > 0 a série de Taylor tem raio de convergéncia r, > z.

[2 pontos]
Para todo x > 0, |h| < z, defina
= ) (x "L ) (g
gty =S g ey =30
k=0

k=0

note que g, é holomorfa na bola de centro = e raio x no plano complexo.
Novamente por uma das féormulas para o resto da aproximagao de Taylor
temos, se 0 < h < x,

Jeoni1(z +h) < f(x+h) < geoni2(z + h)

e, tomando o limite quando n tende a infinito, concluimos que g,(z) = f(z)
para r < z < 2.
[+2 pontos]

Assim, se 0 < z1 < x9 < 221, as fungoes g,, e g,, coincidem com f e entre si
para todo z real no intervalo (x2,2x1) e portanto g,, é a restrigao de g,, a
uma bola menor. Encadeando varios x; temos a mesma conclusao para
quaisquer 0 < x7 < x5 donde f pode ser estendida a uma funcao holomorfa
no semiplano direito {a + bi;a > 0} C C.

[+2 pontos]



Problema 7 (7 pontos)
Demonstre que para quaisquer inteiros n e p, 0 < n < p, todas as raizes do
polinémio abaixo sao reais:

£ 0)(.2)

Solucao:

Considere ¢(t) = t?(1 — t)?. Observe que todas as raizes de ¢ sdo reais e
portanto todas as rafzes de ¢(™ sao reais: 0 e 1 sdo rafzes de multiplicidade
p — n e hd n outras raizes no intervalo aberto (0,1): 0 <t; <--- <t, < 1.
Derivando,

=3 (1) B o e (g

(p—i)! (p—n+j)

n

~ = Y e e

=carea-en S (0 (7 ey

=(-1)"t" (1—-t)""nl P,,((t—1)/t)

donde as n raizes de P, , sdo os nimeros reais negativos x; = (t; — 1)/,
1=1,...,n.

Critério:

Contar as raizes, observar que se as raizes sao reais entao elas sao negativas
ou resolver o problema para valores particulares de n ou p: 0 pontos.

Manipulacoes algébricas ou Interpretacoes combinatérias para os
coeficientes de P, ,: 0 pontos.

Resolver corretamente o caso p = n: 2 pontos.

Solucao completa: 7 pontos



