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1) Seja p um polinémio de grau menor ou igual a 4 com p(1) = p(—1) =0, p(0) =1

e tal que, para todo = € [—1,1], p(z) < 1. Encontre o maior valor possivel de

/_ 11 p(#) dt.

Sep(l) = p(—1) =0, p(z) é um polindmio da forma p(z) = (z?—1)(az?+bz+c).

Solucgao:

[1 ponto]
Como p(0) =1 e p(x) <1 para todo z € [—1, 1], temos que 0 é ponto de maximo
local de p(z), e logo p'(0) = 0. Assim, como p(z) = (2? — 1)(az? + bz + ¢), devemos
ter ¢ = —1 e, como p'(z) = 2z(az® + bz + ¢) + (2* — 1)(2az + b), 0=p'(0) = —b,
donde b = 0. [+ 1 ponto]
Assim, p(z) = (2* — 1)(az* — 1), e, como 0 é ponto de maximo local, devemos
ter p"(0) = —2(1 + a) < 0, donde @ > —1. Assim, p(z) = (1 — 2?)(1 — az?) <
1-z)(1+2*) =1 —1x4 para —1 1§ r<1,ep(r)= ;— xg satisfaz as condigoes do
enunciado. Assim, /_lp(t) dt < / (1—tHdt=2- ET [+ 2 pontos]

-1

2) Considere a matriz real quadrada S de ordem r e entradas

n

Sij = E k'H_J.

k=1

Calcule det S (em funcéo de r).



Solucao:
Seja A a matriz com entradas a;; = j°.

Podemos escrever S = AA?, donde det S = (det A)2.

Escreva

(1 2 3 ... n) /111...1\(1

12 922 32 .. p? 1 2 3 ... n 2
A=11% 28 33 ... nd3|l =] 12 22 32 .. n? - 3
\1n on g n") \1"t 2nt gt n<n—1>”) \ n)
v D

donde det A = det V - det D.
Claramente det D = n! [2 pontos]

A matriz V é uma matriz de Vandermonde:

detV= J[] G-9)=(mn-1)!(n—2)---21!

i<i<j<n
Assim, det S = (11---2!---31---(n — 1)! - n!)2.

Observar a relevancia da matriz V' e de seu determinante: [2 pontos]

Calcular det V. [2 pontos]

3) Sejam Ny, Ny, N3 matrizes reais 2 X 2 tais que N2 = N2 = N2 = 0.

Prove que se existirem nimeros reais 1, s, £3 ndo todos nulos com
£E1N1+$2N2+$3N3 =0

entdo existem indices ¢ # j e um numero real r com N; =1 N;.

Solucgao:



O caso N; = 0 é trivial.

Claramente devemos ter tr N; = tr Ny = tr N3 = 0.

aq C1

Escreva N; =
b1 —aq

a? + bie 0

Temos N2 = | ' i
0 CL% + blcl

Assim, a? + bic; = 0. Analogamente, a3 + byco = a2 + bzcz = 0. (*)
[2 pontos]
12 solucao:

O conjunto dos pontos (a, b, c¢) € R? tais que a® + bc = 0 é um cone circular reto em

b+c\® [b—c\®
R3 0isa2+bc:a2+< ) —(—)
P V2 V2

Assim todo plano passando pela origem intersecta o cone em 0, 1 ou 2 retas. Se

existem z1, Ty, 3 ndo todos nulos com z; Ny + 29 Ny + 23 N3 = 0 entdo (a1, by, ¢1),
(a9, by, c2), (a3, bs, c3) estdo na intersecdo do cone com o plano zia + z2b + x3¢ = 0,
donde ha dois pontos colineares, como queriamos demonstrar.
22 solugao (a partir de (¥*))
1
Se ¢; # 0, podemos, multiplicando N; por — , supor ¢; = 1. Temos assim 3 casos a
C.

(]
considerar:

Ci =C =C¢C3 = 1
Temos b; = —a? . Assim os 3 pontos (ay,b;), (ag,be), (as, bs) estdo sobre a parabola

b = —a’.

Se ©1 N1 + 2o Ny + x3 N3 = 0 entao os 3 pontos sao colineares mas,
estando sobre uma parabola, isto significa que dois deles coincidem, como queriamos.

[+ 2 pontos]

ca=c=1c=0



Podemos supor N3 =

00 )
,ouseja, a3 =0, b3=1, c3=0.
1

0

Se 1 N1 + 29 No+ 23 N3 =0 entao 1 +x9 =0e z1 a1 + 2909 =0, donde as = a; e
Ny = Ny, como queriamos.

Cp =C3 = 0

Neste caso podemos escrever No =1 N3.

32 solugao (a partir de (*))

Como na segunda solucao dividimos em casos, agora fazendo

01 00
a=1,b=——) ou | N=c ou | N=5b
00 10

Os dois pontos com a = 0 precisam ser tratados separadamente. Os pontos da forma
a = 1 formam uma hipérbole, onde nao existem 3 pontos colineares.

(+ 2 pontos por tratar o caso a = 1)

4) Seja {0,1}™ o conjunto das seqiiéncias de n termos com valores 0 ou 1. Dizemos
que dois pontos de {0, 1}" sdo vizinhos se diferirem em uma tnica coordenada.
Os conjuntos Aj, Ay, ..., A sdo disjuntos e sua unido é {0,1}". Sabemos que

para quaisquer ¢ # j existem a; € A; e a; € A; tais que a; e a; sao vizinhos. Prove

que
n > 2logy k — logy logy k — 1.
Solucao:
Como {0, 1}" tem 2" elementos e A, As, ..., A sdo disjuntos, deve existir j < k
tal que A; tem no mdximo 2"/k elementos. [1 ponto]

Como, para todo @ < k com ¢ # j, existem a; € A; e a; € A; tais que ag; e a;

sao vizinhos, e hd k — 1 possiveis escolhas para i # j, devemos ter k — 1 < n-2"/k,
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pois hd no méaximo 2" /k escolhas para a; € A;, e cada um desses a; tem n vizinhos.
Assim, temos k(k — 1) < n-2". [+3 pontos]
Como f(n) = mn - 2" é uma fungao crescente, é suficiente mostrar que
f(2logy k — logylogy k — 1) < k(k — 1) para concluir o resultado, mas f(2log, k —
log, log, k—1) = (2log, k—log, log, k—1)221082k"log2log2 k=1 — (9 ]0g, k—log, log, k—

log, 1 1
1)-k?/(21og, k), donde f(2log, k—log, log, k—1) < k(k—1) < 1—% <
2

1— % & 2logy k < k(log, logy k+ 1). Para k = 2 vale a igualdade, para k > 4 temos
k* < 2% donde 2log, k < k < k(log, log, k + 1), e para k = 3 2log, 3 < 3(log, log,
3+1) & 9 < 8-(log, 3)%, mas log, 3 > g, donde 8- (log, 3)3 > 8; =12 > 9. Assim,
o resultado vale para todo k > 2. [+2 pontos]
5) Seja ¥ C C o conjunto de todas as raizes de polinémios monicos de grau & e
coeficientes inteiros.

i) Mostre que T2 N R é denso em R mas ¥ nao é denso em C.

ii) Determine se T3 é denso em C.

Obs: Um polinémio é modnico se o seu coeficiente de mais alto grau é igual a 1.
Um conjunto X é denso em R (resp. C) se para todo z € R (resp. z € C) e todo

€ > 0 existir w € X com |z — w| < e.

a++va? — 4b
2
. , . . . . ~
reais, sua parte real é 3 que é a metade de um inteiro. Assim, T9 nao é denso em

1
C, pois nao ha, por exemplo, nenhum elemento de ¥y a uma distancia menor que 1

Solucao: a) As raizes de 22 — ax + b = 0 sao dadas por e, se nNao sao
b)) )

1
de 1 + 1. [1 ponto]

Por outro lado, dado = € R, temos, para cada k € N, suficientemente grande,
v = (z+k)—k=Va2+2kz+k? — k, donde |(\/[2®+2kz + k%] — k) — z| =

1
2 2] _ /72 2 1

\/Lx 2o+ K] Va®+ 2ko +k ‘ = V& +2ka+k2 | +V2? +2ka+k? = T+ k
tende a 0 quando k tende a infinito, o que mostra que €, N R é denso em R, pois

, que



V2% + 2kz + k2] — k =: y satisfaz a equagdo (y + k)? = |2° 4+ 2kz + k*| € Z, e
logo pertence a %5 . [1 ponto]

b) As raizes z1, 7o e z3 de 2° — az? + br — ¢ = 0 satisfazem
(*) T1+ 2o+ T3 =a, T1T2+ T12T3 + ToT3 = b, T1T973 = c.
[1 ponto]

Vamos provar que T3 é denso em C. Dado um numero complexo a + (31,
a, B € R, queremos mostrar que ele pode ser aproximado por elementos de T3 com
erro arbitrariamente pequeno. Supomos sem perda de generalidade § # 0. Seja

R = o? + /32. Para cada a € N grande, a equacio
P(z) == 2* — az® + (2a(a — 2a) + R)z — R(a — 2a) =0
tem raizes o + i, « — fBi e a — 2q, por (*). Vamos mostrar que a equagao
Q(z) == 2* — az® + [2a(a — 2a) + R]r — |R(a — 2a)] =0

tem raizes préximas a o + (i, a — i e a — 2a, se a € suficientemente grande.
[2 pontos, por considerar essas equagdes com a grande]

Dado ¢ € R, temos, com b = 2a(a — 2a) + R,

Pla—2a+¢)=Pla—2a+¢)— Pla—2a) =
=3¢(a — 20)% + 3e%(a — 20) + €* — a(2e(a — 20) + &%) + be =

=¢(a —2a)® — 2¢(a — ¢)(a — 2a) + (Re — 2ae® + *) = ea® + O(a),

enquanto |Q(a —2a+¢) — P(a —2a+¢)| < |a—2a+¢|+ 1= 0(a). Assim, dado
e>0, Qla—2a+e) =¢a’+0(a) >0eQ(a—2a—¢c) = —ea?’+0(a) < 0,sea € Né
suficientemente grande, donde Q(z) tem uma raiz no intervalo (a—2a—¢, a—2a+-¢).

Em outras palavras, Q(z) tem uma raiz a — 2&, com & = « + o(1), onde usamos a



notacdo o(1) para representar termos que tendem a 0 quando a cresce. As outras

raizes de Q(z), digamos y; e yo, satisfazem
Y1+ 1y =a— (a—2&) =2a& =2a+0(1)
y1-y2 = [R(a —2a)]/(a — 26) = R+ o(1),

donde y; e yo sdo iguais a a+ fi+0(1) e a — fi —o(1), uma vez que a+ fi e a — i
sdo raizes da equacao z? — 2ax + R = 0, pois satisfazem (a+ i) + (o — B1) =2 e

(a+ Bi)(a— Bi) =a®+ 3% = R. [+ 2 pontos]
6) Para cada inteiro positivo n, seja
Xp={-2n+1,-2n+3,...,-1,1,...,2n—3,2n — 1}

o conjunto dos inteiros impares de médulo menor do que 2n. Seja P, C [z] o
conjunto dos polinémios p de grau menor do que 2n tais que |p(x)| < 1 para todo
x € X,,. Seja g(n) = max,ep, p(0) o maior valor possivel de p(0) para p € P,. Prove

que o limite

existe e calcule-o.
Solucao:

Dados os 2n valores p(a), a € X,,, o polinémio p(z) € P, que assume os valores
p(a) para a € X,, é determinado (por interpolagido de Lagrange) pela expressao

(*) plz)=> pla)- ][] (2 — Z) . [1 ponto]

a€Xn beXrn\{a}

Assim, se [p(a)| < 1 para todo a € X,,, temos

p0 <> I

a€ Xy beX,\{a}

b
a—bl|’
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valendo a igualdade se, para cada a € X,,, escolhemos em (*), para cada a € X,,,

—b
p(a) € {—1,1} com o mesmo sinal de  [] < ) Portanto, temos
beX,\{a} \@ — b

gm)=>_ 1]

acXy, bEXn\{a}

b
a—"bl"

[+ 1 ponto]

Queremos calcular lim 9(n)
Vamos entao estimar os termos  [] ,coma € X,. Temos X, =

b
{2j-11-n<j<n} Sea=2-1€X,, T = I/ T e
bexn\{a} 1@ = 0| bex,\{a} / bexn\{a}
2 : (2n)! ? -
Temos [ [of = (1-3-----(2n—=1))" /|2 = 1] = | 5— 127 — 1], e
bEXn\{a} 2 - n

IT le=58 = 2-4----(2j+2n—2)-2-4-----2n—7j) =

22n—1(n +] — 1)'(n — ])' ASSim,

I b (2n)!(n + 7)(2n)!  n+j ( on )(m)

— = N — o \194n—1 . |2 - = Sin_1 — . ]
beXo\(a) | b‘ (n+ ) n =)=t -nl2j — 1] 27125 1] \n+j/\ n

1 n+jJ 2n 2n
W=D, g ] (n+y><n)

1-n<j<n

e portanto

2n
Para estimar g(n), notemos inicialmente que ( ) é (pela férmula de Stirling ou por
n

(2n)! _ (2n)* e dnmw 2"
n!? (nn e~ \/%)2 \/ﬁ

algum argumento equivalente) assintoticamente

[+ 1 ponto]

Note agora que

(Qn )/(2n>_ n!? o n n-—1 n—j+1
n+j n) (m+)nh-75)" n+l n+2 n+j




Se j >Inn-+/n,

j _ 2 . 2 2
ZQT 1 > (Inn - +/n) >lnn

:ln-l—r_n—i-] n+lnn-y/n = 2

J 2r—1 In’n 1
H <exp|— 5 < o para n grande.

2 2 1
Como( ):( ) se]<—lnnftambemtemos( n)/( n><—,
n+j n—7 n-+ n n
2
e logo (n+y>/( n) < — sempre que |j| > Inn-/n. [+ 1 ponto]

Por outro lado, se |j| < \/ﬁ/lnn,
I3 Fl ~1
2n 2n 2r —1 2r+1
. = 1- = 1+ ——— >
(n-l—j)/(n) E( n+r) E( n—r—i—l) -

> 7 > exp( 2 Vs1-2
exp | ————— exp(| — — .
=P\ T j+1/) — P In’n) — In’n

1 n o\ 2
Z 94n—1 \2j—1|' n —g(n)| <

Jl<vn/inn

2n .
< ") . 2n\ n'+] . 2n' n
— 20t \3—1\ n) [2j=1] \n+j

||<f/l
1 n+j 2n 2n
’ E:W o e (o) (o)
lnn J nn
1 n+j 2n 2n
CY e () =
wlisvamn 2 2R An
n <2n> n+j <2n> N
2j=1 \n/ [2j=1\n+J

)
S24271' Z

on [2n\? 1 n om\? 1
+24n—1<n) Z |2j_1|+24n—1.\/ﬁ'<n) ‘n

lil<vn/lnn
lnn<\j|<\/_lnn

<

donde

Assim,




1 !
Temos que > 51| é da ordem de §ln <%> = Ininn
T <l|j|<Vninn
Inn
— ofinn), e |n 2n ~ (n+3) 2n < i 2n n 2n (2n
N ’ n J n+j = M n+j In’n\ n
2 2 2
< <%+ln?n> (:) =0 n(:>>, para |j| < +/n/lnn, donde

(2:) n 2n n—+j 2n B n(Q:)2
T=RpY ‘m—u(n)‘|2j—1\<n+j>“0 g1 M)

l7l<v/n/inn

pois Y. _
i <vmfinn 127 = 1]

1 n on > 2n > dn—1

Jjl<vn/inn

< Inn. Portanto, mostramos que

2 2 22n 2 24n

mas ( n) é assintoticamente ( ) = ——, donde o (n (277)224"*1 .In n) =
n nm

o(lnn).

Por outro lado,

Z 1 n 2n 2_ n 2n 2 Z 1
24n-1 125 —1] \n) 2¢»1 \1p 125 — 1

, . . n 2in n ) . . Inn )
é assintoticamente —— - — - In | —— |, que é assintoticamente ——, ou seja,
24n—1  nr Inn T
. n 1
lim o) _ L. [+ 3 pontos]

n—oo NN T

7) Seja § = {—1,1} o conjunto de todas as seqiiéncias com valores 1 e —1. Para

p,q € S, definimos
: p(k)g(k) _
ploe fim) PR 0

k<n
Mostre que existe f: S — S tal que se p # g entdo f(p) L f(q).
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Solucgao:
Seja 6(7,1) = {%J mod 2. Note que 6(j,7) = 0 se ¢ > log, j. Defina
Gk = [ @@)*.
0<i<log, k
Sejam p,q € S, p # ¢. Seja a o menor inteiro tal que p(a) # ¢(a). Afirmamos que,
para todo inteiro positivo b,

Y () (Fa) k) Zo.

2“+1-b§k<2“+1(b+1)

De fato, vamos provar que se 27'h < j < 29+1h 4 2% entdo

= ()G +2% - (F(@) G +2%).

—~
~
—
S

S—r
N—r
—
.
S—r
—~
~~
—
S

N—
N—
—
<

N—

I/\

Ora,
(f(p))(5) = ]:[(p(l))m g
(f®) (G +2%) = H(p(,-))auwa,i)
=p(a) - (f(p))(J)
Analogamente

(f (@) +2%) = q(a) - (f(2))(h)-

Como p(a)g(a) = —1, temos a igualdade (**), donde (*). De (*), temos

> (FE)E)(F(@)(k) = Y. U@)®S@)(k) <20

k<n 2a+1 L2‘111 J <k<n
e portanto
Z P(k)Q(k) < 20!
n on

k<n

donde
: p(k)g(k)
LD
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