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AOS LEITORES

Iniciamos este segundo nimero da revista EUREKA! transmitindo
aos leitores nossa satisfacdo pela acolhida do primeiro nimero por alunos e
professores. A comunidade estudantil e os professores das escolas passam
ater, de forma gque esperamos permanente, uma publicacdo especifica que,
além de fornecer materia paratornar as aulas mais ricas e interessantes, é
um veiculo de contato entre todos para expor experiéncias, dirimir dividas
€ Nos aproximarmos cada vez mais.

Ja estamos recebendo correspondéncia de muitos alunos e alguns
professores com respeito as solucdes dos problemas propostos. Isto muito
nos aegra e temos a certeza de que nos préximos nlimeros essa
correspondéncia s tenderd a crescer. Entretanto, gostariamos de pedir aos
professores que nos enviem também colaboragBes para 0s numeros
seguintes da revista: problemas interessantes com solucdes, pegquenos
artigos, experiéncias em sala de aula, olimpiadas ou torneios regionais,
enfim, materia que sga adequado aos adunos da 5% sé&rie do ensino
fundamental a Ultima série do ensino médio. Estas colaboracfes seréo
fundamentai s para que nossa revista permanega viva e sgja sobretudo (til a
toda a comunidade.

A Olimpiada Brasileira de Matematica de 1998

Realizamos a primeira fase da Olimpiada Brasileira de Matematica
em mais de mil colégios do nosso pais. Em nosso projeto pretendiamos
atingir, nesta primeira etapa dessa nova atividade, cerca de 20 000 aunos
mas, para nossa surpresa, esse nimero ja superou o dobro do pretendido.
Através dos relatérios enviados pelas escolas aos Coordenadores
Regionais, estabelecemos as notas de corte para a promocéo dos alunos a
segunda fase que se redlizard em setembro. A terceira fase, ja mais
centralizada, seré feita em outubro e esperamos que no final de novembro
possamos divulgar alista dos alunos premiados.

Como em toda competicdo, é natura que o nimero de premiados
seja relativamente pegqueno em relacdo ao nimero inicial de participantes.
Porém, agui ndo hé perdedores. Todos sdo de alguma forma ganhadores: de

EUREKA! N 2, 1998



Sociedade Brasileira de Matematica

uma experiéncia nova, de um estimulo para estudar mais e crescer, ou da
possibilidade de ver que objetivos que pareciam longinquos realmente
podem ser atingidos.

Devemos ainda relatar que alguns colégios ndo participaram da
Olimpiada Brasileira de Matematica com receio de que, sem uma
preparacdo adequada, seus alunos ndo tivessem um resultado satisfatorio.
Especia mente para estes col égios enviamos nossa mensagem final:

A Olimpiada Brasileira de Matematica ndo é uma competicéo
entre colégios. A OBM tem como objetivo principal estimular o estudo de

Matemética entre os jovens, desenvolver professores e propiciar uma
melhoria do ensino e do aprendizado desta matéria nas escolas brasileiras.

Comité Editorial.

EUREKA! N 2, 1998
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OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas de treinamento para a Segunda Fase

Primeiro Nivel

1)

2)

b)

3)

Determine 0 menor inteiro cuja representacdo decimal consiste
somente de 1's e que € divisivel pelo nimero 333...333 formado
por 100 algarismos iguais a 3. (Problema proposto por Antonio
Luiz Santos.)

Numa gaveta ha 6 meias pretas e 6 meias brancas. Qual € o nimero
minimo de meias a se retirar (No escuro) para garantir que:

As meias retiradas contenham um par da mesma cor?
As meias retiradas contenham um par de cor branca?

Quando se escrevem os nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12,...1998, qual é o digito que ocupa o lugar 19982

Segundo Nivel

1)

2)

Determine com quantos zeros consecutivos termina a
representacdo decimal do nimero 1 x 2 x 3 x ...x 1998.

Suponha que desgamos saber de qual janela de um prédio de 36
andares € seguro jogarmos ovos para baixo, de modo que o0s ovos
ndo se quebrem ao atingirem o chdo. Paratal, admitimos que:

Um ovo que sobrevive a uma queda pode ser usado novamente.

Um ovo quebrado deve ser descartado.

O efeito da queda é o mesmo para todos 0s ovos.

Se um ovo se quebra quando jogado de uma certajanela entéo ele
guebrara se jogado de uma altura superior.

Se um ovo sobrevive a uma queda entdo ele sobrevivera a uma
gueda menor.

EUREKA! N 2, 1998
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. N&o se sabe se da janela do primeiro andar os ovos quebram, e
também ndo se sabe se dajanela do Ultimo andar os ovos quebram.

Se temos apenas 1 ovo e queremos ter certeza de obter um resultado
correto, 0 experimento deve ser guiado apenas por um Unico caminho:
jogue o ovo pelajanela do primeiro andar; se ndo se quebrar, jogue 0 OvVo
pela janela do segundo andar. Continue até que o ovo se quebre. Na pior
das hipéteses, este método necessitard de 36 lancamentos para ser
concluido. Suponha que 2 ovos estéo disponiveis. Qual € o menor nimero
de lancamentos de ovos necessarios para garantir todos os casos?

3) Considere cinco pontos quaisquer Py, Py, ..., Ps no interior de um
quadrado de lado 1. Mostre que pelo menos uma das distancias d;

entre P, e P; € menor que J212.

Terceiro Nivel

1) Determine quantos nimeros naturais menores que 1998 tém um
ndmero impar de divisores positivos.

2) Mostre que, dados 5 pontos do plano em posicdo gera (isto é trés
pontos quaisquer nunca estdo em linhareta), ha 4 que formam um
guadrilétero convexo.

3) Dois discos A e B sdo divididos em 2n setoresiguais. No disco A, n
setores sdo pintados de azul e n de vermelho. No disco B, os
setores séo pintados de azul ou vermelho de forma completamente
arbitrédria. Mostre que A e B podem ser superpostos de modo que
pelo menos n setores tenham cores coincidentes.
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Solugoes do Primeiro Nivel
1)

E claro que d = 333..333=3 D%ll..ll Hz 3n . Portanto, o nimero

100 trés 100 uns

procurado N = 113...111 deve ser divisivel por n e por 3 (n ndo é divisivel
uns

por 3 porque a soma dos seus algarismos € igual a 100 que néo é divisivel

por 3). Se k € um nimero da forma k = 100g + r onde 0 < r < 100 entdo

obviamente N = 111..111000.00+111.11=M +R. Como M ¢é
100g uns r zeros r uns

divisivel por n entdo, N é divisivel por n se, e somente se, R= 0 ou sga, se

r = 0 e conseqlientemente se, e somente se, k for divisivel por 100. Se k =

100q entdo a soma dos algarismos de N é igual a 100q e esta soma sera

divisivel por 3 (e consequentemente também o nimero N) se, e somente se,

q for divisivel por 3. Portanto, o menor nimeroN =111..111 divisivel

k uns

por d consiste em 300 uns.

2)

a) 3 meias (necessariamente teremos 2 meias brancas ou 2 meias
pretas; se tirarmos apenas duas pode ser que uma seja branca e a
outra preta).

b) 8 meias (se tirassemos apenas 7 meias poderiam ser 6 pretas e
apenas uma branca).

3)

Quando se escrevem os nimeros do 1 ao 99, usam-se 9 + 2 (99 — 9) = 189
digitos. Ficam por preencher 1809 (1998 — 189) lugares. Para cada uma das
centenas que seguem usam-se 300 digitos. Como 1809 = 300 x 6 + 9, a0
terminar de escrever os 1998 digitos se escrevem todos 0s numeros desde
0 nimero 1 até completar 7 centenas (do nimero 1 até 699) e 9 digitos
mais: 700, 701 e 702. Portanto o digito que ocupa o lugar 1998 é o nimero
2.
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Solugoes do Segundo Nivel

1)

A resposta € 496. Se a decomposicdo de 1 x 2 x ...x 1998 em fatores
primos é 2° 03° [5°..., temos necessariamente ¢ < a, pois para todo r
natural ha mais mditiplos de 2" que de 5" entre 1 e 1998. Assim, o nimero
de zeros do final de 1 x 2 x ...x 1998 é igua a c. Para determinar c,
observamos que entre 1 e 1998 ha 399 multiplos de 5 (pois 399 x 5 < 1998
< 400 x 5), 79 multiplos de 25, 15 multiplos de 125, 3 multiplos de 625
mas nenhum multiplo de 3125, e portanto temosc =399 + 79 + 15 + 3 =
496. (De fato, ao contar os multiplos de 5, que sdo 399, ja contamos 0s
multiplos de 25, mas estes devem ser contados pelo menos em dobro para
calcular o exponente de 5, por isso somamos 79, mas € preciso contar 0s
multiplos de 125 pelo menos 3 vezes e so foram contados 2 vezes, por i1sso
somamos 15. E assim por diante.)

2)

8 langamentos. Jogamos o primeiro ovo do oitavo andar. Se quebrar, basta
testar os 7 primeiros com 0 segundo ovo. Se ndo quebrar, o jogamos do
15°., depois do 21°., depois do 26°., depois do 30°., depois do 33°., depois
do 35°. efinamente do 36°.. Se ele quebrar por exemplo quando jogado do
26°. andar, basta testar 0 segundo ovo nos andares 22, 23, 24 e 25, para 0
gue gastamos 4 + 4 = 8 lancamentos. A escolha dos andares se devem a 8 +
7=158+7+6=21,8+7+6+5=26,8+7+6+5+4=30,8+7+6
+5+4+3+2+1=236. O resultado ndo pode ser melhorado, pois se o
primeiro ovo quebra no n-ésimo langcamento, devemos testar com 0 ovo
restante todos os andares entre os usados nos (n — 1)-ésimo e n-ésimo
lancamentos, no pior caso.

Tente generdizar este problema fazendo variar 0 nimero de ovos
disponiveis e o nimero de andares do prédio.
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3)

Dividimos o quadrado em 4 quadrados de lado 1/2. Necessariamente dois
desses pontos, digamos P; e P;, estardo num mesmo quadradinho, e sua
disténcia d; sera menor que a diagonal do quadradinho (que € a maior

A . : . A2
distancia possivel entre dois de seus pontos), ou sgja -

Solugdes do Terceiro Nivel
1)

Se n= p* p;2...p,« é afatoragdo em primos de n, os divisores positivos
de n so todos os niimeros daforma p/ p2z...p com0< B, < a;, 0< B,
<dy ...,0< B¢ <a, B ON, Oi. Assim, 0 nimero de divisores positivos
dené(l+ay) (1+ay..(1+ ag). Para que este nimero sgja impar é
necessario e suficiente que todos 0s O;  sgam pares, ou sga, que n sga
quadrado perfeito. Como 44% = 1936 < 1998 < 2025 = 45% ha 44 quadrados

perfeitos entre 1 e 1998, portanto ha 44 naturais menores que 1998 com um
ndmero impar de divisores positivos.

2)

Se 0 menor poligono convexo gque contém os 5 pontostiver mais de 3 lados
o problema é trivial. Caso contrério, dois dentre os 5 pontos (digamos D e
E), estdo dentro do tridngulo cujos vértices sdo os outros 3. Ao prolongar a
reta que une esses dois pontos cortamos dois dos lados do tridngulo,
digamos AB e AC. Nesse caso, € fécil ver que o quadrilatero BDEC é
CoNvexo.

3)
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Sgam S, S, ..., Sy 0s setores do disco B. Tentamos colocar o disco A
sobre o disco B nas 2n posicles possiveis (com os setores coincidindo).
Paracadai com 1 <i < 2n, em exatamente n das posi¢des do disco A o
setor § terd cor coincidente com o setor do disco A que esta sobre ee.
Assim, 0 nUmero médio de setores com cores coincidentes nos dois discos
para as 2n posicies do disco A € 2n On/2n = n, e necessariamente ha
posicdes do disco A para as quais ha pelo menos n setores com cores
coincidentes.

Vocé sabia... que ha tantos nimeros racionais quanto
ndmeros naturais, mas ha estritamente mais nimeros reais
que racionais (isto €, existe uma bijegdo 7: N — Q mas ndo

existe nenhuma bijegdo g: Q -~ R) ? E que é impossivel

decidir se existe algum conjunto com estritamente mais
elementos que os naturais mas estritamente menos

elementos que os reais ??

XIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
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Sociedade Brasileira de Matematica

Problemas Junior Segunda Fase e Solugbes

A Olimpiada Brasileira Janior correspondia aproximadamente aos
atuais niveis 1 e 2 da OBM. Estamos publicando a prova da segunda fase
janior do ano passado com solugdes, a qual acreditamos ser bom materia
de treinamento tanto para a segunda fase da OBM quanto para a terceira
nos niveis 1 e 2. No préximo nimero da EUREKA! publicaremos a
segunda fase da Olimpiada Brasileira sénior do ano passado.

PROBLEMA 1

No edificio mais ato de Terra Brasilis moram Eduardo e Augusto. O
nimero do andar do apartamento de Eduardo coincide com o nimero do
apartamento de Augusto. A soma dos niimeros dos apartamentos dos dois é
2164. Calcule o nimero do apartamento de Eduardo sabendo que ha 12
apartamentos por andar. (Por exemplo, no primeiro andar estdo os
apartamentos de 1 a 12, no segundo, de 13 a 24, e assim por diante.)

PROBLEMA 2

A professora de Matemaética propds o seguinte problema para seus alunos:
"Marquem 6 pontos sobre uma circunferéncia. Eu quero que vocés pintem
0 maior nimero de cordas determinadas por estes pontos, de modo que ndo
existam quatro dos pontos sobre a circunferéncia determinando um

quadrilatero com todos os lados e diagonais coloridos.”

a) Edmilson encontrou uma solucéo correta colorindo 12 cordas. Exiba
uma maneira de como fazer isto.

b) Gustavo afirmou ter encontrado uma solucédo na qua pintara 13 cordas.
Mostre que a solucéo de Gustavo ndo esta correta.

PROBLEMA 3

EUREKA! N 2,1998
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Segjam ABCD um quadrado, M o ponto médio de AD e E um ponto sobre o
lado AB. P é aintersecdo de EC e MB. Mostre que a reta DP divide o
segmento EB em dois segmentos de mesma medida

PROBLEMA 4

Mostre que existem infinitos inteiros positivos n  satisfazendo

simultaneamente as seguintes condicles:

i n é impar;

ii. n possui exatamente 1200 divisores positivos,

iii. existem exatamente 1997 tridngulos retangulos, dois a dois ndo
congruentes, de lados inteiros e n como medida de um dos catetos.

PROBLEMA 5

Sga n = 1 um inteiro. Temos n |ampadas alinhadas e numeradas, da
esguerda para a direita, de 1 a n. Cada lampada pode estar acesa ou
apagada. A cada segundo, determina-se a lampada apagada de maior
nimero e inverte-se o estado desta (de acesa para apagada ou de apagada
para acesa) e das |ampadas posteriores (as |ampadas de maior nlmero).

a) Mostre que em algum momento todas as |ampadas estaréo acesas
(e 0 processo se encerrard).

b) Suponha gue inicialmente todas as |ampadas estgfam apagadas.
Determine depois de quantos segundos todas as |ampadas estaréo
acesas.

C) Suponha agora n = 11 e que nho inicio somente as |&mpadas de

nimeros 6, 7 e 10 estejam acesas. Mostre que apds exatamente
1997 segundos todas as |ampadas estaréo acesas.

SOLUCOES

EUREKA! N 2,1998
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1)

Sgja a 0 andar do apartamento de Eduardo. Entdo o nimero de seu
apartamento €12 (a—1) + b, com 1 < b < 12. Dai,

a+12(a-1)+b=2164,
b=2176-13a
1<2176-13a< 12
a=167,b=5

Portanto, o nimero do apartamento de Eduardo é:
12(a—1)+b=12x 166 + 5=1997.

2)

a) Umamaneira é mostrada abaixo:

b) Suponha que a solugdo de Gustavo estgja correta. Sejam A, B, C, D, E,
F os pontos. Entdo, como os 6 pontos determinam 15 cordas, somente
dois segmentos ndo foram coloridos. Estes dois segmentos incidem em
3 0u 4 vértices.

i) Se A é vértice comum de dois segmentos ndo coloridos, AB e AF,
entdo caso existem 6 quadrilateros totalmente coloridos: ACDE,
BCDE, BCDF, BCEF, BDEF e CDEF.

ii.) Se os segmentos AB e EF n&o foram coloridos entdo existem 4
guadriléteros coloridos: CDAE, CDAF, CDBE, CDBF.

3)

EUREKA! N 2,1998
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N D

Prolongue BM até encontrar o prolongamento do lado CD no ponto N.
Claramente, AAMB = ADMN, donde segue que AB = DN . Portanto, D é

0 ponto médio de CN. O resultado segue observando que os tridngulos
CPN e EPB sdo semelhantes e, como PD é mediana do tridngulo CPN,
conclui-se que o prolongamento de DP encontra EB em seu ponto médio.

4)

Seja h um nimero natural impar. Vamos cacular o nimero de tridngulos
reténgulos de lados inteiros nos quais n é medida de um dos catetos. Para
iSso, devemos ter

rl2 + X2 - y21

n* =(y-x)(y+X),
com X ey inteiros positivos, x < y. Observe que (y — X) < (y + X). Se
fizermos (y —x) = d, com d um divisor de n?, d seramenor quen e

(y + X) = n¥d ser4d maior que n. Para qualquer d satisfazendo estas
condicdes, podemos encontrar uma sol ucéo:

EUREKA! N 2,1998
13



Sociedade Brasileira de Matematica

0 24d U
[V—X:d |:| D |:|
[ 1l
0 200
+ X =— ] 2
9/ d |:b/:E +dE
0 20d

Estas solugdes sdo inteiras e positivas, pois n € impar (logo d também), e
d <n. Portanto, o nimero de tridngulos retangulos é o nimero de
divisores de n? menor que n. Mas para cada divisor de n> menor que n,
corresponde um divisor maior que n. Lembrando que n é também um
divisor, concluimos que o ndmero procurado é 1/2 (d(n® — 1), onde d(n) é
0 nimero de divisores positivos de n. Portanto, é necess&rio e suficiente

que n? sgja um nimero impar com d(n?) = 2 x 1997 + 1 = 3995 divisores.
Uma das vérias possibilidades para n ter 3995 divisores é ser da forma
p'q™*®, comp eq primos distintos. Neste caso, n = p?q®®, possui

d(n) = (2 +1) x (399 +1) = 1200 divisores.
5)

Vamos representar por 1 uma ldmpada acesa, e por 0 uma lampada
apagada e interpretar 0 nimero obtido na base 2.

Vg aque se, em algum passo, o ultimo digito for 0, ele ser4 o Unico digito
alterado no préximo passo. Isto significa que 0o nimero aumentara 1
unidade.

Caso contrério, 0 nimero terminara com um bloco de 1's antecipado por
um 0:...011...1. No préximo passo, 0 nimero serd ...100...0. Mas observe
gue(...011...1) + 1 =...100...0. Portanto, em qualquer caso, o nimero k é
sucedido pelo nimero k + 1.

a) Dada qualquer disposicdo inicid das lampadas, ou sga, qualquer
ndmero binario de no maximo n digitos, em algum momento todos os
digitos serdo iguais a 1, pois este é o maior nimero de n digitos na base
2.

EUREKA! N 2,1998
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b) Existem 2" nimeros de no méximo n digitos na base 2. Comegando
com 0, devemos chegar a 2™, passando por todos 0s naturais
intermedi&rios. SA0 necessérios, entdo, 2™ segundos.

c) Observe que a configuragdo inicial representa o nimero 2°+ 2* + 2 =
50. Para n = 11, todas as |ampadas estar&o acesas depois de (211-1) —
50 = 1997 segundos.

A . ,
Vocé sabia... Que um poligono regular com
um nidmero impar de lados sé pode ser construido exatamente
com régua e compasso se o nlimero de lados for um produto

k
de primos distintos da forma 22 +1(esses primos sdo chamados primos de Fermat) ?
E que s6 sdo conhecidos 5 primos de Fermat: 3, 5, 17, 257 e 65537,

k
apesar de Fermat ter conjecturado que todo nimero da forma 2% +1¢ primo

(isso jé é falso para k=5: 2% + 1 ¢é divisivel por 641.) ?2?
J P P

EUREKA! N 2,1998
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IV OLIMPIADA DE MAIO
Resultados

Primeiro nivel
Fabio DiasMoreira Ouro Coord. Est.
Davi M. Alexandrino Nogueira Prata Militar
Lyussei Abe Prata Etapa
Cibele Norie Sakai Uyhara Prata Integrado
Pedro Davoli Ometto Bronze Koelle
Kelly Correade Paula Bronze M.Schledorn
Marcelo Kenji Honda Bronze Pioneiro
Rafael Martins Gomes Nascimento Bronze S. Dumont
Priscila Carrara M encéo Cass. Ricardo
Thiago Pimentel Nykiel M encéo Militar
Rodrigo Evangelista Delgado M encéo Militar
Luiz Eduardo de Godoi M encéo Cass. Ricardo
Segundo nivel
Hugo Pinto Iwata Ouro SETA
Ulisses Medeiros de Albuquerque  Prata Militar
Afonso de Paula P. Rocha Prata S. Dumont
Artur D. Nelmi Bronze Bandeirantes
Luiz Fernando Mendes Correa Bronze Militar
Andre de Almeira Bosso Bronze Progresso
Fabricio Siqueira Benevides Bronze 7 de setembro
Luiz Brizeno Firmeza Neto M encéo Evolutivo
Daniel Nobuo Uno M encéo Etapa
Juliana Regina C. Zucare M encéo Bandeirantes

Rio de Janeiro-RJ
Fortaleza-CE
Sdo Paulo-SP
Itatiba-SP

Rio Claro-SP
Jundiai-SP

S&o Paulo-SP
Fortaleza-CE

S. J. Campos-SP
Juiz de ForaaM G
Juiz de ForaaM G
S. J. Campos-SP

S.J.Rio Preto-SP
Fortaleza-CE
Fortaleza-CE
S4o Paulo-SP
Juiz de ForaaM G
Araraguara-SP
Fortaleza-CE
Fortaleza-CE
Sao Paulo-SP
Sao Paulo-SP

Os aunos Fabio Dias Moreira (Rio de Janeiro, RJ) e Hugo Pinto
Iwata (S80 José do Rio Preto, SP) receberam medalha de ouro na
Olimpiada e com isso, ganharam uma viagem de uma semana para a
Argentina onde se reunirdo com os ouros dos outros paises para diversas
atividades turisticas e culturais. Esta viagem sera realizada em outubro, em
data que ainda ser& marcada.

A seguir, publicamos a prova da IV Olimpiada de maio, com as
respostas dos problemas.

EUREKA! N 2, 1998
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IV OLIMPIADA DE MAIO

Primeiro nivel

Duracdo da prova: 3 horas.

Cada problema vale 10 pontos.

N&o se pode usar maquina de calcular.
N&o se pode consultar livros nem notas.

PROBLEMA 1

Com seis varetas se construiu uma peca como a da
figura. As trés varetas exteriores sdo iguais entre si.
As trés varetas interiores sdo iguais entre si. Desgja-
se pintar cada vareta de uma cor s6 de modo que, em
cada ponto de unido, as trés varetas que chegam
tenham cores diferentes. As varetas sO podem ser
pintadas de azul, branco, vermelho ou verde.

De quantas maneiras pode-se pintar a peca?

PROBLEMA 2

Tém-se 1998 pecas retangulares de 2cm de altura e 3cm de comprimento e
com elas se armam quadrados (sem superposicdes nem buracos). Qual é a
maior quantidade de quadrados diferentes que se pode ter a0 mesmo
tempo?

PROBLEMA 3

Existem quatro botes numa margem de um rio; seus nomes sdo Qito,
Quatro, Dois e Um, porque essas s80 as quantidades de horas que cada um
deles demora para cruzar o rio. Pode-se atar um bote a outro, porém nédo
mais de um, e entdo o tempo que demoram em cruzar é igual ao do mais
lento dos botes. Um sb6 marinheiro deve levar todos os botes até a outra
margem do rio. Qual é o menor tempo necessario para completar o
translado?

EUREKA! N 2,1998
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PROBLEMA 4

ABCD é um quadrado de centro O.
Sobre os lados DC e AD foram E
construidos os tridngulos equil&teros
DAF e DCE. Decida se a &rea do

tridngulo EDF é maior do que, C
menor do que ou igual & érea do
tridngulo DOC.
C
A B
PROBLEMA 5

Escolha um nimero de quatro digitos ( nenhum deles zero) e comegando
com ele construa uma lista de 21 nimeros distintos, de quatro digitos cada
um, que satisfaca a seguinte regra: depois de escrever cada novo nimero da
lista devem-se calcular todas as médias entre dois digitos desse nimero,
descartando-se as médias que ndo ddo um ndmero inteiro, e com 0s que
restam se forma um nimero de quatro digitos que ocupara o lugar seguinte
na lista. Por exemplo, se na lista se escreveu o nimero 2946, o seguinte
pode ser 3333 ou 3434 ou 5345 ou qualquer outro nimero armado com 0s
digitos 3, 4 ou 5.

Segundo nivel

PROBLEMA 1

Inés escolheu quatro digitos distintos do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Formou com eles todos os possiveis nimeros de quatro digitos distintos e
somou todos eses nimeros de quatro digitos. O resultado é 193314.
Encontre os quatro digitos que Inés escolheu.

EUREKA! N 2,1998
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PROBLEMA 2

ABC € um tridngulo equildtero. N é um ponto do lado AC ta que

AC =7.AN , M é um ponto do lado AB tal que MN é paralelo aBC e P é
um ponto do lado BC tal que MP ¢é paraelo a AC. Encontre a fragdo
area(MNP)

area(ABC)

PROBLEMA 3

Dado um tabuleiro quadriculado de 4 x 4, com cada casa pintada de uma
cor distinta, desgja-se corta-lo em dois pedacos de igual &rea mediante um
sb corte, que siga os lados das casas do tabuleiro. De guantas maneiras se
pode fazer isto?

Obs. Os pedacos em que se divide o tabuleiro devem ser pecas inteiras; ndo
devem ser desconectados pelo corte.

PROBLEMA 4

O chéo do pétio tem desenhado um octdgono regular.

Emiliano escreve nos vértices deste os nimeros de 1 a 8 em qualquer ordem.
Deixa uma pedra no ponto 1.

Caminha em diregdo ao ponto 2 e, havendo percorrido 1/2 do caminho, se
detém e deixa a segunda pedra.

Dai caminha em direcéo ao ponto 3 e, havendo percorrido 1/3 do caminho,
se detém e deixa aterceira pedra.

Dai caminha em direcéo ao ponto 4 e, havendo percorrido 1/4 do caminho,
se detém e deixa a quarta pedra.

Deste modo segue até que, depois de deixar a sétima pedra, caminha em
direcdo ao ponto 8, e havendo percorrido /8 do caminho, deixa a oitava
pedra.

A quantidade de pedras que ficarem no centro do octégono depende da
ordem em que ele escreveu 0S nUmeros nos Veértices. Qual € a maior
guantidade de pedras que podem ficar no centro?

EUREKA! N 2,1998
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PROBLEMA 5

O planeta X31 tem sO dois tipos de notas, mas o0 sistema ndo € tdo mau ja
gue sO ha quinze pregos inteiros para 0s quais 0 pagamento ndo pode ser
feito de forma exata (nesses casos deve-se pagar a mais e receber o troco).

Se 18 é um dos pregos para 0s quais ndo se pode fazer pagamento exato,
encontre o valor de cadatipo de nota.

RESPOSTAS

IV OLIMPIADA DE MAIO Primeiro nivel 1998

PROBLEMA 1: 16 formas.
PROBLEMA 2 : 9

PROBLEMA 3: 15h

PROBLEMA 4 : As areas sdo iguais.
PROBLEMA 5 : Ha muitas solugoes.

IV OLIMPIADA DE MAIO Segundo nivel 1998

PROBLEMA1:5,7,8,e9
PROBLEMA 2 : 6/49
PROBLEMA 3: 70 maneiras.
PROBLEMA 4 : 4 pedras.
PROBLEMA 5. 4e 11

Vocé sabia... Que a todo momento ha dois
pontos antipodas na terra com a mesma temperatura
e a mesma pressdo (admitindo que temperatura e

pressdo dependem continuamente do ponto)??

EUREKA! N 2, 1998
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92, OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

A 9 Olimpiada de Matematica do Cone Sul foi realizada em
Salvador, BA, no periodo de 13 a 21 de junho de 1998. Esta Olimpiada foi
reaizada pela segunda vez no pais (a primeirafoi em 1993, em Petrépolis,
RJ). Dea participaram alunos de até 15 anos dos seguintes paises:
Argenting, Brasil, Bolivia, Chile, Paraguai, Peru e Uruguai. A organizagdo
da Olimpiada esteve a cargo da Professora Luzinava Amorim, da
Universidade Federal daBahia.

A equipe brasileira foi selecionada através de provas realizadas em
marco e maio deste ano e foi liderada pelos professores Paulo Cezar Pinto
Carvaho, do IMPA, e Horéncio Ferreira Guimaraes, da UFES.

A competicdo constou de duas provas, realizadas em dois dias,
cada uma com trés problemas, valendo 10 pontos cada. Veja a seguir os
resultados obtidos pela equipe brasileira e as provas da 9°. Olimpiada de
Matemética do Cone Sul.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 | Mila Lopes Viana Bronze
BRA 2 | Pedro Paulo Gouveia Prata
BRA 3 | Fabricio Siqueira Benevides Prata
BRA 4 | Jonathas Diégenes Castelo Branco Bronze

Vocé sabi@ que a
Olimpiada Brasileira de Matemdtica
tem pdgina web??

Visite-nos no endereco eletrdnico

http://www.obm.org.br

EUREKA! N 2,1998
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92, OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

Problemas e solugbes

Primeiro dia.
Tempo: 4 horas 30 min.

PROBLEMA 1

S&o dados 98 cartbes. Em cada um deles esta escrito um dos nimeros 1, 2,
3, ..., 98 (ndo existem numeraos repetidos). Pode-se ordenar os 98 cartbes
de tal modo gque ao considerar dois cartes consecutivos a diferenca entre o
ndmero maior € 0 NUmMero menor escritos neles sgja sempre maior que 48.
Indicar como e de quantas formas € possivel efetuar a ordenacao.

PROBLEMA 2

Sejam H o ortocentro (intersecdo das alturas) do triéngulo acutangulo ABC
e M o ponto médio do lado BC. Sgja X o ponto em que areta HM intersecta
0 arco BC (gque ndo contém A) da circunsferéncia circunscrita a ABC. Sgja
Y o ponto de interse¢do da reta BH com a circunsferéncia, distinto de B.
Demonstre que XY = BC.

PROBLEMA 3

Prove que, pelo menos para 30% dos naturais n entre 1 e 1.000.000, o
primeiro digito de 2" é 1.

Segundo dia.

Tempo: 4 horas 30 minutos.

PROBLEMA 4

Determine todas as fungdes f tais que
f(x*) = f(y?)+2x+1=f(x+y)Of (x-y)

quaisguer que sgjam 0s NUMEros reais X, Y.

EUREKA! N 2,1998
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PROBLEMA 5

Em Terra Brasilis existem n casas onde vivem n duendes, cada um em uma
casa. Existem estradas de méo Unica de tal modo que:

. cada estrada liga duas casas,
. em cada casa comega exatamente uma estrada;
. em cada casa termina exatamente uma estrada.

Todos os dias, a partir do dia 1, cada duende sai da casa onde esta e chega
a casa vizinha. Uma lenda de Terra Brasilis diz que, quando todos os
duendes regressarem a posi¢do original, 0 mundo acabara.

@ Demonstre que o mundo acabara.

(b) Se n = 98, demonstre gque é possivel gque os duendes construam e
orientem as estradas de modo que 0 mundo ndo se acabe antes de
300.000 anos.

PROBLEMA 6

O Prefeito de uma cidade desegja estabel ecer um sistema de transportes com
pelo menos uma linha de 6nibus, no qual:

() cada linha passe exatamente por trés paradas;
(i) cada duas linhas distintas tenham exatamente uma parada em
comum;

(iii)  para cada duas paradas de 6nibus distintas exista exatamente uma
linha que passe por ambas.

Determine o nimero de paradas de 6nibus da cidade.

EUREKA! N 2,1998
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SOLUCOES
1)
Vamos provar uma versao um pouco mais geral do problema:

Seja k um nimero natural. Encontrar todas as permutacdes a;, ay, ...ax dos
nimeros 1, 2, ..., 2k que verificam |a1 -2 K para todoi =1, 2, ...,
2k 1.

Solucgéo

Em primeiro lugar observamos que, se dois nimeros entre 1, 2, ..., 2k
diferem de pelo menos k, entdo o maior dos nimeros estaentrek + 1, k + 2,
... 2k e 0o menor, entre 1, 2, ..., k. Chamemos simplesmente os nimeros
destes dois conjuntos de "grandes' e "pequenos', respectivamente.
Suponhamos que a;, a,, ...ax € uma permutacdo com a propriedade em
questdo. Pelo que dissemos acima, seus termos com indice impar (par)
devem ser todos grandes ou todos pequenos. Sgjam, por exemplo, ay, as,
... A _1Peguenos e ay, ay, ...ax grandes. Consideremos a soma

S= |a1 - az| +|az + as| + "'+|a2k—2 - a2k—1| + |a2k—l - a2k|
Como cada termo de indice par € maior do que seus vizinhos,

S=(a,—a)+(a,—a;) +...+(a, _2_a2k—l) + (A —ay1)
=2(@,+a,+..+3,)—2(a, ta; +..a, ) —a, tq

=2(k+D+(k+2)+...+2k) - 2(1+2+..+K) —a, +a,
=2k* - (a, —a)

Notemos que a condi¢do |a1. - g +1| > k determinaaescolhade a; e ay . Os

anicos vizinhos possiveis de k e k +1 sdo 2k e 1, respectivamente. Logo k e
k+1 devem ser o primeiro e o Ultimo termos da permutacdo. E como
escolhemos comegar com a; pequeno, a; = K, ax = kK +1.

Entdo a, = 2k, ay_1 = 1.
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Regressando a soma S, vemos que ela éigual a2k’ — ((k+1) —k) = 2k*- 1.
Por outro lado, cada dois somandos da forma

la,, —a|+[a; —a.,| contribui com pelo menos k + (k+ 1) = 2k + 1. Isto
se deve a0 fato de ser impossivel que [a, —a| =|a —a,,| =k, pois
teriamos, neste caso, & 1 = & +1. Assim, temos

S=(2k+1)+(2k+1) +...+(2k +D) +k =2k* -1

k-1
Entfo |3, , —a|+|a —a,|=2k+1 paratodoi =1,3, ... 2k— 1. Isto &
as diferengas consecutivassdo k, k + 1, k, k + 1, ..., k. Comegando com
a; = k, a, = 2k (que diferem em k ), podemos determinar todos os a; da
sequéncia:

a,=2k-(k+)=k-1
a, =(k-D+k=2k-1
a =(2k-D-(k+D)=k-2

Portanto a;, &, , ..., ax €
k,2k, k—1,2k—-1,k-2,...,2,k+2,1, k+1

Por simetria, existe exatamente uma solucdo além desta: a que obtemos
tomando a solugdo acima ha ordem inversa.
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2)

Sga{L} = PM n AH. Mostraremos que L coincide com H. Iniciamente,
observe que [0 NPA = 90° (pois AM é didmetro). Prolonguemos PM até
encontrar a circunsferéncia circunscrita no ponto N, diametralmente oposto
ao veértice A (pois 0 NPA =90°.)

Logo o circuncentro O é o ponto médio de AN e, como OM [ AL, segue
que M é o ponto médio de LN; como m € ponto médio de BC , segue que
LBNC ¢é um paralelogramo, de modo que BL DONC . Mas [0 NCA = 90°
(pois AN é diametro), ou seja, NC [0 AC. Dai segue que BL [0 AC e, como
AL [0 BC, concluimosque L = H.

3)

Vamos provar que para cada inteiro positivo k existe uma poténcia de 2
com exatamente k digitos (na base 10) e cujo primeiro digito € 1. De fato,
se considerarmos a menor poténcia de 2 maior que 10" %, devemos ter

2n< lok+1S 2n+1’

ou 10" t<2" <2 x 10",

Portanto basta calcular quantos digitos possui 2'* . Mas, de 10° < 2'°,

obtemos 10%® <2'% | donde seque que 2'% tem mais de 300.000
algarismos e segue que no minimo 300.000/1.000.000 = 30% de tais
poténcias comegam com o algarismo 1.
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Observacgoes:

1. Utilizamos somente que existe uma poténcia de 2 que comeca com o
digto 1 e possui exatamente k digitos. Como verificase
imediatamente, existe exatamente uma poténcia de 2 com k digitos que
comegacom 1.

2. 2% possui exatamente 301.030 algarismos, pois se 10' < 2'% < 10,
aplicando logaritmos, vemt < 10°log2 <t + 1, dondet + 1 = 301.030.

3. Utilizando asidéiasde 1 e 2, é possivel mostrar que a probabilidade de
uma poténcia de 2 comecar com o agarismo 1 é log 2. Mais
precisamente, se f (n) é o nimero de inteiros k (1 < k < n) tais que 2
gueiniciam com o algarismo 1, entdo

. f
lim ﬂ =log2 = 0,30102999564.
n

n—- oo
4)

Fazendo x = y temos
f() O (0)=2x+1

Logo, parax=0, (f(0))’=1 « f(0)= =1

Assim, f (2xX) = + (2x +1) e, portanto, f (xX) =x+ 1 ouf (X) =—(x + 1).
Substituindo as funcBes encontradas na equacdo funciona origina,
verificamos que apenasf (X) = x + 1 satisfaz as condic¢des do problema.

5)

@ Numere os duendes de 1 an e sgaf(i) o vizinho do duende nimero
i. A funcdo f é claramente uma bijecdo. Em algum momento cada
duende retornara a sua casa pois asequéncia f (i), f(f(i)),
f(f(f(i))),...assume um numero finito de valores, donde existirdo
inteiros positivosr < staisquef ° (i) = f '(i), portanto
f57"(@i) =i (poisf é bijetora). Sejag(i) o menor inteiro positivo tal
gue o duendei retorna a sua casa depois de g(i) dias. Depois de
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mmc(g(1), g (2),...,g(n)) dias, todos os duendes retornardo a
posicéo origina e o mundo acabara.

(b) Divida os 98 duendes em 8 ciclos de tamanhos 3, 5, 7, 11, 13, 17,

19,23 (98=3+5+ 7+ 11 + 13 + 17 + 19 + 23). Os duendes
retornardo aposicao inicial depoisde3x5x 7 x 11 x 13 x 17 x 19
x 23 = 111546435 > 366 x 300.000.
Alternativamente, podemos dividir os duendes em ciclos de
tamanhos 3, 8, 9, 5, 7, 11, 13, 19 e 23, e eles retornardo a posicao
origind emmmc (3, 8,9,5,7,11,13,19,23) =8x9x5x7x 11
x 13 x 19 x 23 = 157.477.320

6)

Um exemplo de ta sistema € aquele que tem uma so linha com exatamente
3 pontos. Para 0 que segue, suponhamos gque haja pelo menos 4 pontos 1, 2,
3, 4 e que uma das linhas é R; = 123 (aqui, e no que segue, R = abc
significa que a linha R passa pel os pontos a, b, ¢, ndo importando a ordem.
Assim, por exemplo, R = bca é amesmalinha)

Por (iii), devem existir linhas R,, R; € R4 que passam pelos pares de pontos
{1, 4}, {2, 4} e{3, 4}, respectivamente. Notemos que R, , R; e R, devem
ser digtintas. De fato, se, digamos, os pares{2, 4} e{3, 4} estdo na mesma
linhaR,, entdo R, = 234, logo R; e R, tém duas paradas em comum e isto é
impossivel por (ii). Novamente por (ii), cadauma daslinhas R, , Rz e Ry
tem exatamente um ponto em comum com R; = 123. Como ndo podem
haver dois pontos entre 1, 2, 3, que estédo em R, , R; e R4 (novamente por
(ii)), devemos ter R, =14a, R; = 24b, R, = 34c para pontos distintos a, b, ¢
gue sdo por sua vez distintos de 1, 2, 3, 4. Para manter uma notacéo
consistente, s§gama=5b=6ec=7.Logo R,= 145, R; =246 e R,= 347.
Com isso, provamos gque ha pelo menos 7 pontos.

Agora, suponhamos que exista pelo menos um ponto a mais, digamos 8.
Por (iii), existe uma linha S que passa por 1 e 8. Como S tem uma parada
em comum com Rs; = 246, concluimos que S= 128, S= 148 ou S = 168.
Nenhuma destas é possivel, pois

1. as linhas 128 e 148 tém dois pontos em comum com R; = 123 e
R, = 145, respectivamente.
2. 168 ndo tem ponto em comum com R, = 347.
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Esta contradicéo € devida atermos suposto que existem mais de 7 pontos.
Completamos a construcdo do sistema de transportes com 7 pontos de
Onibus. Devem haver linhas Rs, Rs, R; por {1, 6}, {2, 5}, {3, 5},
respectivamente (pois as linhas ndo estdo entre asjaexistentesR;, R, , Ry,
Rs e R4)

Pode-se verificar que aescolha Rs = 167, Rg=257 e R; = 356 funciona.

As 7 linhas 123, 145, 246, 347, 167, 257, 356 formam um exemplo de tal
sistema.

Concluimos, entdo, que a cidade pode ter exatamente 3 ou exatamente 7
pontos de 6nibus.

Observacao:

Este problema é equivalente a particionar as arestas de um grafo completo
K, em tridhgulos de modo que quaisquer dois tridngulos tenham
exatamente um vértice em comum.

Observando que, satisfeitas as condicfes do problema, cada vértice de um
tridngulo é comum a (n — 3)/2 outros tridngul os, o total de tridngulos em K,
é

-3 _1n(n-1 . .
1+3En2 =§ (2 ),oquesosevenﬂcaquandonzBoun:7.
Para concluir aresolucdo, basta obter as particdes nestes casos.
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392. OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

Resultados e problemas

No més de tantas expectativas dos brasileiros, o Brasil consegue
uma medalha de ouro na 39°. Olimpiada Internacional de Matemética
realizada com a presenca de 76 paises em Taiwan nos dias 10 a 21 de julho
altimo.

O estudante Rui Lopes Viana Filho (SP) foi ganhador de uma
medalha de ouro. Também foram premiados os estudantes Emanuel
Carneiro (CE) medalha de bronze, Murai Vaapeyam (PB) mencéo
honrosa e Mauricio Carrari (SP) mengdo honrosa. Trata-se de feito muito
importante, visto que paises como Alemanha, Inglaterra, Israel, Suécia,
Australia e muitos outros ndo conquistaram medal has de ouro.

Merece também elogios o fato da equipe brasileira ter sido uma
das que tiveram melhor desempenho na questdo 5 da prova, superando por
exemplo, as equipes dos EUA e da RUssia. Vega a seguir as questfes da
39%.Olimpiada Internacional de Matemética.

Primeiro dia
Duracéo da Prova: 4 horas 30 min.

PROBLEMA 1

No quadrildtero convexo ABCD, as diagonais AC e BD sdo
perpendiculares e os lados opostos AB e DC néo sdo paralelos. Sabemos
gue o ponto P, onde se intersectam as mediatrizes de AB e DC, esta no
interior de ABCD. Prove que ABCD é um quadrilétero inscritivel se, e
somente se, os tridngulos ABP e CDP tém éreasiguais.

PROBLEMA 2

Numa competicdo, existem a concorrentes e b juizes, onde b = 3 é um
inteiro impar. Cada juiz avalia cada um dos concorrentes, classificando-o
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como "aprovado” ou "reprovado”. Suponha que k € um namero ta que as

classificagdes dadas por dois juizes quaisguer coincidem no maximo para k
k_b-1

concorrentes. Prove que — = ——.
a 2b

PROBLEMA 3

Para qualquer inteiro positivo n, sgja d(n) o nimero de divisores positivos
den (incluindo 1 en).

2
d(n’) =k paraagumn.

Determine todos os inteiros positivos k tais que

Segundo dia
Duracéo da Prova: 4 horas 30 min.

PROBLEMA 4

Determine todos os pares (a, b) de inteiros positivos tais que ab? + b + 7
dividea’b + a+b.

PROBLEMA 5

Sgja | oincentro do tridngulo ABC. A circunferéncia inscrita no tridngulo
ABC é tangente aos lados BC, CA e AB nos pontos K, L e M,
respectivamente. A reta que passa por B, paradela ao segmento MK,
intersectaasretas LM e LK nos pontosRe S respectivamente. Prove que o
angulo ORIS é agudo.

PROBLEMA 6

Considere todas as fungdes f definidas no conjunto N dos inteiros positivos,
com valores no mesmo conjunto, que satisfazem f (t°f(s)) =s (f (t))?,
paratodos set em N. Determine o menor valor possivel de f(1998)

PARIDADE
Eduardo Wagner

EUREKA! N 2,1998
31



Sociedade Brasileira de Matematica

¢ Nivel Iniciante.

Todo ndmero natural é par ou impar.

Elementar, ndo? A afirmacao acima, que é uma das mais simples e
Obvias da Matemética, é também uma ferramenta de grande utilidade na
resolugdo de muitos problemas envolvendo numeros naturais. Vamos
comentar neste artigo alguns deles, em graus diferentes de dificuldade, mas
inicialmente precisamos recordar trés importantes propriedades:

a) asomade dois nUmeros pares € par.
b) a soma de dois nimeros impares é par.
) asoma de um ndmero par com um ndmero impar € impar.

Dizemos que dois nimeros inteiros tém mesma paridade, quando
s80 ambos pares ou ambos impares. Assim, podemos dizer que a soma de
dois nimeros inteiros é par se, e somente se, eles tém mesma paridade.
Vamos aps problemas.

PROBLEMA 1

Em um quartel existem 100 soldados e, todas as noites, trés deles sdo
escol hidos para trabal har de sentinela. E possivel que apds certo tempo um
dos soldados tenha trabalhado com cada um dos outros exatamente uma
vez?

RESPOSTA : N&o.

Escolha um soldado. Em cada noite em que trabalha, ele estd em
companhia de dois outros. Como 99 é um nUimero impar, ndo podemos
formar pares de soldados sempre diferentes para trabalhar com o escol hido.

PROBLEMA 2
Um jogo consiste de 9 botBes luminosos (de cor verde ou vermelha)
dispostos da seguinte forma:
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10 20 30
40 50 6O

70 80O °0

Apertando um bot&o do bordo do reténgulo, trocam de cor ele e
seus vizinhos (do lado ou em diagonal). Apertando o botdo do centro,
trocam de cor todos os seus 8 vizinhos porém ele néo.

Exemplos:

Apertando 1, trocamdecor 1, 2, 4 e5.
Apertando 2, trocamdecor 1, 2, 3,4,5¢e6.
Apertando 5, trocamdecor 1, 2, 3,4, 6, 7,8 ¢e09.

Inicidmente todos os botdes estdo verdes. E possivel, apertando
sucessivamente aguns botdes, torné| os todos vermel hos?

RESPOSTA : N&o é possivel.

Observe que apertando um bot&o do vértice do retangulo, trocam de cor 4
botdes. Apertando um botdo do meio de um lado, trocam de cor 6 botdes e
apertando um botdo do centro trocam de cor 8 botbes. Assim, cada vez que
apertamos um botdo trocam de cor um numero par de botées. Como
existem 9 botdes, ndo € possivel que todos troquem de cor.

PROBLEMA 3
Escrevemos abaixo os nimeros naturais de 1 a 10.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Antes de cada um deles, cologue sinais “+” ou “—" de forma que a soma de
todos sgja zero.

SOLUCAOQ: NZo é possivel fazer isto.
Imaginando que fosse possivel, deveriamos separar 0s nimeros dados em
dois grupos com a mesma soma. Entdo colocariamos sinais negativos nos
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nimeros de um dos grupos e sinais positivos nos nimeros do outro.
Teriamos entdo uma soma igua a zero. Acontece gue a soma dos niimeros
naturais de 1 a 10 é igual a 55. Como este nimero € impar, ndo podemos
separar 0s himeros dados em dois grupos gque tenham a mesma soma.

Como o leitor deve estar percebendo, os argumentos utilizados
permitiram concluir que as respostas dos trés problemas propostos foram
iguais. “ndo é possivel fazer tal coisa’. Na maioria das vezes, um
argumento de paridade serve exatamente para isto. Mostrar que um
determinado fato ndo pode ocorrer e isto ndo é desanimador, muito pelo
contrério. Serve para nos convencer que ndo adianta ficar gastando tempo
demais fazendo tentativas indteis. As experiéncias sdo valiosas no sentido
de nos abrir os olhos para a possibilidade do problema ndo ter solugéo e, a
partir dai, buscar um argumento que resolva definitivamente a quest&o.

E muito importante também explorar um problema, ou sga,
imaginar pequenas modificagdes no enunciado e verificar o que ocorre com
sua resposta. Por exemplo, o problema 3 ndo tem solucdo porgue a soma
dos naturais de 1 até 10 é€ 55 (impar). O que ocorreria se a soma fosse par?
Este € um novo e atrativo problema. Vamos enuncia-lo:

PROBLEMA 3A:
Escrevemos abaixo os nimeros naturaisde 1 a 11.

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11

Antes de cada um deles, cologue sinais “+” ou “—" de forma que a soma de
todos sgja zero.

SOLUGAO:

A soma dos nimeros naturaisde 1 a1l é 66. Como podemos separa-los em
dois grupos de soma 33?7 Comecando pelos maiores observe que 11 + 10 +
9=230. Logo, 11 + 10 + 9 + 3 =33. O problema 3A tem como uma solucéo
possivel:

+1+2-3+4+5+6+7+8-9-10-11=0
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Fica a0 encargo do leitor mostrar que sempre que a soma dos
naturais de 1 até n € par entdo podemos separé-1os em dois grupos de igual
soma. Vocé pode utilizar o caminho que utilizamos acima, ou buscar uma
outraforma.

Para saber mais e intrigar seus colegas

V océ pode propor aos seus amigos os problemas 3 ou 3A com uma lista
grande de nimeros naturais consecutivos. O problema terd ou ndo solucéo
caso a soma desses nUmeros sga par ou impar, respectivamente.
Entretanto, é possivel encontrar o resultado desta soma rapidamente, sem
precisar somar todas as parcelas. A soma de todos os naturais de 1 até n é
@+n)n

igual a . Por exemplo, a soma de todos os naturais de 1 até 10 €

(1+10)10 11010

2
pergunte ao seu professor ou escreva paraa EUREKA!!

=55. Procure demonstrar este fato e, se ndo conseguir,

PROBLEMA 4

Mostre que se a, b e ¢ sdo inteiros impares, a equacao ax’+bx+c=0
ndo tem raiz racional.

Comentérios:

1) Um ndmero é raiz de uma egquagdo dada se quando for substituido no

. . 2 , .
lugar do “X" a igualdade ficar correta. Por exemplo, X =§ € raiz (ou

solucdo) da equacdo 3x—2=0 porque 3[-!2—2 =0. Ainda, x=2 é
solucdo da equacdo x* —x®+x-10=0 porque 2* -2°*+2-10=0.
Freglientemente ndo sabemos como resolver uma equagdo mas, em geral,
podemos verificar se um certo valor de X é ou ndo uma de suas raizes.
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2) Um ndmero é racional quando puder ser escrito como uma fragdo de
. o 2 4
numerador e denominador inteiros. Por exemplo, 2 e 1 sdo exemplos de

ndmeros racionais.

3) Quando desgjamos demonstrar que certo fato € impossivel utilizamos
freglientemente o método da reducéo ao absurdo. Este método consiste em
imaginar o contrario, ou sga, que tal fato sgja possivel. A partir dai
procuramos chegar a uma contradicdo, a um absurdo. Conseguindo isso,
teremos mostrado que nossa hip6tese (a do contrario) é fasa e
consequentemente, que a afirmagdo inicia é verdadeira.

Vamos ver tudo isso na solucdo do problema. N&o se preocupe se vocé
ainda ndo sabe resolver uma equacdo do segundo grau. Isto ndo serd
necessario. Tudo o0 que precisamos é verificar se um ndmero racional pode
ser umaraiz.

Solucao do problema 4

Imaginemos que o ndmero raciona P sga raiz da equacdo
q

ax’ +bx+c=0 onde a, b e ¢ sdo inteiros impares. Logo, fazendo a
subgtituicéo, devemos ter,

e

2

p—2+b£+c:0

q q

a

ap® +bpg+cg® =0

Vamos acrescentar agora uma hipétese importante para facilitar nosso

trabalho. Vamos supor que a hossa fragéo P sgjairredutivel, ou sgja, que
q
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elajafoi simplificada ao maximo. Por exemplo, no lugar de 5 estaremos

, 2 . . . ~
considerando 3 0 gue € a mesma coisa. Consideramos entdo, para a

solucdo do problema, que p e q ndo sdo ambos pares.
Observe agora a equacéo ap2 + bpg+ qu = 0 nos seguintes casos:

a) p e q sdo impares. neste caso, ap2 é impar, bpc é impar e cq2 € impar.
Como a soma de trés nimeros impares € impar, o resultado ndo pode ser
zero.

b) p é par e g € impar: neste caso, ap2 é par, bpc é par e qu € impar.
Como a soma de dois nimeros pares e um impar é impar, o resultado ndo
pode ser zero.

C) p éimpar e g € par: vale o mesmo argumento do caso b).

Demonstramos entdo que nenhuma fracdo de numerador e denominador

inteiros pode ser raiz da equacdo ax’ +bx+c=0 onde a, b e ¢ sio
inteiros impares.

PROBLEMA 5
Um tabuleiro 6 x 6 esté coberto com dominds 2 x 1. Mostre que existe uma
reta que separa as pegas do tabuleiro sem cortar nenhum domino.

SOLUCAO:

Cada domino é formado por dois quadrados e portanto, se o tabuleiro esta
inteiramente coberto, 18 dominds foram utilizados. Imagine agora uma reta
(horizontal, por exempl o) que separe o tabuleiro em duas partes. Se ela ndo
corta nenhum domind, esta resolvido o problema. Suponha entdo que ela
corte a0 meio um domind. Neste caso, acima desta reta teremos n dominds
inteiros mais meio domind, ou sga, teremos acima desta reta 2n + 1
quadrados, que € um nimero impar. Mas isto € impossivel porque se 0
tabuleiro tem 6 unidades de largura, qualquer reta o dividira em partes que
contém numeros pares de quadrados acima e abaixo dela. Assim, se uma
reta corta um domind, devera cortar um outro dominé. Para a divisdo do
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tabuleiro, existem 10 retas possiveis e, se cada uma delas cortar dois
dominds, deveriamos ter 20 dominds no tabuleiro. Como eles sdo apenas
18 entdo existe umareta (pelo menos) que ndo corta nenhum domind.

Problemas para pesquisa

PROBLEMA 6

Os numeros naturais de 1 até 1998 sdo escritos em um imenso quadro
negro. Em seguida, um aluno apaga dois quaisquer colocando no lugar sua
diferenca (ndo negativa). Depois de muitas operacdes, um Unico nimero
ficara escrito no quadro. E possivel que esse nimero seja zero?

PROBLEMA 7

Em uma ilha plana existem 11 cidades numeradas de 1 a 11. Estradas retas
liggm1a2,2a3,3a4,..,10allellal. E possivel que uma reta corte
todas as estradas?
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0S PROBLEMAS DO VISITANTE MATEMATICO

The Mathematical Visitor foi um periddico que existiu nos Estados
Unidos entre 1877 e 1896. Era uma revista destinada aos amantes da arte
de resolver problemas de Matemética. Publicava problemas propostos pelo
seu abnegado editor ou leitores e, em nlmeros subseqlientes, trazia as
melhores solugbes apresentadas. Procurava fortalecer entre os
norteamericanos, na época em que sua nagdo lutava para se inserir no rol
dos paises mais desenvolvidos, uma tradicdo ha muito existente na Europa:
a prética das saudaveis competicbes mateméticas publicas, ingtituidas por
revistas como afamosa Ladies Diary, da Inglaterra.

Os problemas do The Mathematical Visitor eram, em sua grande
maioria, de nivel elementar, embora alguns deles exigissem 0 uso de
integrais em sua resolugdo. Quanto a criatividade e a elegancia das
guestdes propostas, a qualidade variava bastante. Num periodo em que
faltavam calculadoras eletronicas e sobrava lazer para as pessoas, eram
muito freqlientes problemas cuja solucéo requeria muito mais paciéncia e
tempo disponivel de que engenhosidade e talento.

Um exemplo de problemas desse tipo € o0 seguinte, que foi
proposto em 1887:

1) Considere a seqiiéncia dos tridngulos pitagoricos (tridngulos
retngulos de lados inteiros) nos quais os catetos sdo inteiros
consecutivos. Ache a expressdo geral para os lados n-ésimo
tridngulo e calcule explicitamente os lados do centésimo. (A
resposta da segunda parte envolve niimeros com 76 algarismos.)

Outros problemas computacionais sio:

2)  Calcular 4%
3) Obter araiz cubicade 2 com 100 algarismos decimais!

Mas ndo se pense que The Mathematica Visitor sO trazia
perguntas sem graca. Alguns problemas bem elementares la propostos
ainda guardam interesse a sdo apresentados agui como desafio aps Nossos
leitores.
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Com apenas dois cortes retilineos e recolagem, transforme um
retangulo num quadrado de mesma &rea, supondo que arazéo entre
0 maior e o menor lado do reténgulo € menor do que ou igua a4.

Comprei na feira um queijo que pesou 9 quilos. Desconfiei da
pesagem e o vendedor propds, como compensacdo, vender-me um
gueijo igual, desta vez pesado no outro prato da balanca. O peso
foi de 4 quilos. Ganhei ou perdi natransacdo? Qual € o verdadeiro
peso do queijo?

Ache trés nimeros inteiros cuja soma é um cubo e a soma de dois
guaisquer deles também é um cubo.

O doutor A mata 3 pacientes em cada 7 que trata; o doutor B mata
4 em cada 13 e o doutor C mata 5 em cada 19. Qual é a
probabilidade de um doente sobreviver se for tratado por esses 3
médicos ao mesmo tempo?

Ache quatro inteiros que sdo quadrados e a soma de dois quai squer
deles ainda é um quadrado. (Observagdo: nem a redacdo darevista
nem o autor do problema sabiam como resolvé-lo.)

Um dos problemas mais interessantes, propostos em 1881, foi o
seguinte:

Um vaso de vinho esta suspenso sobre outro, de igual capacidade
(digamos 1 litro), cheio de é&gua. Por um orificio no fundo de cada,
0 vinho escorre sobre 0 vaso de agua e a mistura se esvai na
mesma vel ocidade. Quando o vaso de vinho estiver vazio, qual é o
volume de &gua no vaso inferior?

A colecdo de problemas do The Mathematical Visitor foi re-

editada em 1996 pela Math Pro Press, Westford, Mass., sob o titulo
"Problems and Solutions from The Mathematical Visitor".

Nossa revista aguarda respostas de nossos leitores para 0s

problemas acima propostos, especia mente os de nimeros 4, 5 e 9.
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DIVISIBILIDADE, CONGRUENCIAS E ARITMETICA MODULO n

Carlos Gustavo Moreira

+ Nivel Avancado
INTRODUGAO

Este artigo se propde a ser uma referéncia sobre os temas citados
no titulo, que aparecem naturadmente em diversos problemas de
M atematica elementar, alguns dos quais serdo explicitamente tratados aqui.
O estilo é mais conciso do que a maioria dos outros artigos destarevista, o
que pode tornar a leitura mais dificil, mas ndo desanime! Procure entender
0s enunciados das proposictes e os problemas resolvidos e buscar sua
propria solucdo para €les, aém de pensar nos problemas propostos e
enviar-nos suas solucbes. Em caso de qualquer divida ndo deixe de
escrever-nos.

Secdo 1: Divisdo euclidiana e o teorema fundamental da aritmética

Os resultados que seguem tém como base o seguinte fato sobre os inteiros:
Dadosad Z, b ON* existemqg,r dZcomO<r<bea=hq+r.Tasqge
r estdo unicamente determinados. De fato, q = [a/b] er = a— bq (aqui [X]
denota o Unicointeiro ktal que k< x <k + 1). Como conseqliénciatemos a

Proposi¢éao 0 (Divisdo Euclidiana): Dadosa [0 Z, b [0 Z* existemq,r 0 Z
unicamente determinadostaisqueO<r <[blea=bg + r

Definigdo: Dados dois inteiros a e b , com a # 0 dizemos que a divide b
(denotamos alh) se existe cinteiro tal que b = ac.

Proposi¢ao 1: Dados a, b J Z ndo ambos nulos existe d [J N* tal que dla,
db e, paratodo ¢ O N*, ca, cllb O cOd. Além disso exisem x, y 0 Z
comd = ax + by. (Esse d é chamado 0 méaximo divisor comum entre

aeb:d=mdc(a b).)
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Demonstracéo: SgjaA={k>000x,y 0 Z taisquek =ax + by} esga

d = axy + by, 0 menor elemento de A. Mostraremos que dCJa. Como
dON*, exissemqg,r 0 Zcoma=dg+re0<r <d. Queremos mostrar
quer = 0. Defato, ser >0, r =a—dg=a (1 —qgx) + b(—qy) O A,
contradizendo o fato de d ser o menor elemento de A. Portanto, r=0e
a=dgq O dba. Do mesmo modo prova-se que dlb. Suponha agora que
cla e clhb. Entdo cCax, + by = d, como queriamos provar

Lema: Semdc (g, n) = 1 e nCgk entéo nlk.
Prova do Lema: Como mdc(q, n) = 1, existem x, y 0 Z com gx + ny = 1,
logo gkx + nky = K, portanto nCk (pois Cgkx e nCnky)

Corolario: Sejam p um namero primo e a, b 0 Z. Se pUab entdo pCa ou
ptb o

Teorema fundamental da aritmética: Todo nimero natural n = 2 possui
uma Unica fatoracdo (a menos da ordem dos fatores), como produto de
primos.

Demonstracdo: n = 2 é primo. Vamos mostrar a existencia da fatoracao
por primos por inducdo: Se n é primo ndo ha o que provar. Se n é
composto, n=ab, a, b0 N, a<n,b<ne, por hipbtese deinducdo, aeb se
decompdem como produto de primos, portanto n se decompde como
produto de primos.

Vamos agora mostrar a unicidade, também por inducdo: Suponha
gue n admita duas fatoracdes n = pyP,...pr € N = g10>...Gs coMo produto de
primos. O Corolério acima mostra que, como p;[1q;0p...q:, P deve dividir
algum g; e portanto p; = g (pois séo ambos nimeras primos) e, como
n/p; = n/g; < n admite uma Unica fatoracéo prima, por hip6tese de inducéo,
concluimos que afatoragéo de n € Unica

Proposicéao 2: O conjunto dos nimeros primos é infinito.
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Demonstracéo: Suponha que o conjunto dos nimeros primos segja finito,
digamos{ p1, P2.-.., Pn} - Nesse caso, 0 nimero N = pyp,...p,+1 seriamaior
gue todos os primos, mas ndo divisivel por nenhum deles, pois

piX pip2...pn+ 1) O p; (1, absurdo. Teriamos entdo um natural N > 2 que
n&do seria multiplo de nenhum primo, contradizendo o teorema fundamental
daaritmética

Obs.: Asidéias desta se¢8o podem ser utilizadas em situagdes mais gerais,
como no estudo de polindmios (por exemplo com coeficientes racionais),
onde existe um algoritmo de divisdo, a partir do qual pode-se provar de
modo andlogo resultados correspondentes aos agui apresentados sobre
maximo divisor comum, existéncia e unicidade de fatoracdo.

Secéo 2: Congruéncias

Definicdo: Sgjam a, b, n 00 Z, n > 0. Dizemos que a é congruente a b
(mdédulo n) (denota-se a = b (mdodulo n)) se n((b —a)

Obs: a=a(modulon),a=b (médulon) = b=a(mdodulon),

a=Db (médulo n), b = ¢ (médulo n) 0 a = ¢ (médulo n), ou sga,
congruéncia (médulo n) é uma relacdo de equivaléncia.

Proposicdo: Sea=b (médulon)ec=d (médulon)entdoa+ c=b+ d
(modulo n) e ac = bd (mdédulo n).

Demonstracdo: nlb—a),ndd—c) 0 nd((+d —(a+c)0 (a+c) =
(b + d) (médulon), ebd—ac=b(d—c) + (b—a) O nlbd—-ac) O bd=
ac (modulo n)

Definicdo: Dadosn,al] Zn> 0, definimos™ a= a (médulo n) =

={k O Zk = a (médulo n)}.

Dados a, b 0 Z definimos a+ b= a+b e a/J  bab ( estas operacies
de soma e produto estdo bem definidas pela proposi¢cao anterior).
Definimos aindaz/nZ ={ agmodulon),ad z}={ 0, 1, 2,... n—1}.
Cada a échamada uma classe de congruéncia médulo n.

Definicdo: Sgamn, a [0 Z, n > 0. Dizemos que a € invertivel modulo n se
existe b 0 Z com ab = 1(médulo n) (ou sgja, tal que a b = 1). Dizemos
que béoinversode aemzZ/nZ.
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Definicdo: (Z/nZ)* ={ a Ca 0 Z e a é invertivel (médulo n)}. Obs. a é
invertivel (modulo n) = mdc (a, n) =1. Defato,mdc(a,nN)=1 < Ox,y0O
Ztaisqueax+ ny=1< alx="1 (mbdulon).

Notacdo: Dado um conjunto finito X, escrevemos # X para significar o
nuimero de elementos de X.

Definicdo: A funcdo ¢ de Euler, ¢: N - N é definida por
o(n)=#ZnZ2)* =#{kOZ2O0<k<nemdc (k, n)=1}.

Notemos que se p € um nimero primo ek O N entéo ¢(p) = p*—p“* =

p* (1-1/p). Defato, mdc (r, p*) = 1 see sd se p ndo divider. Logo ¢(p*) =
#HrOzZo<sr<p‘emde(r,p) =1} =#{r0Z0<r<p‘} -
#{rOzO<r<p‘epdr} = p—p ™~

Defini¢do: n nimeros inteiros ay, ay,...a, formam um sistema completo de
residuos (s.cr.) modulo n se { a;, @,., a}= Z/nZ isto é, se os a
representam todas as classes de congruéncia médulo n ( por exemplo,
0,1,2,...n=1 formam um s.c.r. (médulo n)).

¢(n) ndmeros inteiros by, by,...0yrn formam um sistema completo de
invertiveis (s.c.i.) médulonse{ by, by,... by} = (Z/nZ)*, isto & seosb;
representam todas as classes de congruéncias invertiveis médulo n.

Proposi¢do: Sgam q, r, n 0 Z, n > 0, q invertivel médulo n, ay, ay,...,a,
um s.c.r. (modulo n) e by, by,...,byr UM s.c.i. (moédulo n).

Entdoga; +r,ga,+1,..., ga,+ r formamum s.c.r. (médulo n) e

qby, gby,...qby( formam um s.c.i. (modulo n).

Demonstracdo: Vamos provar gue se a,, ...a, formam um s.c.r. (médulo
n) entdo ga; +r, ...qa, + r formam um s.c.r. (médulo n). Basta provar que
ga+r =qa +r (modulon) O i = j, pois nesse caso teremos n classes de
congruéncias distintas médulo n, que devem ser todas as classes de Z/nZ.
Sgjay [0 Z ta que gy = 1 (mbdulo n).

Temosqga=qga +r—r=qa+r—r=qg(modulon) U qya = qya
(médulon) O & =g (moédulon) O i =j.

Seja agora by, by,.. . byr um s.c.r. (médulo n). Temos que gb; € invertivel
maodulo n. paratodo i,1 <i < ¢(n), pois se x; étal que by x; = 1 (mddulo n).
entdo (gby) (xy) = (aqy) (bix) = 1 (mbdulo n). Por outro lado, se gb; = gb,
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(médulo n) entdo b; = ygb; = yqb; = by (médulo n) O i = j, e portanto gby,
gby,...q @ € ums.c.i. (médulo n)

Teorema (Euler): Sgjama, n 0 Z, n> 0, taisque mdc (a, n) = 1. Ent&o

a’™ =1 (médulo n).

Demonstracéo: Seja by, b,,...by  umsci. (moédulo n) Pela proposicéo
anterior, (aby), (aby),...,(aby () formam um s.c.i. (médulo n), e temos

{_bl, _bz,...,_bq)(n)} = { abl, abz,... abq)(n)} = (Z/nZ)*D _bl |jb2...._b¢(n)
=ab.[ab;.... abq)(n) = a¢(") |jb1_ b, e b¢(n) 0 _bl |jb2 o bq)(n) (_ a¢(”) - 1)
=00 a"="1pois by, by,...bym S0 invertiveis (médulo n) O a*® =1
(médulo n)

Corolario: (Pequeno Teoremade Fermat): Sea [ Z e p é primo entéo
a’= a (médulo p).
Prova: Seplh, entdo a’ = a =0 (mddulo p).

Se p ndo divide a, entilo mdc (a, p) =1 0 a*=1 (mddulop) O &= a
(médulo p) 0 2000 2000
exise b O N com 2?¢7) =520 p + 1, e teremos 220°%?) = 10°% p +

22000 2 2000+¢( 52000)

, € portanto os 2000 ultimos digitos de coincidem com a
2000

FRLPERIRSIGRITIPESR n PNPIST NG 5PANG RO A 'GS5B9 casas

decimais e tenha entre suas 2000 Ultimas casas decimais 1000 zeros

CONSecutivos, 2000
2< 10 O 270 < 23%7 < 10%. Desta forma , 22°°*?™) tem pelo menos

2000 — 667 = 1333 zeros consecutivos dentre as 2000 Ultimas casas
decimais, de modo que n = 4B + 2000 satisfaz as condigdes do

soluctiao RIS ¢ (BT matid §°%°X), pelo teorema de Euler. Portanto,
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Teorema Chinés dos restos: Semdc (m, n) = 1 entdo
f: ZImnZ - Z/ImZ x ZInZ,

f (a(mdédulo n)) = (a(médulo m), a (mdédulo n))
€ uma bijecao.

Demonstracao: f estd bem definida, poissea = b (médulo mn) entdoa=b
(médulo m) e a = b (médulo n). Como Z/mnZ e Z/mZ x Z/nZ tém mn
elementos cada, é suficiente verificar que f € injetiva. E, de fato, sea=Db
(médulom) ea=b (mddulon) entdiom(b—a)endb—-a) 0 b—a=

= mk, nOmk 00 nlk, poismdc (m,n)=10 mndb—a) 0 a=b (mbddulo
mn) o

Corolério: Semy, mp, m 2 1 sdo inteiros, e mdc (m, m) = 1 parai # |
entdo f: ZImy my,...mZ - Z/myZ x Z/myZ x...x ZImZ,

f(a(médulo my [, ....m)) = (a(moédulo my), ... , a(médulo m))
éumabijecdo

Notemos que este Coroldrio mostra que, dados inteiros a;, a,,...a, existe
um inteiro n com n = a; (médulo my), n = a, (médulo M), ..., N = a
(mo6dulo my).

Proposicdo: Temos f ((Z/mnZ)*) = (Z/ImZ)* x (Z/nZ)* para a funcéo f
definida acima.

Demonstracéo: Isto segue do fato de que a é primocommn seesdsea €
primo com mea € primo comn

Corolario: mdc(m,n) =10 ¢ (mn)=¢ (m) & (n)

Como conseqiiéncia, se n = p, py°...py« onde py, Pa,... P« SFO primos
distintos, a4, A,,... o O N* entdo ¢(n) = n (1-1/py) (1-1/p,)...(1-1/py).

Em particular, sen = 3 entdo ¢(n) € par

Vamos mostrar um problema cuja solugdo usa de modo ndo trivial o
teorema chinés dos restos:
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Problema: Prove que dado n O N existe um conjunto de n elementos
AN tal que paratodo B 0 A, B # D,%x € uma poténcia néo trivial
X

(isto é, um nimero daforma m¥, onde m, k s30 inteiros maiores ou iguaisa
2), ousga, A={Xy, Xa,... Xo} tal quUEXq, Xo,... Xn, X1+ X2, X1 +X3,..., X,y T X,
...X1+ Xo+.. X, S30 todos poténcias ndo triviais.

Solucdo: A = {4} ésolucdo paran =1, A ={9,16} € solucdo paran = 2.
Vamos provar a existencia de um tal conjunto por inducdo em n. Suponha
que A={Xg,..., X,} € um conjunto com n elementos e paratodo B [0 A, B #

a, ; X= mgB Vamos mostrar que existe ¢ [0 N tal que o conjunto

A ={Cxy CXs ..., CX, C} satisfaz 0 enunciado.

Sga ¢ =mmc {kg B O A, B# [0} o minimo multiplo comum de todos os
exponentes kg,

Para cada B O A, B # [0 associamos um namero primo pg > ¢, de forma

queB,# B, pg # Pg,,€ associamos um natural r com rg = 0 (mddulo

px), OX# B, £rg +1=0 (modulo pg) (tal rg existe pelo teorema chinés dos
restos), e tomamos

c= H(1+ mg2 )"
O

Bz
Como ¢ é uma poténcia £ -ésima, ¢ € uma poténcia kg-ésima para todo
B O A, B# 0O, portanto, para B’ 0 { cXy, CX,...,CX.}, B'#0, teremos
B’ ={cx(x 0 B} paraagum B O A, B# (. Logo ; X serduma poténcia

kg-ésima.
Além disso,
] ]
5 x=cftemir) =[] @emie) ™ e mr) =,
XOEUe BEESB g

gue € uma poténcia ps-ésima, poisryx é miltiplode pg paraX#ZBe frg+ 1
émultiplode ps
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Secdo 3: Ordens e raizes primitivas.

Dadosn O N* ea [0 Z com med (a, n) = 1, definimos a ordem de a
madulo n, ord, a: = min {t O N*[a' = 1(médulo n)}. Dado ~a O (Z/nZ)*
definidos

ord a=ord,a

Proposicdo: {t 0 N*[a'= 1(médulo n)}={k.ord ,a, k 0 N*}.

Demonstracdo: Como a®*® =1 (médulo n), para todo k 0 N tem-se
a“oha = (g@*)k =1% =1 (mddulo n). Por outro lado, set O n, a' = 1
(modulo n), existe k N com

t=klord a+r,0<r<ordal a' =a“"** [@" =1.a" =a’ (médulo
n) O a"=1(moédulo n), portantor = 0 ( pois0 <r < ord, acontradiria a
minimalidade de ord.a),et=k. ord.a

Corolério: ord,ald(n) o

Defini¢éo: Se ord,a= ¢(n), dizemos que a €raiz primitiva médulo n.
Exemplos: 2 éraiz primitiva modulo 5, pois 2t = 2, 22= 4, 2°= 8, 2* = 16,
gue é aprimeira poténciade 2 congruente al modulo 5 e 4 = ¢(5).

e 1 éraiz primitivamédulo 2, poisord, 1 =1 = ¢(2).

3 éraiz primitivamodulo 4, poisord, 3 =2 = ¢(4).

Proposi¢io 3.1: a éraiz primitivamédulon < {"a', t O N} = (Z/n2)*.

Demonstracio: Paratodo a [0 Z commdc (a, n) = 1 temos{ a', t O N} O
(ZInZ)*. Se a é raiz primitiva médulo n entdo os nimeros 1, a, a,...a> **
sfo distintos (médulo n) poisa = & (médulo n), com0<i<j<¢(n O &
=1 (mbdulon) com0<j —i < ¢(n), absurdo O {&, t O N} = (Z/nZ)*.

Por outro lado, #{"a ', t 0 N}< ord_a (o argumento acima mostra que de
fato vale aigualdade), e portanto

{"a',tON} =(2/n2)* O ord.a = ¢(n) g
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Corolério 1: Semdivide n e a € araiz primitiva médulo n entdo a é raiz
primitivamédulo m

Coroléario 2: Sek = 3, entdo ndo existe nenhuma raiz primitiva médulo 2",

Prova: Pelo corolario anterior, basta provar que ndo existe raiz primitiva
maodulo 8, e isso segue do fato que se a é impar,

a=2r+1,r0Z0 a*=4r(r+1)+1=1(m6dulo8)

Proposi¢ao 3.2: Sgiam p um nimero primo, e a [J Z raiz primitiva modulo
p. Ent&o a ou a + p éraiz primitivamodulo p”.

Demonstragéo: Por hip6tese, ordpa = ordy(at+ p) = ¢(p) = p— 1. Portanto
p—10ord .a (pois a'=1 (moédulo p?) O &= 1(mbdulo p)), e, como

ord .a 0d(p?) = p( p— 1), devemos ter ord .a=p-1ou

ordpza = p(p-1) = ¢(p?). Do mesmo modo,ordpz (@+p =p-1ou
ord . (a+p) =p(p—1) = $(p).

Basta provar, portanto, que ord »a # p—lou ord 0 (a+p)zp-1
Suponha que ord .a= p - 1. Portanto, a®*=1 (mddulo p%, e entdo
@+pPr=al+(p-paP?+ Ca pP+.. =1+ (p-1) pa’?

(modulo p?), portanto (a + p) ™ ndo é congruente a 1(mddulo p?), pois p
nao divide (p— 1) pa® donde ord 2 (@+p)#p-1g

Proposicdo 3.3: Se p € um nUmero primo impar e a é raiz primitiva
médulo p® ento a é raiz primitivamodulo p* paratodo k O N.
Demonstracéo: temos a®* = 1 (mddulo p), mas a”* n&o é congruente a 1
(modulo p?), portanto a”* = 1 + b, p, onde p n&o divide b,. Vamos mostrar
por inducéio que a” * =1+b, p*, onde p n&o divide by, paratodo
k> 1: Temos aP P2 = (apk'l(p—l)) P=(1+b, pk‘l) P =

=1+b p"* +C2bZ p* +...=1+b, p*™ (modulo p*?). Logo
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a” ™Y =1+b p"*, com by .1 = b, (Modulo p). Segue-se que p n&o
divide b, 41
Vamos agora mostrar por inducdo que a é raiz primitiva médulo p* para
todo k = 2. Suponha que a seja raiz primitivamodulo p*. Ent&o temos
P (p-1) = (" = ord wagord ..a Ob(p**™) = p*(p—1). Portanto,

ord .a= p“(p—1) ou ord el = p“(p - 1) = ¢(p*Y), mas o primeiro

7 - ’ - k-1 — ~ 7
caso é impossivel, pois a® ™ =1+, p*,que ndo é congruente a 1

médulo p***, pois p ndo divide b,. Portanto ord = o(p“") e a éraiz

primitivamodulo p !

Exemplo: 2 éraiz primitivamédulo 5, Ok O N. De fato, 2 é raiz primitiva
maddulo 5, e, como 2*= 16 # 1 (mddulo 25), 2 é raiz primitivamédulo

25 = 5? (como na proposi¢éo 3.2). Portanto, pela proposicdo 3.3, 2 é raiz
primitiva médulo 5%, Ok O N.

Exercicio resolvido: Mostre que existe n natural tal que os mil dltimos
digitos de 2" pertencema{1, 2}.

Solucéo: Observamos iniciamente que paratodo k [0 N existe um nimero
m, de k algarismos, todos 1 ou 2, divisivel por 2.

De fato, my = 2 e m, = 12 satisfazem o enunciado.

Sejamc= 2, rO N. Seryépar, tome my,; = 210" + m=

21 (5°+ 1, /2), eser, éimpar, tome my.1 = 10 + m=2%(5"+ r))/2.

COMmO Mg = 2 (MAdulo 10), 5 ndo divide o = Mygee/2'%°. Como 2 é raiz
primitiva médulo 5%, existe k 0 N com 2= r1000 (M6dulo 5°%°). Logo

2“= b (5" %%+ 1,000, paraagum b O N. Portanto, 2% = b (10" +
2% Or 1000 = b 010" + myggo, € as 1000 ltimas casas de 2% s3

sd0 as
1000 casas de My, que pertencemtodasa{l, 2}

Observacao: Se p é primo impar, k 0 N e a € um inteiro impar tal que a é
raiz primitiva médulo p* entfo a é raiz primitiva médulo 2p", pois ¢(p)=
ord .alord, ,a Ob(2p") = (P4 O ord, .a = $(2p"). Isso implica que
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se a é raiz primitiva modulo p* entdo a ou a + p* é raiz primitiva médulo
2p* (poisaea+ p* s3o raizes primitivas modulo p e um deles é impar.)

Proposicdo 3.4: Sen=ab, coma= 3 eb 2 3inteirostais que mdc(a, b) =
1, ent&o ndo existe raiz primitiva modulo n.

Demonstracdo: Temos ¢(n) = ¢(a)p(b) e, comoa=3 eb =3, ¢(a) e
d(b) sdo pares. Se mdc (k, n) = 1 entdo temos kY™ = (KW®2)e@ = 7
(mddulo a), e K™’ = (k@20 = 1 (médulo b). Assim, K™ = 1(médulo
n), e portanto

ord .k O¢(n)/2< ¢(n) o

Teorema: Existe algumaraiz primitivamédulo n se, e sO se,
n=2,n=4,n=p‘oun= 2p° ondep éprimo impar.

Prova: Pelos resultados anteriores, basta provar que se p é primo impar

entdo existe raiz primitivamaédulo p, ou sgja, existe a [ (Z/pZ)* com

ord,a=p—1.

Paracada a0 (Z/pZ)*, tem-se ord,al) p — 1). Sejad um divisor de p — 1.

Definimos N(d) = #{ a U (Z/pZ)* Cord,a = d}.

Temos portanto p — 1 = Z N(d). O resultado seguira dos dois lemas
dlp-1

seguintes:
Lema 1: N(d) < ¢(d) paratodo d divisor de p— 1.

Prova: Se N(d) > 0 entdo existe a O (Z/pZ)* com ord,a. Seord,a = d,
entdo &= 1le paraO<k< d, asclassesde a* sdo todas distintas médulo
p, e (a)?="1. Como a equacdo x* — 1 = 0 tem no méaximo d raizes
distintas em Z/pZ (pois Z/pZ é um corpo), suas raizes sio exatamente ~ a,
0 < k < d. Por outro lado, ordpa"z d/ nmudk d) =1, poisser > 1éta
que rik e rOd entdo ()" = (&%) = 1(mddulo p), logo ord ,(a“) < dir <
d. Destaforma, { b O (Z/pZ)*Cord g = d} O {Ta0<k<demcd (kd) =
1}, portanto N(d) < ¢(d)

Lema 2: ; ®(d) = n, paratodo n O N.
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Prova do Lema 2: Considere os n nimeros racionais 1/n, 2/n, ...,n/n. Ao
simplific&los, aparecem exatamente ¢(d) deles com denominador d, para

cada divisor d de n. Portanto, ; d(d)=n

Fim da prova do teorema:
Do Lema 2 segue que Z d(d)=p-1e comop-1= Z N(d) e N(d)
dlp-1 dlp-1

< ¢(d) para todo d, devemos ter N(d) = ¢(d) para todo d. Em particular,
N(p—-1)= ¢(p—1)>00 existem raizes primitivas modulo p

PROBLEMAS

1) Prove que existem infinitos nimeros primos congruentes a 3
maodulo 4.

2) Determine todos os n naturaistais que (2"— 1)/n éinteiro.

3) Determine todos os n naturais tais que (2" + 1)/n” é inteiro.

4) Prove que sea e b sfo naturaise (a°+ b?) / (ab + 1) éinteiro entdo

(a®+ b% / (ab + 1) é quadrado perfeito.

5) Segjam a, n O N*. Considere a sequéncia (x,) definida por x; = a,
Xew1= a%, 0k ON. Mostre que existe N 0 N tal que X1 = X¢
(mddulo n), paratodo k= N.

Obs.: Os problemas 3 e 4 foram propostos na 31% e na 29 Olimpiada
Internacional de Matemética (1990 e 1988) respectivamente.

SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS EUREKA! N°1

& Publicamos aqui algumas
0as respostas enviadas por nossos leitores.

1) Mostre que, dado um conjunto de n pessoas, existem duas que
possuem 0 mesmo humero de amigos entre as pessoas do conjunto.

SOLUCAO
Primeira Hip6tese: h4 apenas uma Unica pessoa sem amigos; 10ogo entre as
n — 1 pessoas restantes, cada pessoa € amiga de no minimo uma pessoa e
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no méximo n — 2 pessoas. Sgjaf: P - Q onde P = conjunto das pessoas
restantes e Q = conjunto dos possiveis nimeros de amigos de uma
determinada pessoa em P, ou sgja:

P={pw Pz ..., Pra}

Q={123, ..,n-2}

Observe que ha n—2 valores no conjunto Q paran—1 valoresem P ; isto
quer dizer que Ony, n, DPtaisquef(ny)=f(ny).

Segunda Hipétese: Suponha que todas as n pessoas tenham amigos entre
si, ou sga

P={py, pz--.ppeQ={1235..,n=1}

Observe que agora o conjunto Q possui n — 1 valores, pois cada pessoa de
P possui no minimo 1 amigo e no méximo (n— 1) amigos entreas (n— 1)
pessoas restantes. Pelo mesmo motivo da primeira hipétese Ony, n, O P
taisquef(ny)=f(ny).

Conclusdo: ha pelo menos duas pessoas com a mesma quantidade de
amigos.

2) Em uma pista circular h& postos de gasolina, e o total de gasolina
gue ha nos postos é exatamente o suficiente para um carro dar uma
volta. Prove que existe um posto de onde um carro com o tanque
inicialmente vazio pode partir e conseguir dar uma volta completa
na pista (parando para reabastecer nos postos).

3) O Professor Carlos Alberto da Silva Victor observou que o problema
3 estava com o enunciado errado (de fato, n***® é um quadrado
perfeito e portanto deve ser congruente a 0 ou a 1 médulo 4, ndo
podendo pois terminar por 11 narepresentacdo decimal.)

O enunciado correto €
Prove que existe n O N tal que os 1000 primeiros digitos de n
sdoiguaisal.

1998

4) Escreva 1998 como soma de (um ndmero arbitrério de ) parcelas
de modo que o produto das parcelas sgja o maior possivel.

SOLUCAO
Observeinicialmente que, dadon O N,
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() sen(n>4)épar,temos%[-g>n

(i) sen (n> 3) éimpar, temos [B%EHJEL;&[H>”

Sgam 1998=n;+ N+ ng+ ...n¢ €

P=n/ln[0ngJ...ny
Com as observacdes (i) e (ii) devemoster n, 0{ 1, 2, 3,4} ecomo4=2[2
podemos substituir 4 por "2 + 2" eteremosn, O { 1, 2, 3}; logo P = 1% [P
[B°. E evidente que a = 0; poissea = 1, "1 + 2" pode ser substituido por
um 3 e"1+ 3" pode ser substituido por "2 + 2". Também [ < 2, pois
"2 + 2 + 2" pode ser substituido por "3 +3" (3 03 >2 0202 e
consegiientemente P = 2° [B° com (B = 1 ou 2 ). Como 1998 = 3 [B66 + 0,
P=3e S= 3+3+3+...+3

666vezes

5) Segjam a > 0 e P;P,PsP,Ps uma poligonal aberta contida em um dos

semiplanos determinados pela reta PP, . Prove que existem

pontos Ps e P; no plano, com P,P, = a, de modo que é possivel

ladrilhar o plano com infinitos ladrilhos congruentes ao heptégono
P1P,P3P,PsPsP;.

6) Mostre que toda seqiiéncia com n’ + 1 elementos possui uma
subseqiiéncia crescente com n + 1 elementos ou uma subsequéncia
decrescente com n +1 elementos.

7) Prove que \/1+\/2+\/3+...+\/1998<2

SOLUCAO
Definamosafuncéo ¢ : N-{0} - Zta que
¢ (1)=2
d(n+D=¢ (N’*-nn=1

Temos que I<p (D=2
2<0 (= ¢ (1)*-1=2°-1=3
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M ostraremaos que agora por inducdo que n < ¢ (n) paratodon= 3

. b () =0 (2°-~2=3*-2=7.Logo, 3< ¢ (3)
. (Hipdtese de inducdo) suponhamos que n< ¢ (n)

como 0 < n< ¢ (n), segue que n’< ¢ (n)?isto é n*< ¢ (n +1) + n. Dai,
n’—n<¢ (n+1)

Masn+ 1<n?—nseesomentese0< n’—2n—1seesomente se
0O<n-2n+1-2seesomentese0<(n-—1)7°— 2 Esta lltima
desigualdade é verdadeirasen = 3

Portanto, sen=>3, n+l<n—n<¢ (n+ 1) eda n+1<¢ (n+ 1). Peo

principio de inducdo, segue que n < ¢ (n) para todo n = 3 como \/ﬁ <n
paratodon O N {0} edal, \/ﬁs ¢ (n) paratodo n 00 N {0}

Portanto, 4/1998< ¢ (1998)
41998< ¢ (1997)? — 1997
1997 + 1/1998< ¢ (1997)?

1997+ /1998 < ¢ (1997) pois 0 < +/1997< ¢ (1997).

Prosseguindo desta maneira, chegaremos a
\/1+\/2+\/3+ L+41998<¢ (1) =2

8) Considere um torneio de xadrez envolvendo brasileiros e
argentinos em que cada jogador joga contra todos os outros
exatamente uma vez. Ao fina do torneio, cada jogador obteve
metade dos pontos que conquistou jogando contra brasileiros e
metade jogando contra argentinos. Prove que o nimero total de
jogadores do torneio é um quadrado perfeito (obs: cada vitériavale
1 ponto, empate 1/2 ponto e derrota 0 ponto).

SOLUCAO

Sgam k 0 nimero de brasileiros e n 0 nimero de argentinos no torneio.
Cadajogador brasileiro jogou k — 1 partidas contra brasileiros. Observe que
0 numero de vitérias, 0 nUmero de empates e 0 nimero de derrotas (de
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cada jogador brasileiro contra jogadores brasileiros) somadas deve ser
igual a k—1.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

2p' + g = nk etambém P’=p’+E.

Sgla s 0 numero total de vitdrias ocorridas entre brasileiros e E o
nimero de empates, 10go:

2s+ E =k (k—1); pois 0 nimero de vitérias é igual ao nimero de
derrotas.

Usando amesmaidéiado item (i) para os argentinos, temos:
2s + E = n(n-1); onde s é o nimero total de vitorias entre
argentinose E' 0 nimero total de empates entre argentinos.

. E E : .
SejamP=s+E e PP=s+ E,ostotalsdepontosobtldosnos

itens (i) e (ii) entre brasileiros e entre argentinos, respectivamente.

Suponha agora que 0s jogos entre brasileiros e argentinos; 1ogo
cada brasileiro joga n partidas com os argentinos e cada argentino
jogou k partidas com os brasileiros.

Sglap o total de vitérias que os brasileiros obtiveram com os
argentinose g o total de empates que os brasileiros obtiveram com
os argentinos, logo 2p + g = nk.

Como o total de pontos de cada brasileiro, metade foi contra

brasileiros e outra metade entre argentinos, temos P = p +%

Sgam p’ o tota de vitdrias que os argentinos obtiveram contra os
brasileiros e ' o tota de empates que os argentinos obtiveram
contra os brasileiros, logo:

q

De (i), (ii), (iii) e (iv) temos:

&

]

%,

E q
s+—=p+—_0 2s+E=2p+
5 P > pP+q

: v)

E q
s+— = p+— [ 25+E = 2p+q
LA p+q
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Somando (v) teremos:

2s+E+2s+E'=2p+q+2p+q’
l ! 1 !
k(k<1) + n(n-1)= nk + nk

n+ k= (n—k)? ou sgjao total dejogadores & um quadrado perfeito:

Nota: Paracadan, kcomn + k= (n—k)? épossivel construir torneios com
k brasileiros e n argentinos satisfazendo as condicdes do enunciado. Note
t? +t (G
e k= .
2

também quesen + k= t*entdo n =

9) Prove que todo nimero raciona positivo pode ser escrito como
soma de um certo nimero de fragdes distintas de numerador 1.

SOLUCAO
() Sgja iniciamente a fracdo £<1, logp O n O N ta que
q
1s£<i,observequeparan22, temos: £=1+np—q.
n q n-1 qg n nq
np-q

NOs podemos repetir 0 processo inicia para a fragdo até
nqg
encontrarmos a fragdo inicial como uma soma de fragdes com
numeradoresiguais a 1; observetambém quenp—qg< p, ousgao
n [a—
P=9 € menor do que o numerador da
e
fragdo origina e j& que os numeradores dessas fragdes ndo podem
decrescer indefinidamente, este procedimento devera terminar com
um ndmero finito de fragcdes com numeradores iguais a 1. Resta
entdo mostrar que essas fragbes sdo todas distintas;, se ndo
Ve amos:

numerador da fracéo
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p-q_p 11 1_ 1 1. .
ng g n n-1 n nh-1) n
entdo quando nP=4q € escrita como uma soma de fracdes de
nq

numeradores iguais a 1, todos os denominadores dessas fragdes sdo
maiores do que n, mostrando portanto gque essas fracdes sdo todas
distintas.

(ii) %a§>Lm@ﬂMDNqu

1 1 1 p 1 1 1
I+—+—+. . +—<—<1l+—+—+..+——
2 3 n g 2 3 n+1
1 1 1 1 6 6 1
logo: £=1+—+—+—+...+—+—, com —<——<1,
2 3 4 n ¢ ¢ n+1

. 0 _
usando o item (i) podemos expandir 5 como uma soma finita de

fracBes unitarias cujos denominadores sdo maiores que "'n + 1".

Solugdes dos problemas 1,4, 8 e 9 enviadas por Carlos Alberto da Silva Victor, Nildpolis,
Rio de Janeiro-RJ. Solugé&o do problema 7 enviada por Manuel Jodo de Jesus Almeida, Rio
de Janeiro-RJ. Agradecemos também a participacdo de Carlos Eduardo Cardoso Borges,
Wayne L. Silva de Paula, Marco Rogério Vieira e Vicente Wilson Moura Gaeta.

Continuamos esperando as solugdes dos problema 2, 3, 5 e 6.
PROBLEMAS PROPOSTOS

< Convidamos o leitor a enviar
solugbes dos problemas propostos

€ sugestoes de novos

problemas para 0s proximos numeros.
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10)

b)

c)

11)

12)

13)

14)

15)

Sociedade Brasileira de Matematica

Suponha que temos k moedas, todas iguais exceto por uma que tem
peso ligeiramente diferente das anteriores (ndo se sabe se maior ou
menor), e uma balanca de dois pratos.

n

3 .
Mostre que se k < € possivel determinar com n pesagens

gual é a moeda diferente, e se ela é mais leve ou mais pesada que
as outras.

n

1 .
Mostre que se k = € possivel determinar com n pesagens

gual é a moeda diferente, mas nem sempre é possivel dizer seelaé
mais leve ou mais pesada gque as outras.

n

Mostre que se k > ndo é sempre possivel determinar qual é

amoeda diferente.

Determine todas as solucdes de X’ = y*com x ey racionais
positivos.

a) Provequesen O N e 2" + 1 é um nimero primo entdo n é uma
poténciade 2.

b) Provequesea,nON,n>2ead" -1 éprimo, entioa=2ené
primo.

Dado n O N determine determine o maior k 0 N tal que existam
conjuntos Ay, A,,..., A contidosem {1, 2, ..., n} deformaque
A0 A paratodoi #j.

(Problema proposto por Antonio Luiz Santos): Determine o nimero

. 1 1 1 I "
de solucdesde — + — = —— com X ey inteiros positivos.
X y 1998

Considere uma seqiiéncia de triéngul os retangulos A.B,.C, no plano
cuja hipotenusa seja B,C,,, com as seguintes condi ¢oes:
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) AB =AC =1
i) Bh+1=BreA,.+1=C, paratodon [I N.
iii) An+1Chi1 € congruente aaltura de A, em relacdo a B,.C.,.

Mostre que qualquer ponto do plano pertence a infinitos triangulos
AB.C, .

Vocé sabia...
Que hd 6 poliedros regulares no espago euclidiano de 4

dimens3es mas apenas 3 em 5 ou mais dimensdes 2?
Em dimensdo 7 ha o simplexo, com 7+ 1 "faces" (que sdo
sim e os e ime sdo
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Primeira Fase — Sabado, 6 de junho

Segunda Fase — Sabado, 12 de setembro
Terceira Fase — Sabado, 24 de outubro (niveis 1, 2 € 3)

Domingo, 25 de outubro (nivel 3).

13 a 20 de setembro de 1998

Republica Dominicana.

Alberto Hassen Raad

Anténio C. Rodrigues Monteiro
Amarisio da Silva Araugjo
Angela Camargo

Antoénio C. do Patrocinio
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(UFPE)

(UFV)

(Centro de Educacéo
de Adultos CEA)
(IMECC/UNICAMP)
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Ariosto de Oliveira Lima
Benedito T. Vasconcelos Freire
Carlos A. Bandeira Braga
Claudio Arconcher

Egnilson Miranda de Moura

Elio Mega

Floréncio F. GuimaraesF.
Francisco Dutenhefner
Giselede A. Prateado G.
Ivanilde H. Fernandes Saad
Joao B. de Melo Neto
Joao F. Melo Libonati
José Carlos Pinto Leivas
José Luis Rosas Pinho
José Paulo Carneiro

José Vieira Alves
Leonardo Matteo D'orio

Licio Hernandes Bezerra
Luzinalva M. de Amorim
Marco Polo

Marcondes Cavalcante Franca
Mario Jorge Dias Carneiro
Ma-To-Fu

Pablo Rodrigo Ganassim
Paulo H. CruzNeivadelL. Jr.

Reinaldo Gen Ichiro Arakaki
Ricardo Amorim

Sergio Claudio Ramos
Tadeu Ferreira Gomes
Wagner Pereira Lopes
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(UFPI)
(UFRGDN)
(UFPB)

(Col. Leonardo da Vinci)

(Coal. Agricola do
Bom Jesus)

(Col. ETAPA)
(UFES)

(UFMG )
(UFGO)

(U. Catdlica Dom Bosco)

(UFPI)

(Grupo Educ. IDEAL)
(URG)

(UFSC)

(usv)

(UFPB)

(Parque de Material

Aeronéutico de Belém)

(UFC)

(UFBA)

(Colégio Sngular)
(UF Ceard)
(UFMG)

(UEM)

(L. Albert Einstein)
(Esc. Tec.Everardo
Passos)

(INPE)

(Centro Educ. Logos)
(IM-UFRGS)

Parnaiba-PI
Natal-RN

Jodo Pessoa-PB
Jundiai-SP

Bom Jesus-PI

SAo Paulo-SP
Vitéria-ES

BH-MG
Goiania-GO
Campo Grande-MS
Teresina-Pl
Belém-PA

Rio Grande-RS
Floriandpolis-SC
Rio de Janeiro-RJ
Campina Grande-PB

Belém-PA
Floriandpolis-SC
L. de Freitas-BA
Santo André-SP
Fortaleza-CE
BH-MG
Maringa-PR

Rio das Pedras-SP

Piracicaba-SP
S.J.Campos-SP
Nova Iguacu-RJ
Porto Alegre-RS

(U. do Estado da Bahia) Juazeiro-BA
(Esc. Tec. Fed. de Goiés) Jatai-GO
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