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Saiedade Brasileira de Matematica

AOS LEITORES

Iniciamos este segundo ano da revista EUREKA! transmitindo nesa
satisfagdo pela acolhida no primeiro ano de vida da revista, de toda a
comunidade estudantil e dos diretores e professores dos col égios envolvidaos.
Agradecanos a todos os que tém apoiado esta iniciativa e &peramos
continuar apoiando, através desta publicag@o, otrabalho dos professores.

Nesta nova alicéo da revista EUREKA! aproveitamos para registrar a
XX Olimpiada Brasileira de Matemética, da qual pulicamos as provas da
primeira, segunda eterceira fases com solucdes (que, esperamos, serdo (teis
para apreparacdo para a XX| OBM), bem como as listas de premiados nos
trés niveis. Nesta dalicdp, também pubicamos artigos de dificuldade
intermedidria e material enviado pa numerosos profesores e aunos.
Esperamos sguir recébendo colaboragdes dos nossos leitores. solugdes dos
problemas propostos, pequenos artigos e arriosidades mateméticas.

Devido a0 interesse manifestado por diversas pessas, criamos
reentemente & assinaturas individuais da revista EUREKA!. Para maiores
informagdes, veja pagina 59 desta alicdo. Por outro lado, estamos
plangjando criar, nos proximos ndmeros, um pequeno espago publicitério
ligado a0 ensino da matemética para 0 qual aguardamos propostas de
leitores, editoras e ingtituicdes de ensino. Desta forma, estaremos gerando
reaursos que gjudardo a manter a publicagéo darevista

Aproveitamos, por fim, pararegistrar que foi realizada em janeiro de
1999 a segunda Semana Olimpica, que reuniu premiados na XX Olimpiada
Brasileira de Matemética nos 3 niveis e professores de varios estados. A
atividade foi realizada en Maracanall, Ceard, no centro de treinamento do
Colégio 7 de Setembro, ao qual gostariamos de agradecer pelo apoio.

Comité Editorial.

EUREKA! N°4, 1999
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XX Olimpiada Brasileira de Matematica
Primeira Fase - Nivel 1

01. Qual dos nimeros a seguir € o maior?
A) 3% B) 9%° C) 27 D) 243 E) 81%

02. Um menino joga trés dados e soma 0s nimeros que garecam nas faces
voltadas para cima. O nimero dacs diferentes resultados dessa adicdo €
A)12 B) 18 C) 216 D) 16 E) 15

03. Renata digitou um nimero em sua cdculadora, multiplicou-o pa 3,
somou 12, dvidiu o resultado pa 7 e obteve 0 nimero 15. O ndmero
digitado foi:

A) 31 B) 7 C) 39 D) 279 E) 27

04. Numa competicéo de dclismo, Carlinhos da uma volta completa na pista
em 30 segundcs, enquanto que Paulinho leva 32 segunda para completar
uma volta. Quando Carlinhos completar a volta nimero 80, Paulinho estara
completando a volta nimero:

A) 79 B) 78 C) 76 D) 77 E) 75

05. Elevei um nimero pasitivo a0 quedrado, subtrai do resultado o mesmo
numero e o gue restou dvidi ainda pelo mesmo ndmero. O resultado que
achei foi igual:

A) Ao proprio nimero B) Ao dolro do nimero

C) Ao nimero mais 1 D) A raiz quadrada do nimero

E) Ao nimero menos 1

06. Quantos nimeros de 3 algarismos existem cuja soma dos algarismos é 25 ?
A) 2 B) 4 C)6 D)8 E) 10

07. Jodo é mais velho que Pedro, que é mais novo que Carlos;, Antbnio é
mais velho do qe Carlos, que émais novo do que Jodo. Antbnio ndo € mais
novo do gue Jodo e todos os quatro meninos tém idades diferentes. O mais
jovem deles é

A) Jodo B) Antbnio C) Pedro D) Carlos

E) imposdgvel de ser identificado a partir dos dados apresentados
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08. Escreva um nimero em cada circulo da fila &aixo, de modo qie asoma
de trés nimeros quaisquer vizinhos (consecutivos) sgjal2.

EOOOOOCOE0

No dtimo circulo adireita deve estar escrito o nimero:
A) 3 B) 2 01 D) 4 E)7

09. Dezessis cubcs de 1cm de lado sdo colocados juntos, formando o
paral el epipedo representado abaixo.

A superficie do mesmo foi pintada de verde ¢ em seguida, os cubos foram
separados. O nimero de cubos com exatamente duas faces verdes €
A) 2 B) 6 C4 D)8 E) 10

10. Uma fazenda retangular que possui 10 km de largura por 20 km de
comprimento foi desapropriada para reforma agraria. Se afazenda deve ser
dividida para 200 familias de modo que todas as famili as reccbam a mesma
areg entdo cada familia deve receer:

A) 1.000.@0 m* B) 100.0@ m* C)5.000m° D) 1.000m’

E) 10.00 m?

11 Um estadonamento para caros cobra 1 real pela primeira hora e 75
centavos a ada hora ou fragdo de hora seguinte. André estadonouseu carro
as 11h 20min e saiu as 15h 40min. Quantos reais ele deve pagar pelo
estacionamento?

A) 2,50 B) 4,00 C) 5,00 D) 4,75 E) 3,75

12. Para fazer 12 lolinhos, preciso exatamente de 100g de agicar, 50y de
manteiga, meio litro de leite e 400y de farinha. A maior quantidade desses
bainhas que serei capaz de fazer com 500y de agicar, 30Q) de manteiga, 4
litros de leite e5 quilogramas de farinha &

A) 48 B) 60 C)72 D) 54 E) 42
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13. Jodozinho krinca de formar quadrados com palitos de fésforo como na

figura aseguir.

A quantidade de palitos necesséria para fazer 100 quadrados é:
A) 296 B) 293 C) 297 D) 301 E) 28

14. A soma de todos os nimeros impares de dois algarismos menos a soma
de todos o0s nimeros pares de dois algarismos é:
A) 50 B) 46 C) 45 D) 49 E) 48

15. O numero gue devemos mar ao numerador e subtrair do denominador
~ 1478 . : .

dafraggo =394 paratransforma-la na suainversa e

A) 3.916 B) 3.913 C) 3.915 D) 3.912 E) 3.917

16. O dfabeto usado no planeta X tem somente duas letras: X e x. O
sobrenome (nome de familia) de cada um de seus habitantes é uma
seqiiéncia formada por 4 letras. Por exemplo, XXxx € um posgvel sobrenome
utilizado nesse planeta. O maior nimero de sobrenomes diferentes que
podem ser dados no daneta X €

A) 12 B) 14 C) 15 D) 16 E) 18

17. Jodo quer desfazer-se de sua wlecd de 1.000 bdinhas. Para tanto
escolhe dez garotos da rua onde mora. D& @ primeiro garoto x bolinhas, ao
segundox + 1 bdinhas. Assim faz até dhegar ao décimo garoto. Sempre da
uma balinha amais para o préximo garoto. No final, Jodo ainda ficacom um
resto de bdinhas. Sendo x 0 nimero que deixa Jodo com 0 menor resto
possivel, x éigual a

A) 94 B) 95 C) 96 D) 97 E) 98

18. No planeta Z todcs os habitantes possuem 3 pernas e cada caro posai 5
rodas. Em uma pequena ddade desse planeta, existem ao todo 97 pernas e
rodas. Entéo pademos afirmar:

A) E possivel que existam 19 carros nessa cidade
B) Existem no maximo 16carros nessa cidade
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C) Essa ddade tem 9 habitantes e 14 carros
D) Essa ddade possii nomaximo 17 carros
E) Nessa cidade existem mais carros do que pessoas

19. S&o dados um tabuleiro e uma pega como mostra afigura.

De quantas maneiras diferentes podemos colocar a peca no tabuleiro, de
modo qe aubra mmpletamente 3 casas?
A) 16 B) 24 C) 36 D) 48 E) 60

20. Pedro e Maria formam um estranho casal. Pedro mente as quartas,
guintas e sextas-feiras, dizendo a verdade no resto da semana. Maria mente
aos domingos, segundes e tercasfeiras, dizendo a verdade no resto da
semana. Certo da, ambos dizem: "Amanhd édia de mentir". O dia en que
foi feita essa afirmacé era:

A) segunda-feira B) tercafeira C) sextafeira D) sabado

E) domingo

01. Quantos sdo as numeros inteiros x que satisfazem a inequacio
3<x<7?
A) 13 B) 26 C) 38 D) 39 E) 40

02. Hoje ésdbado. Que dia da semana sera daqui a 99 das?

A) segunda-feira B) sdbado C) domingo

D) sexta-feira E) quintafeira

03. Anuada.

04. Um pai tem 33 anos e seu filho, 7 anos. Depois de quantos anos a idade

do i seraotriplo daidade dofilho?
A)3 B) 7 C)6 D)9 E) 13

EUREKA! N°4, 1999



Saiedade Brasileira de Matematica

05. O quadrildero ABCD é um quadrado de A B

dreadm”. Os portos M e N estd0 nomeio dos

lados a que pertencem. Podemos afirmar que a

dreado tridngulo em destaque é em nf, N
D M C

A)2 B) 1,5 C) 25 D)3 E) 3,5

06. Qual é o digito das unidades do nimero 3°%?
A) 1 B) 3 05 D)7 E)9

07. Num codigo seaeto, as 10 primeiras letras do ne afabeto
representam os algarismos de 0 a 9, sendo que acada letra crresponde um
Gnico algarismo e viceversa. Sabe-sequed+d=f,d.d=f,c+c=d,c+d
=ae a—a=h. Podemos concluirquea+b+c+déigua a

A)O B) 2 C4 D) 6 E) 8

08. O nimero 12346 é divisivel por 7. O algarismo a vale:
A)O B) 2 C)5 D) 6 E)8

09. No trapézio abaixo, tém-se: AB paralelo a CD, AD = 10cm e CD = 15

cm. O angulo C mede 75° e 0 angulo D, 30° . Quanto mede o lado AB, em
centimetros?

A)5 B) 7,5 C) 10 D) 12,5 E) 53

10. No quaedrado méagico abaixo, a soma das nimeros em cada linha, coluna
e diagona é sempre amesma. Por isso, nolugar do X devemos colocar o
ndmero:

EUREKA! N°4, 1999
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15 3b
50
25| X

A)30 B) 20 C) 35 D) 45 E) 40

11. Passarinhos brincam em volta de uma velha &vore. Se dois passarinhos
pousam em cada galho, un passarinho fica voando. Se todos os passarinhcs
pousam, com trés em um mesmo galho, um galho fica vazio. Quantos sdo os
passarinhcs?

A) 6 B)9 C) 10 D) 12 E) 15

12. Pelo menos quantos metros de barbante séo necessarios para anarrar 15
pactes, conforme afigura, sabendo que cada pate mede 10cm x 20cm x
40cm, sendoreservados 20cm para o lag?

A) 39 B) 36 C) 48 D) 56 E) 42

13. Para asigtir ao filme Central do Brasil, cada um dos x dunos de uma
turma deveria pagar y reais pelo frete do 6ribus. Como faltaram 3 alunos,
cada um dos alunos presentes teve que pagar 2 reais a mais para cohrir o
preq dofrete. Qual foi ese preg?

A) (x+3)(y-2) B) (x-3)y+2 COxy+2)-3

D) xy—6 E) x-3)(y+2)

14. Seu Hor&cio resolveu incrementar a venda de CDs em sua loja e
anurciou uma liguidagé para um certo dia, com descontos de 30% sobre o
preqo das etiquetas. Acontece que, nodia aterior a liquidagdo, seu Horério
aumentou 0 pe@ marcado res etiquetas, de forma que o desconto
verdadeiro fosse de goenas 9%. De quanto foi 0 aumento aplicado por seu
Horéacio?

A) 30% B) 3% C) 21% D) 40% E) 31%

15. Um fabricante de brinquedos embala boas de pingue-porgue em dois
tipos de caxas. Num dos tipos ele mloca 10 bolas e no ouro coloca 24
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boas. Num certo dia foram embaladas 198 bolas e usadas mais de 10 caixas.
Quantas caixas foram feitas nesse dia?
A)14 B) 16 C) 15 D) 17 E) 11

16. Coloque em cada quadradinho, ro desenho a seguir, os algarismos 1, 2,
3, 4 ou 5de forma que ada um deles apareca pelo menos uma vez e que o
numero formado seja 0 maior possivel e mdltiplo de 9.

No nimero gue vocé mnstruiu, oagarismo mais repetido apareceu:
A) 6 vezes B) 5 vezes C) 4 vezes D) 3 vezes E) 2 vezes

17. Observe & igualdades a seguir:
P+ 42 =52
52+12 =13
72 +24 =27
9 +40° =47

Considere aigualdade 17% + x* = y? com base nos exemplos anteriores,
procure determinar os nUmeros naturais X e y. Podemaos concluir quex +y é
igua a

A) 289 B) 121 C)81 D) 144 E) 196

18 Vocé vai pintar a bandeira aaixo utilizando 4 cores. azul, verde,
amarelo e vermelho, uma en cadaregiéo.

Se o vermelho e 0 amarelo ndo padem ficar juntos, de quantas maneiras
pode ser pintada abandeira?
A) 12 B) 4 C) 18 D) 20 E) 16

19. Um crime é ometido por uma pesa e ha quatro suspeitos. André,
Eduardo, Rafad e Jodo. Interrogados, eles fazem as seguintes declaragbes:
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*André Eduardo é o culpado. <Eduardo: Jodo é o culpado.

*Rafadl: Eu ndo sou culpado.  «Jodo: Eduardo mente quandodiz que eu
sou cul pado.

Sabendo que apenas um dos quatro disse averdade, quem é o culpado?

A) André. B) Eduardo.  C) Rafael. D) Jodo.

E) N&o se pode saber.

20. Anulada.
01. VejaProblema 1 Nivel 2. 02 VejaProblema 2 doNivel 2.
03. VgaProblema5 doNivel 2. 04. VeaProblema 6 doNivel 2.

05. VgaProblema 15 doNivel 2.

06- /0,4444.. =

A)0,222... B)0,338... C)0,444... D)0,55%... E)0,666...
07.- Vga Problema8 doNivel 2.

08.- Todes os angulos internos de um poligono convexo sG0 menores que
(ndo mdendo ser iguais a) 160°. O numero de lados desse poligono €, no
méximo, igual a

A) 12 B) 14 C) 15 D) 17 E) 18

09.- A média aitmética de seis nimeros é 4. Quando acrescentamos um
sétimo ndmero, anovameédia €5. O ndmero que foi acrescentado €
A)5 B) 6 C)8 D) 10 E) 11

10. Veja Problema 19 doNivel 2.

11.- Em uma cdculadora, atecla A transforma o nimero x que et no visor

1 . . . , .
em — e ateclaB multiplicapor 2 o nUmero gque esta no visor. Se 0 himero
X

2 esta no visor e digitamos a sequéncia ABABABAB..AB (tota de
digitacfes: 998), obteremos no visor um nimero que éigual a
A) 1 B) 2-498 C) 2-500 D) 2499 E) 2500

EUREKA! N°4, 1999
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12.- Um nimero inteiro n € bom quando 4 + 1 € um multiplo de 5. Quantos
numeros bors ha entre 500e 1.0007?
A) 50 B) 51 C)100 D) 101 E) 102

13- Em um conjunto de pontos do espaqo, a disténcia entre dois pontos
diferentes quaisquer € igual a 1. O nUmero maximo de portos que pode
haver nesse mnjunto &

A) 2 B) 3 C4 D) 6 E) 8

14.- Se x homens fazem x embrulhos em x segundcs, em quantos egundasy

homens far&o y embrulhos?
2 2

X y
Ay B) x C) — D) — E)
y X

x |<

15.- Vocé eitra en um restaurante para cmer pizza e apera pagar uma
quantia proporciona a quantidade de comida pedida. Se uma pizza com 20
cm de didmetro custa R$ 3,60, quanto vocé espera pagar por uma outra do
mesmo sabor com 30cm de didmetro?

A) R$ 5,40 B)R$580 C)R$6,60 D)R$7,50 E)R$8,10
16.- A funcdo f associa a cada rea x 0 menor elemento do conjunto
Ep(+l15_XHOvalor maximo def(x) &

U 2 0O

A) 4 B)5 C) 112 D) 16/3 E) 194

17.- Vend dois radios por precos iguais. Em um deles tive lucro de 25%
sobre 0 prego de cmpra e no outro tive prejuizo de 25%. Em relagdo ao

capita investido:
A) ndo tive lucro nem prejuizo B) lucrei 6,25%
C) lucrei 16% D) tive prgjuizo de 6,25%

E) tive pregjuizo de 16%

18.- A respeito da resposta de um problema, Mauricio, Paulo, Eduardo e
Carlos fizeram as sguintes afirmagdes:

—Mauricio: E maior que 5. — Paulo: E menor que 10.

— Eduardo: E um nimero primo. — Carlos; E maior que 12.

Entre as afirmagdes ad ma, quantas, nomaximo, podem ser verdadeiras?
A) 0 B) 1 0) 2 D) 3 E) 4

EUREKA! N°4, 1999
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19.- Os valores reais de x que satisfazem ainequacéo Ix + L <2 séo:
X

A)-1sx=<1 B)x=1 C)x<1l D)x=1
E)x<2

20.- De quantos modos < pode mlocar natabela éaixo duas letras A, duas
letras B e duas letras C, uma en cada caa, de modo que ndo hgja duas letras
iguais namesma @luna?

A) 12 B) 24 C) 36 D) 48 E) 64

21.- Um vigjante deveria caninhar durante uma hora num sentido entre o
norte eo leste, fazendo 30° com o nate. Atrapalhou-se e caninhou uma hora
num sentido entre o nate eo oeste, formando 3¢ com o nate. Para chegar
ao seu destino, ele deve aora tomar um rumo que faga com o nate um
angulo de:

A) Q° B) 30° C) 45° D) 60° E) 90°

22.- Barcas vao doRio a Niterdi em 25 minutos e lanchas fazem a viagem
em 15 minutos. A que horas a barca que partiu do Rio as 10h 0Imin é
alcangada pelalancha que saiu do Rio as 10h 07min?

A) 10h 15nin  B) 10h 16nin C) 10h 17nin D) 10h 18nin
E)10h 20min

23.-VegaProblemal7 doNivel 2.

24- A somadasraizesresisde X°+3x2+3x-1=0 &
A)-3 B) 1-3/2 01 D) ¥/2-1 E)3

25.- Dado um cubo, considere 0 conjunto de 27 patos formado pelos
vértices desse cubo, pelos pontos médios de suas arestas, pelos centros de
suas faces e pelo centro do cubo. Quantas 90 as retas que passam por trés
desses pontos?

A) 49 B) 54 C) 63 D) 81 E) 108

EUREKA! N°4, 1999
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Respostas Nivel 1.

01l-E
02-D
03-A
04.-E
05.-E

06.-C
07.-C
08-A
09-D
10.-A

Respostas Nivel 2:

01-D
02-C
03.- Anulada
04.-C
05.-B

06.-E
07-D
08-D
09.-A
10-B

Respostas Nivel 3:

01-D
02-C
03-B
04.-E
05-D

EUREKA! N°4, 1999

06.-E
07.-D
08-D
09-E
10-C
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11-B
12-B
13-D
14.-C
15-A

11-B
12-B
13-E
14.-A
15-D

11-A
12-C
13-C
14.-B
15-E

13

16.-D
17-B
18-D
19-C
20-B

16.-B
17.-A
18- A
19-C
20.- Anulada

16.-D
17-D
18-D
19-B
20-D

21-E
22-B
23-A
24-D
25-A
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XX OLIM ADA BRASILEIRA DE MATEM TICA

e a Fase - Nivel 1

PROBLEMA

Jodo comprou um livro e reparou que de tinha 200 Aginas. Seu irmdo mais
novo arrancou ao acaso 25 folhas e somou cs numeros das 50 paginas.
Expligue porque o resultado desta soma ndo pade ser igual a 1998.

Atencao: cadafolhatem duas péginas. A primeirafolhatem as paginas1e 2,
asegundafolhatem as paginas 3 e 4, e assim por diante.

S

Como cada folha contém duas paginas tais que asoma dos us respectivos
ndmeros € impar, a adicionarmos todcs esses 25 nimeros, obteremos
necessariamente uma soma impar que, patanto, néo pade ser igual a 1998.

PROBLEMA

Que fragdes devem ser retiradas da soma 1+1+1+1+ ! + 1 para que
2 4 6 8 10 12

asoma das restantes sgjaigual al?

11 1 1 60 30 20 15 12 10
t—Ft—F—F+—=—F+—+—+—+—+—(*)
6 8

10 12 120 120 120 120 120 120

S
1
—
2

1
4
Uma vez que 60 + 30 + 20 + 10 = 120, é claro que podemos remover
51 121

== =—. (aém dis®, vése daramente no lado direito da
120 8 120 10

. . , . 27
igualdade (*) que ndo existem outros termos cuja soma sgja igua a 120 )

) 1 1
Assm, devemos remover § e B.

PROBLEMA

Encontre dois ndmeros de trés agarismos cada um, usando cada um dos
digitos 1, 2, 3,4, 5, 6 exatamente uma vez, de forma que adiferenca etre
eles (0 maior menos o menor) sgja amenor possivel.

EUREKA! N°4, 1999
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S

Para que adiferenca sgja amenor possivel, os nimeros devem ser 0s mais
proximos possiveis. Assim, o0s algarismos das centenas devem ser
consecutivos. A melhor escolha éagquela an que & dezenas formadas pelos
al garismos restantes tenham a maior diferenca possivel, o que ocorre para &
dezenas 65 e 12. Assim, os agarismos das centenas devem ser 3 e 4. O
menor nimero comecgalo pa 4 € 412 e o maior comecalo por 3 é 365, cuja
diferencaé47.

PROBLEMA

Existem casas em volta de uma praca. Jodo e Pedro ddo uma volta ha praca
caminhando nomesmo sentido e antando as casas. Como ndo comecaam a
contar da mesma caa, a 5% casa de Jodo é a 122 de Pedro e a 5% casa de
Pedro é a3(” de Jodo. Quantas casas existem em volta da praga?

S

Sejam J,, e P, respectivamente & n-ésimas casas de Jodo e Pedro. De Js a Jag
exclusive, existem 30 —5 — 1= 24 casas. De Psa Py, exclusive existem 12 —
5—1=6.Logo, nototal existem 24+ 6 + 2 = 32 casas.

PROBLEMA

Existem 20 kelas oobre uma mesa eduas crian¢as comegan a cmé-las, uma
criangcade cada vez. Em cada vez, cada aianca deve comer pelo menaos uma
bala eesta proibida de comer mais que a metade das balas que eistem sobre
amesa. Nesta brincadeira, ganha acrianca que deixar apenas uma bala sobre
a mesa. Qual das duas criangas pode sempre ganhar na brincadeira a
primeiraou asegunda ajogar? Como deve fazer para ganhar?

S

Ganha aprimeira crianca No inicio ele deve comer 5 balas, deixando 15
balas bre amesa. A segunda crianca deve comer no minimo uma e no
méximo 7 kelas, sobrando entre 8 e 14 balas ©bre amesa. Em qualquer caso
aprimeira criancapode amer algumas balas, deixando exatamente 7 sobre a
mesa. A segunda aianca agora deve comer entre uma etrés balas, deixando
de 4 a6 balas sobre amesa. A primeira aianga agora @me dgumas delas,
deixando exatamente 3 halas, forcando a segunda criangca a comer uma.
Comendo mais uma gés is, a primeira aianca acaba deixando apenas
uma bala no final e ganhando ojogo. De um modo mais geral, a estratégia
ganhadora mnsiste an deixar o adversario com 2° — 1 talas, paraalgum k O

. O adversario é obrigadoacomer de 1 a (Zk_l -1) balas, deixandosobre a
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mesa um nimero de balas que esta sempre antre 2" e 2¥— 2. O primeiro
jogador pode, entdo, jogar novamente de modo a deixar o adversario com

2% —1balas. O processo prossegue &é o adversario ser reduzidoa2' — 1 =
1 bala.

PROBLEMA

Pintam-se de preto todas as faces de um cubo & madeira ajjas arestas
medem 10 centimetros. Por cortes paralelos as faces, o cubo é dividido em
1.000 cubos pequenos, cada um com arestas medindo 1 centimetro.
Determine:

a) O nimero de aubos que ndo possiem nenhuma face pintada de preto.

b) O nimero de aubos que possuem uma Unicaface pintada de preto.

¢) O nimero de aubas que posauiem exatamente duas faces pintadas de preto.
d) O nimero de aubos que posauem trés faaes pintadas de preto.

S

Estdo sem nenhuma face pintada, os cubcs interiores ao cubo maior.
Portanto devem ser retiradas uma fila de cima euma fila de baixo, uma da
frente eoutra de trés, e uma de cada lado, ficando assim com um cubo
aresta 8 que mntém 8° = 512 cubos pequenos.

a) Estdo com uma facepintada aqueles que pertencem a uma facemas
ndo passuem lado comum com a aesta do cubo maior, isto &, & =
64 em cada face Como sdo seis faces, temos 6 x 64 = 384 cubos
pequencs.

b) Estdo com duas faces pintadas aqueles que estdo ao longo de uma
aresta mas ndo no veértice do cubo maior, isto é, 8 cubcs em cada
aresta. Como sdo 12 arestas, temos 8 x 12 = 96 cubos pequenos.

C) Estdo com 3 faaes pintadas aqueles que estdo nos vértices do cubo
maior, ousegja, 8 cubos pequenos.

PROBLEMA
~ , 111 1 1 1 1
Que fragdes devem ser retiradas dasoma —+—-+—+—+—+—+— para
2 3 4 6 8 10 12

gue asomadas restantes sgjaigual a 1? Détodas as lucoes.

EUREKA! N°4, 1999
16



Saiedade Brasileira de Matematica

S

111 1 1 1 1 60 40 30 20 15 12 10
SH T —+—

2 3 4 6 8 10 12 120 120 120 120 120 120 120

Devemos escrever 120 como soma de dgumas parcdas 60, 40, 30,20, 15
12, 10.As lucbes possiveis 50 60+ 40 + 20= 120
60+ 30+ 20+ 10=120.

111 1 11 1
Assm, poobmosremover ~-~-,— e — ou-,-e—.
4’810 12 38 10
Evidentemente 15 e 12 réo podem aparecer, pds a soma ndo seria multipla

de 10 ress ca0.

PROBLEMA
VegaProblema3 doNivel 1.

PROBLEMA

Cinco cartbes numerados com 3, 4, 5, 6e 7, respectivamente, sdo colocados
em uma caxa. Os catdes 0 retirados da @ixa, um de calavez e amlocados
sobre amesa. Se 0 himero de um cartdo retirado é menar do gqle o nimero
do cart@o imediatamente anterior, entdo este catdo imediatamente anterior é
colocado de volta na caixa. O procedimento continua &é que todos os
catbes estggam solbre a mesa. Qual é o nimero méximo de vezes que
retiramos cartBes da caixa?

S

O ndmero méximo de vezes que retiramos catbes da caxa € 15, o que
corresponde asequiéncia de cartbesretirados 7, 6,5,4, 3,76,5,47, 6, 5,7,
6, 7. De fato, dentre os primeiros 5 cartdes ha necessariamente um que é
menor que o cartdo seguinte, e que portanto ndo voltara mais para acaxa, o
mesmo acontecendo para pelo menas um cartéo dentre os 4 seguintes, depois
para pelo menos um dentre o0s 3 seguintes, depais para pelo menaos um dentre
os dois sguintes, sobrando noméximo um cartdo, que serd o Ultimo a ser
retirado da Gaixa.

PROBLEMA

Em um triangulo acutdngulo ABC o angulo interno e vértice A mede 30°.
Os portos B; e C; sdo 0s pés das aturas tracadas por B e C, respedivamente
e 0s pontos B, e C, sdo médios dos lados AC e AB, respectivamente. Mostre
gue os sgmentos B,C; e B,C; sd0 perpendiculares.

EUREKA! N°4, 1999
17



Saiedade Brasileira de Matematica

?) segmento B; C, é uma mediana do
tridngulo AB; B e portanto AC, = B; C, e
C, BJA =BAC=30".

Dai BC,B, = C,B,A+ BAC = 60".
Analogamente, Aéle = 30°. Finalmente

C,0C, =180 - BC,B, - AC,B, = 90°

PROBLEMA
VegaProblema5 doNivel 1.

PROBLEMA

Pintam-se de preto todas as faces de um cubo & madeira ajjas arestas
medem n centimetros onde n > 3. Por cortes paralelos as faces, o cubo é
dividido em n® cubos pequenos, cada um com arestas medindo 1centimetro.
Sabendo que o numero total de cubos pequenos com exatamente uma face
pintada de preto € igual ao nimero de aubos peguenos apresentandotodas as
faces m pintura, determine o valor den.

S

Um cubo pequeno que ndo possui qualquer face pintada provém do interior
do cubogrande. Isto significa que esse cubo pequeno é parte de um cubo de
lado n — 2, dbtido guando retiramos uma unidade de cala face do cubo
origina. Assim, existem (n — 2)°* cubas pequenos ndo pintados. Por outro
lado, um cubo pegueno com uma face pintada provém da face do cubo
original, mas ndo tendo qualquer parte da aesta deste abo. Assim, existem
6(n — 2)* cubos peguenos com facepintada. Portanto, (n — 2)° = 6(n — 2)°,
comn>2.Logo,n—2=6,0usga n=8.

PROBLEMA
VegaProblema 3 doNivel 2.

PROBLEMA
Vegaproblema5 doNivel 1.
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PROBLEMA

Uma reta que passa pelos portos médios de dois lados opastos de um
quadrildtero convexo forma &ngulos iguais com ambas as diagonais. Mostre
gue & duas diagonais tém 0 mesmo comprimento.

S

Sejam ABCD o quedrilatero, M,N,P e Q os pontos médios dos lados AB, BC,
CD e DA, respectivamente. MN e PQ sdo paralelos a diagonal AC e medem
a metade de seu comprimento, enquanto NP e QM sdo paralelos a diagonal
BD e medem a metade de seu comprimento. Assim, MNPQ € um
paralelogramo. As cond¢bes do problema dizem que areta que passa pelos

portos médios de dais lados opastos de ABCD (digamos MP , sem perda de
generalidade) formam angulos iguais com ACeBD, portanto com PQ e

NP, donce MP é hissetriz de NPQ. Logo MNPQ deve ser um losango,
donce MN = NP, e portanto AC=BD (pois MN = AC/2 e NP = 53/2).

PROBLEMA

Sobre os lados AB e AC de um tridngulo aautangulo ABC sdo construidos,
exteriormente ao tridngulo, semicircul os tendo estes lados como dametros.
As retas contendo as dturas relativas aos lados AB e AC cortam esss
semicirculos nos portos P e Q. Prove que AP = AQ.

S
Sgjam M o pé da dtura relativa @ lado AB. Como o tridngulo APB é
retingulo em P, e PM é a dtura de P em relacgito a AB temos

—2 — — — — R
AP = AB[AM = AB[CAC[tos BAC. Anaogamente mostrase que

ATQZ = AC[AB[tos BAC.Portanto, AP = AQ.

PROBLEMA

Sgaf: - umafuncdota que

f(1) = 999 e f(1) + f(2) + ... + f(n) = n°{(n) paratodon inteiro positivo.
Determine o valor de f(1998).
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S

Calculemos alguns valores de f(n):

f(1) =999 f(1)+ f(2) =22 0F(2) O 3f(2) =99901 f(2) =333
2 333

f()+ f(2)+ f(3) =3°0f(3) O 8f(3) =999+ 3330 f(3):7

5 333 999
f(1)+ f(2)+ f(3)+ F(4) =4°F(4) O 15f(4)=999+333+7m f(4) = —
10

. 999 999 999 999 ., .
Assm, temosf(l)=—,f(2)=—,f(3)=—,f(4)=—o, e érazoavel
1 3 6 1

999 _ 1998
1+2+...+n n(n+l
provar essefato: Paran = 2 temos
F+F(Q2)+..+ f(M)=n2f()0 N2 -Df(n)=fQ+ (@) +..+ f(n-1) 0
f() = f()+ f(2)2+...+ f(n-1

n- -1

Por hipdtese de indugdo,
1998 1998 1998
f(k): = - ,
k(k+1) k k+1
_1998_1998 1998 1998 1998 1998_1998_

2 2 3 " n-1 n 1

1998_1998n-1) _ . (n):199€§n—1): 1998 2
n n nin<-1 n(n+1

Para todo n 0 . Vamos

conjecturar que f(n) =

parak=1, 2,...,n—1,eportanto

f)+f(2)+..f(n-1)

pois n“ —1=(n-1)(n+1)),

Ccomo queriamos demonstrar.

1998 1
Fazendon = 1998 temos f(1998) = = .
1998[1999 1999

PROBLEMA
O menor multiplo de 1998 que posaui apenas os agarismos 0 e 9 é 9990.
Qual é o menor multiplo de 1998 qie possui apenas os algarismos 0 e 3?

S

1998=2 x 999 = 2 x 3* x 37.Um ndmero formado apenas pelos algarismos
0 e 3 émilltiplo de 3° se esomente se 0 nimero de algarismos 3 é mdltiplo
de 9 (pois ao dividi-lo pa 3 oltemos um nimero que paossui apenas 0s
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algarismos 0 e 1 que deve ser multiplo de 9, oque ocorre se esd se 0 nimero
de dgarismos 1 é multiplo de 9 ). Assim, o nimero desgado cbve ter pelo
menaos 9 algarismos 3, e deve terminar por 0, pa ser par. O menor ndmero
com essas propriedades é 333333330, qle émultiplo de 1998 pois é par, é
maltiplo de 3° e émiltiplo de 37 por ser mdltiplo de 111 (é igual a 111 x
3003009)).

(k+2{1-([wz+ h+j—d®+[(gk+2g+k+1) Qh+j)+h-2*+
[16k+1)°Ok+2) (n+1)*+1—f??+[2n+p+q+z—€®+

[EQe+2) Qa+1)2+1-0+[(@-D)y+1-x)*+

[16r%y* Qa*~ 1) + 1 —u7]* + [((a+ u* (u*—a))*— 1) ((n + 4dy)” +
1-(x+cu?+[(a®-1) ?+1-nf?+Hai+k+1— —i]?+[n+ +v—y]°+
[p+ (@a-n—-1)+b(Ran+2a—n*—2n-2)-m’+[q+y(a—-p-1) +
s2ap+2a-p’-2p—2) —x*+[z+p (a—p) +t(2ap—p’ - 1) — pm]*)}
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XX OLIM |ADA BRASILEIRA DE MATEM TICA

Pr lemase mel ress| es a er eira Fase

PROBLEMA
Considere atabela 3 x 3 abaixo, onde todas as casas, inicialmente, contém
ZEros.

Para dterar os nimeros databela, é permitida aseguinte operacé: escolher
uma sub-tabela 2 x 2 formada por casas adjacentes, e somar 1 a todos os
Seus nUmeros.

a) Diga se é posdvel, apds uma seqiiéncia de operagdes permitidas,
chegar atabela aaixo:

b) Complete o quadro abaixo, sabendo que foi obtido pa uma
seqiiéncia de operagdes permiti das:

14

19 36

14

Antes de resolver o problema, € preciso notar que existem quatro quadrados
2 x 2 no quadrado 3 x 3. Anadisando-os, percebemos que os quadrados do
canto sdo afetados por apenas um deles. Com isso, deduzimos que cala
ndmero ncs quadradinhos do canto indicao nimero de vezes que aoperacdo
permitidafoi utilizada com o quadrado 2x 2 que mntinha o quadradinho do
canto. Os quadradinhos do lado s&o afetados por dois quadrados diferentes,
assm como no dagrama aaixo.
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%1+3

«—
+ 1 1,38 3 %

1 — T T 1 3T

[ ] 1,2A 3.4Ci

2 —0F' 4
2 24D 4

} y

-« > 4
2

Como a cala utilizac@® da operac@p permitida, se for utilizada uma das aub-
tabelas escritas em um dos quadrados laterais, o quadradinho lateral
aumentara em um, concluimos que o valor do quadradinho lateral € igual a
soma dos dois quadradinhos da ponta adjacentes. O quadradinho central,
como é detado por todcs os quatro quadrados, é facil deduzir que e nada
mais € que o nimero de operacdes apli cados natabela.

a)

b)

Como os nimeros dos quadradinhos do canto representam quantas vezes
a sub-tabela que contém aguele quadradinhofoi utilizada para fazer uma
operacd e o0 quadradinho central 0 nimero de operagdes feitas,
podemos concluir que de acordo com o dagrama, A+ B+ C + D = E*,
Mas no nosso caso, temos 7 + 2 + 8 + 10 = 25, ou27 = 25. Absurdo.
Concluimos entdo que éimposdvel obter esta tabela. Outra prova éque
a cala operacdo, aumentamos em um o valor de quatro casos, mantendo
o resultado divisivel por quatro. No nosso caso, a soma dos nimeros €
106, qee ndo édivisivel por 4.

A|F|B
G| E|I
C|H| D

No dagrama aéma, com 0s raciocinios antes do problema, temos: G = A
+C,F=A+B,|=B+DeH=C+D. Portanto, noproblema, 19=14
+ C,oneC=5.Comisw, 14 =5+ D, once D = 9. Prosseguindo com
base en*, 36 =5+ 9+ 14+ B,onceB=8.F=8+ 14 0 F = 22.
Finaizando, 1=8+ 9= 17. A tabela é

14 22 8

19 36 17
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PROBLEMA

Encontre uma maneira de se escrever os algarismos de 1 a 9 em seqiiéncia,
de forma que os numeros determinados por quaisguer dois algarismos
consecutivos sgam divisiveis ou por 7 oupar 13.

Multiplosde 7: 7,14, 21, B, 35,42, 49,56, 63, D, 77, &, 91, B.
Mdltiplosde 13: 13, 26, 39 52, 65 78, 91.

Como nenhum dos miltiplos de 7 e 13, a ndo ser 77, terminava en 7, a
seqiéncia, 7 ceveria ser o 1°. nimero, entdo, o numero formado foi
7849135B.

5*
14
6< 9-1*
X < 5 5 6
1—3<9*

7—8—4<
9-1-3 —5<2_6
6*

Nota do editor: * significa que ndo da para continuar sem repetir um nimero ja
usado.

PROBLEMA
Em um jogo existem 20 buacos vazios em fila eo jogador deve wlocar um
pino em cada buraco de a®rdo com as sguintes regras:

a) Se @locar um pino em um buram e se os dois buracs vizinhos
estiverem vazios, 0 @dno permanece

b) Se wlocar um pino em um buram e se um dos buracos vizinhos
estiver ocupado, 0 pino deste buraco vizinhodeve ser retirado.

C) Se @locar um pino em um buram e se os dois buracs vizinhos

estiverem ocupados, entdo um dos pinos vizinhos deve ser retirado.

Determine qual é o nimero maximo de pinos que podem ser colocados.
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O ndmero maximo € 19.Veja aexplicacdo abaixo:

Comeq colocando um pino no primeiro buraco da esquerda, puo um
buraco e coloco autro pino. Depais eu coloco um pino no buam que esta
entre os dais e retiro o da direita. Depois pulo uma caa do segundo pno e
coloco um terceiro pino. Depois coloco um pino entre o terceiro e 0 segundo
pino e retiro o terceiro pno, o da direita E faco ess operac®
sucessivamente até chegar ao Utimo pino.

PROBLEMA

Sete nimeros naturais so escritos em circulo. Sabe-se que, em cada par de
numeros vizinhos, um deles divide o outro. Mostre que ha dois nimeros nao
vizinhos com a mesma propriedade (isto & um deles divide o outro).

Em cada dois nimeros adjacentes pelo menos um € maltiplo do aitro; desse
modo é impasdvel fechar o circulo sem que dgum ndmero dvida um outro
ndmero que ndo sga adjacente aele, pois se a for multiplo de b e b for
multiplo de ¢, entdo c divide a e ja haverd dois nimeros ndo vizinhcs com a
propriedade. Se a for miltiplo de b e ¢ for multiplo de b e d, e for multiplo
de d e g e 0 g ndo existis®e, poderia ndo haver dois nimeros ndo vizinhos
com a mesma propriedade mas como 0 g existe ele tera de ser multiplo def e
divisor de a. Dess modo f terd de ser divisor de a, sendo que @m issO
havera apropriedade.

PROBLEMA
Prove que an qualquer pentdgono convexo existem dois angulos internos
consecutivos cuja soma émaior ouigual a216°.

Considere A, B, C, D e E os vértices do pentagono.
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Suponta que ndo existam dois angul os consecutivos cuja soma seja maior
ouigual a216’. Assm:

o 0O

A+B<216

O O

B+C <216

O o

C+D<216 E

m] m]

D+E <216 >

) )
E+ A<216
0 ] ] ] 0 ] 0 0 0
Somando membro amembro: A+ B+ B+ C+C+ D+ D+ E+ A<5216
[} ) ) [}

O O O O O O
2(A+B+C+D+E)<1080 0 A+B+C+D+E <54, mas a soma dos

o o O O O
angulos internos de um pentédgono € 54C0°*. Logo A+ B+C+ D+ E =540 ¢é

absurdo. Entdo pelo menas 2 angul os conseautivos tem soma maior ou igual
a2l6.

*Lema: A soma dos angulos de um pentagono é 540°.

Prova: SgiaP um porto interior a ABCDE, logo P vai formar 5 tridngulos no
pentégono, a soma de todas os angulos P das tridngulos é 360°. E a soma
dos angulos que restam € justamente a soma dos angulos de ABCDE. A
soma dos angulos do pentdgono é 5180° —360° = 54(F.

PROBLEMA
No tridngulo ABC, D é o paito médio de AB e E o ponto do lado BC tal que

O o
BE = 2 [EC. Dado qte os angulos e sd0 iguais, encontre 0 angulo
O
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Chamarei de P o ponto médio de BE. E chamarel BP= PE= EC = X. e BD

=DA=Yy.

A interseci de AE com DC, chamarei de O. O triangulo DOA é isdsceles,

portanto AO= DO. Chamarei AO deW.

O segmento DP é abase média do tridngulo ABE, pois D é o ponto médio de

AB e P é o ponto médio de BE, entdo DP // AE. Consegiientemente os

tridngulos OCE e DCP sdo semelhantes, na razéo de 1/2. Entdo temos
CO

CO+W

Chamarei 0 angulo OAD de a, O ADO, também serda, e o 0 ADC, sera 2a,

pois € externo ao tridngulo DOA. Como AO=WeOC=W o tridngulo

ADC éisosceles e 0 angulo dabase €90° —a.

O angulo BAC = a + 90° —a, BAC = 90°.

=1/2=D, 2CO=CO+W=D, W= CO.

PROBLEMA
Vegaproblema 3 doNivel 1.

PROBLEMA

S&o dados 15 nimeros naturais maiores que 1 e menores que 1998 tais que
dois quaisquer sdo primos entre si. Mostre que pelo menos um desses 15
numeros é primo.

Teorema: Dado um numero n, composto, entdo ele possui um fator (£1)
menor ouigual araiz quadrada deste numero.

Prova: Sen=a[b, podemoster oua< Jn,a=+/n oua>+n:
1- a=+n
2- a<Jn

3- a>Jn0 b="<"c/n
a Jn

Em qualquer caso, temos um fator menor ouigual a Jn ediferente de 1.
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Resposta: Dado 1< n < 1998, se de ndo for primo, ele tem que ter um fator

primo menor que 1998, ousga, um fator primo, menor que 45. Como sO
existem 14 primos menores que 45, e sdo 15 nimeros, entdo um desses ndo
tera fator primo menor que 45, logo sera primo. (Pelo Corol&rio doteorema
anterior.)

Primeira Prova.

VegaProblema4 doNivel 2.

No tridngulo ABC, D é o panto médio de AB e E o ponto do lado BC tal que
BE = 2 . EC. Dado qte os angulos e sd0 iguais, encontre 0

~

angulo

Vega asolucéo doProblema 2 doNivel 2.

A 2X E X c
SejaF = AE n CD. Denctamos por [XYZ a &eadotridngulo XYZ
Vegaque [ABE] = 2 [JACE] pois passuem a mesma dturarelativa aBE e EC
respedivamente eDE = 2 [EC. Analogamente [BFE] = 2 [JFEC]. Temos:
[ABE] = 2 [JACE] (1)
[BFE] =2 JFEC] (Il)
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| —1I O [ABE] —[BFE] =2 [ACE] —[FEC]) O [ABF] =2 [JAFC].

S6 que [ABF] = 2 O[ADF] (mesma dtura relativa a BA e DA
respedivamente eBA = 2 [IDA) Donde 2 [JADF] = 2 (JAFC] O [ADF] =
[AFC].

Como esss possuem a mesma dtura relativa aDF e FC respectivamente,

O O
temoss DF=FC0O FAC=ACF =6
D D
Mas a = ADC=BAEL DF =AF. Dai, DF = AF = FC e CDA ¢

O
retingulo em A.

Prova: AADC: o +0+6 +6 +06 =180°0 a +6=90° 0 DAC = 90°
Logo BAC = 90° é 0 que queriamos achar.

Duas pessoas disputam um jogo da maneira descrita a seguir.

Inicialmente escolhem dois nimeros naturais: n = 2 (0 nimero de rodadas) e
t = 1 (o incremento méximo).

Na primeirarodada o jogador A escolhe um natural my, > 0 e, pasteriormente,
0 jogador B escolhe um natural positivo ny # my.

Para2 < k< n, narodadak o jogador A escolhe um natural mecom me_; < my
<m_;+t eposteriormente o jogador B escolhe um natural n, com ny_ 1< ng
< ng_1 +t. ApGs essas escolhas, nessa k-ésima rodada, o jogador A ganha
mdc (M, Nk - ;) pontos e o jogador B ganha mdc (my, ny) pontos. Ganha o
jogo ojogador com maior pontuacao total ao fim das n rodadas. Em caso de
portuacdes totaisiguais, ojogador A é considerado vencedor.

Para cala escolha de n e t, determine qual dos jogadores possui estratégia
vencedora.

Nota: A solugdo usa anatacé abreviada (m, n) = med(m,n).

Sga S um super-nimero. Esse super-nimero € divisivel por todcs os
naturais.

Para B ganhar sempre, basta fazer n, = S+ m.. Pois, na rodada k, B ganha
(n,, M) = me pontos e A ganha (S + mc3, my) pontos. Assm A ganha no
méximo my portos, temos que m[IS + mc; O mdm;, mas m¢ > me.
Assm A nurcaganhara my pontos. Ganhard sempre menaos que my. Portanto
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B no tota ficard com mais portos que A, j& que ganha mais em todas as
rodadas.

Obs. E claro que ndo existe um super-ndmero, mais para cadan, t e my, B
pode criar um nUdmero, gLe ndo chega aser super, mas também serve. Basta
fazer:

S = ( 2BBIA10.[)", com 8 e M suficientemente grandes!, Assm B
sempre ganhal

Explicando melhor:

Apés A escolher my, B sabe que o maior nimero que A pode escolher é
m+(n-1)t

B sO predsafazer

my+(n=1)t
S= h’ j en =S+m

j=m,
Justificativa:
m<ms<m+((n-1)t0 mOS
Narodada k:
. B ganha (my, n) = my, jaque mJS+ my
. A ganha (my, Nc1) = (M, S+ M)
Como

Emk >m,, Um, ndodividem,,
O m, ndodivide(m_, +S)d m, >(m,,n,_;)

U 0o
s s

Portanto, a cada rodada B ganha mais pontos que A, e portanto B ganha o
jogo.

Obs. me_<mesme_1+t0 S+me_1<S+m¢ < S+me_ 1+t O

O nea<ng < g1+t

Resposta: B sempre ganha (se for esperto)!!!

SegundaProva.

Dois meninos jogam o seguinte jogo. O primeiro escolhe dois nimeros
inteiros diferentes de zero e o segundomonta uma equacdo dosegundograu
usando como coeficientes os dois numeros escolhidos pelo primeiro jogador
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e 1998, na ordem que quiser (ou segja, se 0 primeiro jogador escolheaeb o
segundo jogador pode montar a equacd 1998¢ +ax+ b=0, ou
bx? + 1998x + a = 0, etc.) O primeiro jogador é mnsiderado vencedor se a
equacdo tiver duas raizes racionais diferentes.

Mostre que o primeiro jogador pode ganhar sempre.

Iniciamente veja que, se num painémio p(X) = ax" + ... + ax + ay,
tivermosa,+ ... ay + 8o =0, teremosp (1) =0 el éraiz dep. Dessaformase
0 primeiro jogador escolhe b = — (1998 + a), 1 sera raiz da equacdo do
segundograu que o seu opanente ird montar.

Se um padindmio tem coeficientes inteiros (na verdade vale para eficientes
racionais) e posaui umaraiz irradona dotipoa+ b «/F(r néo é quadrado
perfeito), entdo a — b Jr também é raiz. Ou Sgja, as raizes irracionais vém
aos pares. No caso de uma ejuac@® de segundograu, e coeficientes inteiros,
ambas as raizes sdo irradonais, ou ambas 80 racionais.

No ne caso, como 1ja éraiz, aoutraraiz seraraciona. Basta ver entéo,
apenas £ 1 ndo éraiz multipla (pois queremos que as raizes sejam distintas).
Paraisso basta escolher a adequadamente.

Se o primeiro jogador escolher os nimeros a = n[1998,eb = — (n + 1) 1998,
n=>20 ,edeganha (1 ndo serdraiz multipla e aequagdo tera duas raizes
racionais distintas.)

Obs. E possivel obter solugdes com a+b+1998#% 0, por exemplo com
{a, b} = {2040, — 548} (solugéo obtida com o auxilio de um computador.)

Determinetodasasfungdes f: -  que satisfazem
f(2f (X)) =x+1998 para todoxd ={012,...}.

1° Passo. f éinjetiva

Prova: Suporhaque existak [1 tal quef (X) =f(y) =kparax,yd e
xzy. Dai f(x) =f(y) O 2f(x) =2f(y) O f(2f(x)) =f (2f(y)) O x+1998=
y+198B[] x=y. Absurdo! Logo f éinjetiva.
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2° Passo. f e sobrgjetiva no contradominio{ k0 Ok = 1998}, isto €, para
todok O ,k=19980a O ta quef(a) =k.

Prova: Sek= 198 facak=x+ 1998 mrax=0ex [ ,logo

f(2f(x)) = x + 1998=k

Tome entdo 2f(x) = a U

Logo f € sobrejetiva no contradominio acima.

3° Passo. Entdo paratodo k O A = {kO [k = 1998 existe um anico
natural x (que chamaremosf ' (k) = x) tal que f(x) = k.

Obviamente eiste um natural i impar tal que f (i) = w = 1998 pois ndo
podemos ter 0 < (i) < 1997 para todos os naturais impares porque afungdo f
éinjetivaede em (principio de caadepombos). Para ese w teremos

f'(w) =i, poisf (i) = w. Por outro ladofacaw=a + 198 comal Pea
definicdo: f (2f(a)) =a+ 1998 = w. Logo f '(w) = 2f (a).

Como f '(w) é unico, pela mnclusdo 100 i =2f(a) comof(a) O O i épar,
absurdo!

Conclusdo 2. N&o existe fun¢éo desse tipo.

Dois matematicos, perdidas em Berlim, chegam a esquina da rua Barbarossa
com arua Martin Luther, e precisam chegar a esquina da rua Meininger com
a rua Martin Luther. Infelizmente eles ndo sabem para que lado fica arua
Meininger, nem a que distancia ela esta, logo sdo dorigados air e voltar ao
longo darua Martin Luther até chegaram a esquina desejada.

Qual é o menor valor para 0 numero paitivo K tal que eles podem ter
certeza de que se ha N quarteirGes (ou quedras) entre as ruas Barbarossa e
Meininger entdo eles conseguem chegar ao destino andando ro méximo KN
quarteirdes (ou quadras)?

Este problema ébaseado numa situacé real, ocorrida @m 0s matematicos
Nicolau Sldanha e Carlos Gustavo Moreira, que se eicontravam em
Berlim por ocasido do Congresso Internacional de Matematicade 1998. Era
de noite, ndo havia ninguém na Martin-Luther-Strasse a quem pedir
informagdes e des queriam chegar rdpido ao destino. A idéia do problema
era que eles andasem juntos. Apareceram solucdes em que 0s matematicos
se separavam (0 que ndo havia sido previsto), as quais foram avali adas caso
a cao. Como 0s matematicos ndo sabiam para que lado rem a que distancia
estava aMeiningerstrase, deviam adotar uma estratégia do seguinte tipo:
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andar a; quarteirdes para um lado (digamos o direito), depois voltar ao pato
inicial e andar a, quarteirBes para a esquerda, depois a; para adireita, depois
a, para aesguerda e asim sucessivamente, once a;, ap, az...S40 numeros
inteiros positivoscom a; < ag < as < ... e @ < &y < g <... aé encontrar a
Meiningerstrasse. Os piores casos $0 quando a Meininger estd aax +1+ 1
quarteirdes a direita ou ax + 1 a esquerda da Barbarossastrasse, com k
natural (convencionamos ag = 0).

Nesss casos, temos que eitre o pato iniciadl e o destino hd a, + 1
quarteirdes, e os matematicos andam nototal 2a; + 2a, + ...+ 2a, + 2a,. 1 +
a, + 1 quarteirbes até chegarem ao destino (com n = 2k+1 oun = 2k). Assim,
devemos ter 2a; + 2a, + ... + 2a,+ 28,1+ a, + 1 < k (a, + 1), ou sga,

S, < Q%E(a“ +1) pratodond ,onES=a+a+... +a,

Para k = 9 existem estratégias que satisfazem as cond¢des do problema, par
exemplo tomandoa,, = 2" paratodom . Defato, teremos S, + 1 = 2 + 2

.+ 2Tt =2""2_2<4 (2”+1)=k7_1(an+1) para todo n [J

Mostraremos que 9 € o menor k possivel. Sga k < 9. Entdo ¢ = kT_l e

menor que 4. Se k satisfaz as condi¢gbes do problema, deve haver uma
sequéncia (a,) como adma om S, 1< ¢ (a, + 1) paratodon
Como a,=§—-S ateremos S+ 1< c (S-S -1+ 1) paatodon [
Definimos U,= §, —c, temos U, .1< ¢ (U, —U,_q) paratodon 0 .Comoc
<4,U,>0 paratodon = 3, g definindo V,, = U, . 1 /U, paratodon = 3,
teremos V< ¢ (1 —1/V,, _,) paratodon = 4, onct V,,> 0 paratodon = 3.
Entretanto, V,<c (1 —1/V,_y) implica V,—Vp_1c (1 -UV,0) = Vo1 =
c? c
cV,,-c-V,?>-1_ 4_0_%]5_\/"_1@2 _c(c-4)
V., - V., Toav,
todko n = 4 Por outro lado, para todo n = 4 temos
c(c-4)
n-1 3
(n=3) c(c-4)
n—="Y3 L —
AV

2
3

c(4-c) "

<00V, <V,, paa

paa todo n = 4, donde

paratodo n = 4, absurdo, pois o lado dreito é negativo

paran> 3+
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Nome Cidade - Estado Prémio

Mércio Jun Hisamoto Sdo Paulo - SP Ouro

Fabio Dias Moreira R. deJaneiro- RJ Ouro

Andressa Rissetti Paim SantaMaria- RS Prata

Henry Wei ChengHsu Sdo Paulo - SP Prata

Natdlia Argene Lovate Pereira Jundiai - SP Prata

Daniel Cherobini SantaMaria- RS Prata

Luis Eduardo e Godd SJ dos Campos - SP Prata

Milton Eiji Kato Sdo Paulo - SP Prata

Fabricio Henrigue de Faria Sdo Paulo - SP Prata

Davi M&ximo Alexandrino Nogueira | Fortaleza- CE Prata

Caio Magno Castro de Paula Fortaleza- CE Prata

Bruno Moreirade SouzaDias SJ dos Campos - SP Prata

Patricia Akemi Komura Sdo Paulo - SP Bronze

Marcdo Li Koga Sdo Paulo - SP Bronze

Alberto Hikaru Shintani Sdo Paulo - SP Bronze

Diego Gomes Gripp Vitéria- ES Bronze

Renato Mendes Coutinho Americana - SP Bronze

Antbnio Monteiro Guimarées Jr. Campina G - PB Bronze

Leonardo Luis Desideri Freitas Vitéria- ES Bronze

Helder Seiji Kato Sdo Paulo - SP Bronze

Aline Galvéo Sdo Paulo - SP Bronze

Rodrigo Miyashiro Nunes dos Santos | Sdo Paulo - SP Bronze

Jodo Marcos da Cunha Silva Fortaleza- CE Bronze

Thiago Mizuta Sdo Paulo - SP Bronze

Oliveiro Ribeiro Barbasa Jr. Teresina- Pl Bronze

Jorge Peixoto Goiania- GO M encdo Honrosa
AndréiaLicio de Castro Goiania- GO M encdo Honrosa
L éo Jaime Zandonai BentoGoncalves- RS | Menc8o Honrosa
Pedro Junqueira de Barros Sdo Paulo - SP M encdo Honrosa
Lucas Ikeda Franca Sdo Paulo - SP M encdo Honrosa
Paulo Roberto Sampaio Santiago Salvador - BA M encdo Honrosa
Rafad Marini Silva VilaVelha- ES M encdo Honrosa
Eduardo SouzaCruz Vitéria- ES M encdo Honrosa
Breno Ignddo da Silva Sertdozinho - SP M encdo Honrosa
Diogo dos Santos Suyama BeloH.-MG M encdo Honrosa
Flavio Schiavini Abe Vitéria- ES M encdo Honrosa
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Nome Cidade - Estado Prémio

Thiago Barros Rodrigues Costa Fortaleza - CE Ouro

Humberto Silva Naves Goiania- GO Ouro

Daniel Pinheiro Sobreira Fortaleza - CE Ouro

Afonso de Paula Pinheiro Rocha Fortaleza - CE Prata

Hugo Pinto lwata SJdeRioPreto- SP | Prata

Thiago da Silva Sobral Fortaleza - CE Prata

Jodo Alfredo Castellani Fajardo Freire | Salvador - BA Prata

Artur Duarte Nehmi Sao Paulo - SP Prata

Einstein do Nascimento Jr. Fortaleza - CE Prata

Daniel Pes®ba Martins Cunha Fortaleza - CE Prata

Gustavo Alonso Daud Patavino Santos - SP Prata

Rafad de Holanda Barroso Fortaleza - CE Bronze

Eduardo Kunio Kuroda Abe Sao Paulo - SP Bronze

Renata Louren¢d Delamanha Jundiai - SP Bronze

Ricardo de Castro Palado Fortaleza - CE Bronze

Helen Wei Ling Hsu SdoPaulo - SP Bronze
Frederico Pinto Sao Paulo - SP Bronze

Eduardo Famini Silva Salvador - BA Bronze

Victor Marchesini Ferreira Salvador - BA Bronze
ThalitaBas® Jundiai - SP Bronze

Eduardo Suaiden Klein R. deJaneiro- RJ M eng&o Honrosa
Mauricio Massao Soares Matsumoto SaoPaulo - SP M encdo Honrosa
Claudia Giacomin Bof Aracruz- ES M encdo Honrosa

Guilherme Silveira Barrozo Netto

R. deJaneiro- RJ

Mencdo Honrosa

Thiago Araljo Fiorio

Fortaleza - CE

Mencdo Honrosa

Pedro Fernando Almeida Di Donato

SJ dos Campos - SP

Mencdo Honrosa

Gustavo Modenesi

Sao Paulo - SP

Mencdo Honrosa

Jaguellyne Gurgel Penaforte

Fortaleza - CE

Mencdo Honrosa

Jordan Guimaraes Lombardi

SJ dos Campos - SP

Mencdo Honrosa

Tiago Monteiro Fernandes

Piracicaba - SP

Mencdo Honrosa

Marcdo LoulaNovais de Paula

Salvador - BA

Mencdo Honrosa
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Nome Cidade - Estado Prémio
Emanuel Augusto de SouzaCarneiro | Fortaleza- CE Ouro Prémio espedal
Mauricio Pereira Carrari Sdo Paulo - SP Ouro
Rui Lopes VianaFilho Sdo Paulo - SP Ouro
Fernando Paz Cardoso Sdo Paulo - SP Ouro
Fabricio Siqueira Benevides Fortaleza- CE Ouro
Tony Calleri Franca Fortaleza- CE Prata
Jonathas Didgenes Castell o Branco Fortaleza- CE Prata
Glauf Sidney Duarte Moreira Jr. Fortaleza- CE Prata
Sergio Alvarez Aradjo Correia Fortaleza- CE Prata
Sérgio Tadao Martins Sdo Paulo - SP Prata
Lucas Heitzmann Gabrielli Sdo Paulo - SP Bronze
Christian lveson Sdo Paulo - SP Bronze
Bruno Gurgel Fernandes Tavora Fortaleza- CE Bronze
MilaLopes Viana Sdo Paulo - SP Bronze
Daniel Masski Y amamoto Sdo Paulo - SP Bronze
Daniele Véras de Andrade Fortaleza- CE Bronze
Mauricio Masayuki Honda Sdo Paulo - SP Bronze
Leonardo Cardoso Souza AngradosReis- RJ | Bronze
Daniel Nobuo Uno Sdo Paulo - SP Bronze
Daniel Mourdo Martins Fortaleza- CE Bronze
Jodo Paulo de Tarso Ferreira AngradosReis- RJ | Bronze
Evandro Makiyama de Melo Sdo Paulo - SP Bronze
Christian Lyoiti Watanabe AngradosReis- RJ | Bronze

Fred Olavo A. Carneiro

Fortaleza - CE

Mencdo Honrosa

Bruno Da Cunha Raymundo

Riode Janeiro - RJ

Mencdo Honrosa

Pedro Paulo de Simoni Gouveia

Fortaleza - CE

Mencdo Honrosa

Carlos Alexandre Rolim Fernandes

Fortaleza - CE

Mencdo Honrosa

Mércio Afonso Assad Cohen

Riode Janeiro - RJ

Mencdo Honrosa

Matheus de Lima Faheina Fortaleza- CE M encdo Honrosa
Rodrigo M. Gorgoll Sdo Paulo - SP M encdo Honrosa
Vitor Menezes Santana Goiania- GO M encdo Honrosa

Alexandre Ferreira Terezan

Riode Janeiro - RJ

Mencdo Honrosa

Ricardo Sallai Viciana Sdo Paulo - SP M encdo Honrosa
Remo H. de M. Furtado Fortaleza- CE M encdo Honrosa
Wayne Leonardo Silva de Paula Belém - PA M encdo Honrosa
Thiago Steiner Alfeu Fortaleza- CE M encdo Honrosa
Mércio Reis Lopes Salvador - BA M encdo Honrosa
SeongHo Lee Santo André-SP M encdo Honrosa
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Eduardo Wagrer

Vocé sabe quando foi redlizada a primeira Olimpiada de
Matemética?

Foi no ano ce 1894, na Hungria. Neste ano, a Sociedade de
Matemética eFisica da Hungria promoveu uma competicdo de Matemética,
envolvendo todos os alunaos dos Ultimos anos das escolas, para homenagea
seu presidente Lorand E6tves, eleito ministro da educag@o dopais. O evento
foi um suces, e passou a ser redizado todaos 0s anos.

Vamos mostrar neste artigo alguns problemas dessas competicoes
com suas lucbes resumidas. Os problemas escolhidos ndo sdo muito
dificeis, mas $0 bastante interessantes. Recomendo aos leitores pensar um
pouco em cada um deles antes de ver a solugdo. As ferramentas exigidas so
elementares (apenas no problema 2 a nocdo de congruéncia éadequada) mas
as lucdes necesdtam de uma ceta dose de aiatividade.

Aproveitem!

—Olimpiada de 1894
Prove que as expressfes 2x + 3y e 9x + 5y sdo divisiveis por 17 para 0s
mesmos pares de valores dosinteiros x ey.

— Olimpiadade 1898
Determine todos os valores do retural n, paraos quais 2" +1é muiltiplo de 3.

—Olimpiada & 1905
Nafigura aseguir, AM, BN e CP sio paralelos.

Prove que
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1 1 1
+ -

AM BN CP

—Olimpiada & 1906
A seqléncia a;, a, as, ..., a, representa uma arumacd arbitraria dos
ndmeros 1, 2, 3,..., n. Prove que se n € um nimero impar o produto

) ] (ar—D(@—-2(az—3) ... (a,—n)
€ um namero par.

—Olimpiada ¢ 1910
Sea, b, ¢ s nimeros reaistaisque a® +b? +c¢? =1, prove que

—%s ab+bc+cac<l

—Olimpiada et 1913
Prove que paratodo retural n> 2, tem-se (12 (3(IIh)* > n".

—Olimpiada 21916
No tridngulo ABC, AD é a bisstriz do angulo A. Prove que

AD <+ AB[AC.

—Olimpiadade 1916
Divida os numeros 1, 2, 3,4, 5 em dois conjuntos quaisquer. Prove que um
dos conjuntos contém dois nimeros e sua diferenca.

Observe que 4(2x + 3y) + (9x + By) = 17(x + y). Portanto, se 2x + 3y for
multiplo de 17, entdo 9x + Sy também serd, e vice versa.

OBS. Esta garente “méagica” ndo € aunica forma de resolver este problema.
Os leitores que conseguirem outra solucdo (para este ou para qualquer
problema deste atigo) podem enviar suas descobertas para publicacdo nos
proximos ndmeros da
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A solucdo mais natural para este problema utiliza congruéncias. Observe que
2=(-1) mdd.3.Logo, 2' = (-1)" mdd.3 e, patanto, 2'+ 1 = (-1)" + 1 mdd.3.

Concluimos entdo que, 2"+ 1 = 0 mdd.3 se, e somente se, n é impar.

OBS: O leitor famili arizado com indugdo pode conseguir outra solugdo.

A C B

Utilizando semel hanca de tridngul os na figura acima temos:

cp _cB
AM AB
CP_AC
BN AB
Somandotemos;
CP +2_ AC+CB_1
AM BN AB
Dai,
1 1 1
-+ =
AM BN CP

O produto (a; — 1)(a — 2)(az — 3) ... (&, —n) posxi um numero impar de
termos porque n € impar. Mas, a soma desses termos é zero, que épar. Como
a soma de uma quantidade impar de ndmeros impares ndo pode ser par,
concluimos que um dos termos € par e, conseqientemente, 0 produto € um

ndmero par.
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Primeira parte:
(a+b+cf =0
a® +b? +c? +2ab+2bc+2ac=0
1+2(@b+bc+ca)=0
ab+bc+ca2—%
Segunda parte:;

(@a-b) +(b-c)*+(c-a) =0
2a® +b% +¢?)- 2(ab+bc+ca)= 0
1-(ab+bc+ca)=0
ab+bc+ca<1

A expressio dolado esquerdo da desigualdade pode ser escrita asim:
1n2n-1.3(n-2....(n-2.3(n-1).2n.1
Considere gyora separadamente os produtos:
in 2(n-12, 3(n-2), ... ,(nh—-2.3, (n-1).2, nl
O primeiro e o Ultimo sdo iguais a n, mas afirmamos que qualquer um dos
outros € maior que n. De fato, os produtos “do meio” sdo daforma (k + 1)(n
— k) onde k assume os valores: 0, 1,2, .., n— 1.Como para des, n —k é
maior que 1, temos que

(k+)(n=K) =k(n-kK)+(n—-k)>k1l+(n-K)=n

Logo, como n € maior que 2, oproduto do lado esquerdo é maior que n.n.n.
..on=n

Considere acircunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.
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A
D
WC
E

A bissetriz AD encontra acircunferéncia en E, porto médio do arco BC.
Como os angulos ABC e AEC sdo iguais (cada um deles vale ametade do
arco AC) e como os angulos BAE e EAC sdo também iguais (porque AD €&
uma bissetriz), concluimos que os tridngulos ABD e AEC sdo semel hantes.
Dai,

AB _ AD

AE AC
ousga,
AD[TAE = AB[AC
Como AD € menar que AE temos que
ADCAD < AB[AC

AD <+ AB[AC

ousga,

Vamos tentar dividir 1, 2, 3,4, 5, em dais conjurtos tais que nenhum deles
contém a diferenca de dois de seus elementos. O 2 nfio pock estar no Mesmo
conjunto que 0 1ouo 4poque2 —1=1e4 — 2= 2. Portanto, vamos
colocar 0 2 em um conjunto e o 1 e 0 4 nooutro. O 3 ndo pade ficar no
segundo conjunto porque 4 — 3 = 1. Logo, 0 3 cve ficar no primeiro
conjunto, junto com o 2. Agora, 0 5ndo pode ficar no primeiro conjunto
porque 5 — 3= 2, e nem pock ficar no segundo paoque5 —-4=1.

A divisdo proposta é portanto impossvel.
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Paulo Cezar Pinto Carvalho
IMPA

Vocé ja prestou atencdo ao logotipo da Olimpiada Brasileira de
Matemética, presente na cga da e (em sua versdo animada) na
pagina da Internet da OBM? Os circulos coloridos $50 uma referéncia a
simboo dos Jbgos Olimpicos, que € formado pa 5 anéis entrelacados
representando @& continentes. No logotipo da OBM, paém, estes anéis
estdo dispostos de um nmodo ta que @nhedmentos matematicos 0
esenciais para sua mnstrugdo. O que eiste de dificil em dispor cinco anéis
de modo que cala um sgja tangente adois outros e, dém diso, tangente a
doiscirculos adicionais, um interior e outro exterior? Vejamos.

Tomemos dois circulos arbitrarios, um contido no ouro e
posicionemos um hovo circulo, de modo a ser tangente a ambos. A partir
dai, os demais circulos estéo definidos e aFig. 1 mostra o gue ocorre no caso
geral: quando tentamos colocar o ultimo circulo, vemos que afigura ndo
fedha, ousga, ndo é posdvel colocar um quinto circulo tangente adois dos
guatro circulos j& mlocados e abs daisiniciais.

Serd que é possivel colocar o primeiro circulo colorido em outra
posicdo, de modoafazer com que afigura se feche exatamente? Pode-se ter
uma idéia da resposta a esta pergunta observando a versdo animada do
logotipo. Observe que os circulos interno e externo sdo fixos, mas os
coloridos assumem tamanhos e posi¢Oes variaveis e parecem girar em torno
deles (vgja aFig. 2 a seguir). Ou sga, a animacd sugere que o fechamento
da figura ndo depende da posicdo outamanho doprimeiro circulo colorido,
dependendo somente do tamanho e posi¢éo relativas dos circulos interno e
externol
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A explicag@o para estes fatos estd en uma transformaca geométrica
dos pontos do plano chamada de inver sdo e definida do seguinte modo.

Definicdo: Sga O um porto do plano e k um nimero red positivo. A
inversdo de centro O e mnstante k associa a caa ponto P do plano, distinto
de O, o paoito P’ (chamado ce inverso de P) sobre asemi-reta OP tal que
OP.OP’ = k.

A Fig. 3aseguir ilustra o resultado de se glicar uma transformaca
de inversdo a um conjunto de pontos do plano. Como o poduto OP. OP’
deve ser constante, quanto mais proximo um porto estiver de O, mais
distante 0 seu inverso estara.

O logotipo ca OBM é construido com o auxilio deste tipo de
transformac, explorando dais fatos fundamentais.

a) Inversdes o tranformacfes injetivas (isto é paontos distintos
possuem inversos distintos).
Para verificar este fato, basta observar que o pornto P cujo inverso é um
cato pato P’ esta univocamente determinado e éjustamente o inverso de
P’ (ousga, atransformaca inversa de umainversdo € elamesma).
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b) O inverso de um circulo que ndo passa pelo centro de inversdo é um
outro circulo.

Consideremos umainversdo de entro O e constante k e tomemos um circulo

C que ndo passa por O. Sgja P um porto de C, P’ 0 seu inverso e Q o outro

porto em que areta OP corta C.

Uma propriedade fundamental do circulo é que o produto OP. OQ é
igual a uma @nstante p (a poténcia de O em relacdo a C) para qualquer
posicdo de P. Assim,

OP' _OPOF _k

Portanto, o inverso de C pock ser obtido assim: para cala ponto Q
de C, tomamos o porto P' sobre asemi-reta OQ tal que OP' = (k/p) OQ.
Este tipo de transformacd® é chamado de homotetia e sempre transforma
uma figura em outra semelhante (ela faz uma anpliacd® ou reducdo da
figura, conforme k/p sga maior ou menor que 1). Em particular, o
transformado de um circulo pa homotetia é sempre um outro circulo. Em
resumo: o inverso de um circulo (que ndo passa pelo centro de inversdo O) é
um outro circulo, dotido através de uma homotetia de centro O (para vocé
pensar: como serd o inverso de um circulo que passa por O?).

Agora estamos em condcdes de eitender como € cnstruido o
logotipo da OBM. O ponto de partida € afigura éaixo: dois circulos
concéntricos, com cinco circulos de raios iguai s encai xados entre eles.
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SO é possivel encaixar estes 5 circulos para um determinado valor da
razdo R/r entre os raios dos circulos externo e interno. De modomais geral,
vejamos qual deve ser esta razdo para que n circulos possam ser encaixadaos
entre os dais circulos concéntricos. O didmetro de cala um dos circulos
iguais é adiferencaR —r entre os raios dos circulos concéntricos. Por outro
lado, seus centros formam um paoligono regular de n lados, inscrito em um

, . R+ - ., .
circulo de raio Tconcentn co aos dois circulos iniciais, como mostra a

figura eaixo.

No tridngulo retangulo OAM , a hipotenusa OA mede % eo

R-r

caeto AM mede e é opasto aum angulo igual @180/n. Assim:

R-r R+r
o=
ou, cesenvolvenda
R _1+sen(180°/n)
T 1-sen(18C/n)
NO ns caso, em que n = 5, devemos ter
R _1+sen(36°)
T 1-sen(36°)
Quando s raios R e r estdo nessa proporcdo, € possivel encaixar cinco
circulosiguais entre os dais circul os concéntricos.

sen(18C/n)
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Para terminar de formar o logotipo, tomamos o conjunto formado
pelos dais circulos concéntricos e pelos cinco circulos de raios iguais
encaixados entre eles e glicamos umatransformaca de inversao.

o+

A menos que 0 centro de inversdo sga 0 seu centro comum, 0s
inversos dos circulos concéntricos ndo sdo concéntricos. Além dis®, os
inversos dos cinco circulos iguais ndo tem mais raios iguais, dando oaspedo
irregular dologotipo. Os raios das circulos tornam-se mais desiguais quanto
mais o centro de inversdo se afasta do centro dcs circulos concéntricos.
Note, no entanto, que & propriedades de tangéncia sdo preservadas, em
virtude dainjetividade da inversdo, que faz com que o nimero de pontos de
intersec@® de figuras sga preservado através da transformac®. Para
prodwzir a animac& dologotipo, besta girar o conjunto de cinco circulos de
raios iguais nafigura original: seus transformados por inverséo mudardo de
tamanho e posi¢do a medida queisto ocorre.

Se vocé quiser, pode experimentar com as propriedades dessa
transformacé visitando a pagina da OBM na Internet. Basta clicar sobre o
simboo animado ca OBM, ou ir diretamente & seguinte endereqo:
http: //ww. obm org. br/logotipo. htm VOCé encontrara uma pagina
interativa que permite variar as propar¢des do simbolo através da escolha do
centro de inversdo. Vocé até podera criar simbolos diferentes mudando o
nimero de anéisl Na verdade, os "designers’ que aiaram o logotipo da
OBM utilizaram um programa parecido, para gustar o tamanho e posicéo
relativados anéis de modoa produzir uma figura ayradavel do ponto de vista
visual. Este éum bom exemplo doemprego da Matemética an artes visuais.
Ha caos notéveis de artistas, como Escher, que usaram a Matemética @mo
ferramenta essencial em seu processo criativo.

Em futuros nimeros da voltaremos a falar de inversdo,
estudando suas propriedades em mais detalhe emostrando autras aplicacdes.
Aguardem!
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11) Determine todas as ©lucdes de X’ = y‘com x ey racionais
positivos.

) Eevidentequex=y 0O . satisfaz a equac.

i) Suponhax #y, sgja entéo X-a (@b ), logo:
y

1
ay=y®* - y=aa1 g fazendo a—1:£,a:¥,temos

P*+q

+
q

P i
+ ‘D

p

_Hp+aHr
Ha E

Jaque p e q sdo primos entre si, p + g e q também sdo primos entre
S, e potanto devemos garantir que {’/m e {’/a sgam inteiros.
Necessariamente devemos ter p = 1; se ndo vejamos. suponha que p=2 e
queq =< paraagum inteiro positivo s, dai sP < p+q<(s+1)°
(pois (s + 1)°— "> p . &~ > p) e ndo teremos {/p + g sendo um inteiro, o
gue nosohrigafazer p=1.

D:DQI:II:II:H‘__IA:II:I
1
LI

ol|l+ o+
o] o]

,
:

Parax # y, teremos:

I:IQI:I oogo
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onde g éuminteiro maior do que ouigual a 1. E f&cil verificar quetaisx ey
sS40 racionais e sdo solugdes do problema, paratodo g = 1 natural.

13 Dado n O  determine determine o maior k 0  tal que existam
conjuntos Ay, Aa,..., A contidosem {1, 2, ...,n} deformaque
AiOA; paratodoi #j.

Observemos inicialmente que CX = ﬁ < ¢ paratodok com
I(n=-K)!

0<k<n(onde[n/2] éo Unico inteiro tal que [n/2] < n/2<[n/2] + 1). Defato,
C n-k
ck k+1

n

se k<n/2, 21 pdsn> 2k e portanto

n=2k+1,ousgan—k = k+ 1. Portanto, se k<n/2, CK<cl"d ese
k>n/2, C*=c"* <cl"¥ poisn-k<n/2. S§aAl{1,2,...n}e
P=(ay, &, ..., a, umapermutacdo de {1, 2,..., n}. Dizemos que P passa por

A se xite m< ncomA ={ay, a, ..., ant. Se A tem m elementos existem

exatamente m! (n — m)! permutagdes que passam po A. Como
nl nl

T _crmeclvd: , doncke

mmn-m! " [n/2]i(n-[ns2):

m (n—m)! = [n/2]1(n-[n/2]) paratodom< n.

Note agoraquese A, Ay, ..., A0 {1, 2,...,n} sdotaisque, paratodoi # |

A O A, entdo, sei # j, nenhuma permutagdo passa por A e Ay a0 mesmo
tempo.

Se m é o nimero de dementos do conjunto A (1< i < k), pademos concluir

k
que Zmi!(n—m)!sn!D k[n/2)t (n=[n/2)<no k<clva,

Por outro lado, ha CI”Jsubconjuntos de {1, 2, ..., n} com
exatamente [n/ 2] elementos e, obviamente, se A e B sdo dois subconjuntos
digtintos de [n/2] elementos de {1, 2,..., n} entdo A [0 B, de modo qte o

maior k que satisfaz as condi¢gdes do enurciado é Cr[,”’z].
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15) Considere uma segiiéncia de tridngul os reténgul os A,B.C,, no dano
cuja hipotenusa seja B,C,,, com as seguintes condi¢ies:

|) AB, = A1C1 =1
i) Bni1=BreAn = C, paratodon 0
iii ) An+1Chi1 € Ongruente aalturade A, emrelacd aB,C,.

Mostre que qualquer porto doplano pertence ainfinitos triangulos A,B,.C..

Sgjam a,, b, e ¢, os comprimentos dos lados B,.C,,, A.C, e A,B,, do tridngulo
AB.C,ea,o0angulo A B,C,.
E suficiente mostrarmos que @ hipotenusas dos tridngulos crescem

infinitamente e que os tridngulos d&o infinitas voltas em torno do paito B;.
Em outras palavras, devemos mostrar que a seqiiéncia (a,) é ilimitada eque

S, = Zak também cresceilimitadamente.

Sejah, adturarelativa ahipotenusa B,C,. E imediato que
amh, = byc.
Além dis, pelas condicbes (ii) e (iii), segue que
8 = Cn1 €bna = hy,
doncke concluimos que
bn+1Cn+1 = ann =...= b1C1 =1
Dai, a.h, = 1, paratodo retural n, € como aps1” = bpet® + Cria’, Ve
g =a; +i2, a’=2.
an
Sejap, = a,. Entdo, para mostrar que a, é ilimitada, é suficiente mostrarmos
gue (pn) éilimitada. Note que an.; > a,, paratodo retural n, de modo que (p,)
€ aescente. Temos

1
pn+1 pn T pl = 2
Pn

Vamos mostrar por inducdo que sempre temos P, =+/n+1 De fato,
2>\/§ e P, >n+1implicaP,, —P+ >w/n+1+ = >«/n+2
n p n+l /—n+1 /—n+1

Assm, P, (e portanto a,) é ilimitada. Vamos agora provar que (S) é
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—_ b : 1
ilimitada. Temos a, >sem, =—~=b_ b, >b%, (pois b, =— deaesce
an Cn

guandon cresce). Como
2 42 2 2 2 2 2 2 2y —
Pra =am, —a5, 0 ta, +ota, >(a; —ap) +(ag —a;) ..t (an, —ay) =

n
a2, —a’=+n+2-2eportanto S, = ;akéilimitado.

18)  Sgac amaior raiz red da euacio x> — 3¢ + 1=0.
Prove que [a*°®] é divisivel por 17.
Obs: [y] éoUnicointeirotal que[y] <y<[y] + 1.

Considere a,B e y asraizes de f(x)=x’— 3¢ + 1, a amaior deas,
e Sn=a"+ p" +y'.

(Obs. E fadl de se ver que todas as raizes <o reais. De fato,
f(-) <0< f(0),ef() <0< f(3).

Com estas consideracdes e as relacdes de Girard para f(x)= 0, tem-se que:

()  SO=c+°+y°=3,  Sn=a'+pl+y=3 e
S2)=c+ B +y? = (@ + f +y)'-2(aB+ay+By)=9-0=9

()  f(x) = xX*.(x-3)+1>0 paratodo x= 3.
Comof é mntinua e f(2,87) 00— 0,07< 0, segue-se que
2,87<a<3.
Por outro lado, de(l) tem-se a? + B2 +y*=9.
Assm, B +y®< 9-(2,87°<1.
Sendof(0) = 1, conclui-seque a e 3 sdo ndo nulas. Logo,
0<B? + y?<1econseqiientemente,

0<B?<1 e 0<y?<1.

() P =x""2fx)=x"-&x""+ x"7*(n=23) éum pdindmio, tal que:
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(P(a)=a" -3a""+a" =0
(B)=p"=3B™+ 5" =0
P =y" -y =0

Adicionando-se membro a membro , okdém-se paran = 3, aseguinte
relacé® derewrréncia

Sn)-3.S(n-1)+ S(n-3) =0, ou, melhor ainda
Sn)=3.Snh-1)-S(nh-3) (n=3

Sendo §0), 1) e S2) inteiros por (I), podemos concluir, através
da relagdo de recorrénciaadma eindugdo sobre n, que §(n) sera um
inteiro para gualquer natural n.
Assm,

S(2004) = a ™ + ¥ + y** éuminteiro.

Como 0<fB%<1 e 0<y®<1 ... por (11), segue-se que
O<BZOO4 +y2004 — (‘82)1002 +(y2)1002< ‘82 +y2 < 1
Logo, §2004 — 1< a ?°*< §2004), ousdia,

Oa %0 =5(2004 — 1

A relac® de recorréncia oltida em (Ill) implica an particular que
S(n)=3S(n—-1) - S(nh—-3) (mod17) paratodo n=3, 0 que permite
construir atabela seguinte de S(n) (mod 17):

S0) = 3(mod 17), Y1) = 3(mod 17), §2) = 9 (mod 17),

S3) =7 (mod 17), §4) = 1 (mod 17), §5) = 11(mod 17),

S6) =9 (mod 17), Y7) = 9 (mod 17), §8) = 16 (mod 17),

S9) = 5(mod 17), S10) =6 (mod 17), S(11) = 2 (mod 17),

S12) =1 (mod 17), Y13) = 14(mod 17), §(14) = 6 (mod 17),

S(15) =0 (mod 17), §(16) = 3(mod 17), S(17) = 3 (mod 17),

S(18) =9 (mod 17).

Note que §(16) = S(0) (mod 17), S(17) = Y1) (mod 17) e

S18) = §2) (mod 17). Is permite mostrar que S(n +16) = (n)
(mod 17) paratodon [0 . Defato, por inducéo, S(n + 16) =
39n+15-S(n+13)=39n-1) —-Yn-3) (mod 17) =

S(n)( mod 17), se n = 3 (usamos como base de indugéo 0s casos
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n=0,n=1en=2). Como consequéncia, concluimos que
S(n) = S(n + 16p) (mod 17), paratodo p O

(VIl)  Como 2004=4+16p, com p=125, temosde (1V), (V) e (VI):
S2004) = S4) = 1 (mod 17).
Portanto,
Da®®0 = S(2004 — 1 é divisivel por 17.

Nota: A demonstragéo acima foi baseada na resolugdo de um problema de
enurciado similar a este, proposto pela Franga e ndo utilizado na IMO de
1988.

19 a) Determine o nimero méximo de regides em que n retas podem
dividir o plano.
b) Determine o nlmero maximo de regides em que n planos podem

dividir o espaqo.
a) Observe inicialmente os casos abaixo:
)] Umaretadivideo pdanoem duasregides: 1 + 1.
i) Uma segundareta édividida pela anterior no maximo em duas

partes e mais duas regides S0 acrescentadas, ou sgja com 2 retas
temos: (1+ 1 + 2) regifes (no méximo.)

iii) Uma tercera reta édividida pelas duas retas anteriores no maximo
em trés partes e acescentando entdo mais trés regides, ousga com
3retastemos: (1 +1 +2 +3) regides (No méximo.)

iv) Suponta gyora que tenhamos n retas; a n-ésimareta édividida pelas
(n — 1) outras retas no Ma&ximo em n partes e evidentemente

aaescentando n regides, o que nosdard (L+ 1+ 2+ 3 +...+ n)
2
+

- n®+n -~
regiGesou +1 regibes.

Obs. Se as retas estdo em paosicdo gera todas as desigualdades acima sdo
igualdades.

b) Observe que:
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i) Quando temos dois planos, 0 segundo pano intersecta o primeiro
plano noméaximo através de uma reta e 0 segundo pano é dividido
em duas partes.

i) Um terceiro plano intersecta os planos anteriores em no méaximo
duasretas e o terceiro plano é dividido em 4 partes.

iii) Um quarto plano interseda os planos anteriores em no maximo 3
retas e o quarto plano édivididoem 7 partes.

Em geral, o k-ésimo planointersecta os anteriores em no maximo k — 1retas,
(k 1)2+(k D, K-k

que o dividem em no maximo regides

(pelo item a), ou sga, ao ser acrescentado o k-ésimo plano séo criadas no

. k? —-k+2 .
méximo =——= novas regides do espac.

Como um plano dvide o espago em duas regifes temos no maximo

n 2 _
2+ Z% regides em que k planas dividem o espaco.

Sabendo que 12 +22 +32 +...+n? :w, temos um total de

n®+5n+6 .. -
————— regides (N0 Maximo).

Obs:. Se os planos estdo em posicéo gerd todas as desigualdades adma sdo
igualdades.

Maria convidou 9 garotos e 8 garotas para sua festa de aniversario. Ela
preparou camisetas com os nimeros de 1 a 18 e ficou com a de nimero 1e
distribuiu as demais para seus corvidados. Em determinado momento, em
gue todos estavam dancando, a soma dos nimeros de cala casal era um
quadrado perfeito. Quais pares estavam dangando?

A maior soma possvel dos numeros de um casal € 18 + 17, que € menor que
6°. Assm, os valores das somas dos ndmeros de cala casal devem valer 4, 9,
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16 ou 25,de modo que os pares de 18, 17 e 16 devem ser 7, 8 e 9,
respedivamente. Portanto o par de 2 deve ser 14 (pois ndo pode ser 0 préprio
2e0 7ja épar do 18), 0o dolldeve ser 5 (pois 14 ja épar de 2), o de 4 deve
deve ser 12 (pois5jaé par de 11), o de 13 deve ser 3 (pois 12ja épar de 4),
0 deldeveser 15 (pois3jaépar de13e8jaépar del7) eo de 10 ceve ser
6 (pois15ja épar de 1). Assim, osparessdo 18e7, 17e€8,16e9, 15e1, 14
e2,13e3,12e4, 11e5, 10e6.

AD é abisstriz interna do éngulo A dotrigngulo ABC, com D sobre o lado
BC. As bissetrizes dos angulos ADB e ACB concorrem em E, com E sobre o
lado AB. Determine amedida do angulo BAC.

O problema é guivalente a problema 5 da pagina 3 da N°.3,
resolvido rapégina6 damesma.

S&0 dadas 13 moedas, das quais 12 tém o0 mesmo peso. N&o se sabe se a
dédma terceira moeda € mais leve ou mais pesada que as demais. Mostre
gue épossivel determinar a moeda diferente anpregando trés pesagens em
uma balan¢ade bragos. Isto ainda seria possivel com 14 moedas?

Das 13 moedas sel ecionaremos dois grupos de 4 moedas A, Az, Az, As €
Bi, By, Bs, B4 € & pesamos. Sobram 5 moedas, C;, C,, Cs, C4 € Cs. Temos
duas possibili dades:

)] A balancafica euilibrada. Neste caso a moeda diferente esté entre
as 5 restantes. Pesamos agora A, Az, Az € Cy, C;p, C3 (A1, Az € As S0
padr&o). Temos mais duas paossibili dades

i.1) Equilibrio. A moeda diferente € C, ou Cs. Pesamos A; e C,. Se der
diferente amoeda diferente éC,, e se houver equilibrio € Cs.

i.2) Desequilibrio. Vamos supa sem perda de generali dade que o grupo
C1C,C; é mais pesado que AjAAz. Ness caso a moeda diferente é
Ci, C; ou C; e émais pesada que as outras. Pesamos C; e C,. Se
hower desequilibrio a mais pesada é a diferente. Se hower
equilibrio é aCs.
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i) Desequilibrio. Vamos supa sem perda de generalidade que o grupo
AAAA, € mais pesado que B;B,B:B,. Pesamos agora Aj/AB; €
AsB,C;. Temos trés paossibili dades:

ii.1)  Equilibrio. Ness caso a moeda diferente €A, B; ouB,. Sefor A, é
mais pesada ese for B; ouB, é mais leve. Pesamos B; e B,. Se
hower equilibrio adiferente € A,. Se ndo amaisleve dasduas é a
diferente.

ii.2) O grupoA;AB; é mais pesado. Nesse @so a moeda diferente €A,
A, ou B,. Pesamos A; e A Se hower equilibrio a diferente éB,, se
ndo € amais pesada das duas.

ii.3) O grupoAAB; é mais leve. Nesse @so a moeda diferente éB; ou
As. Pesamos B; e C;. Se hower equilibrio a moeda diferente €As, se
nao é B;.

Se tivermos 14 moedas ndo é possivel determinar sempre a moeda
diferente. Se na primeira pesagem pesamos dois grupos de 5 ou mais moedas
e ndo houver equilibrio, a moeda diferente pode ser qualquer uma das pelo
mencs 10 envolvidas na pesagem. Como cada pesagem tem apenas 3
resultados possiveis, as duas Ultimas pesagens ddo no total no maximo 9
resultados diferentes, que ndo permitem distinguir todas as (pelo menos 10)
possibili dades de moeda diferente.

Se pesarmos dois grupcs de 4 ou menos moedas na primeira
pesagem e hower equilibrio sobram pelo menos 6 moedas para andlise. Se
na segunda pesagem usarmos 4 ou mais desss moedas de situacdo
desconhecida e ndo hower equilibrio, qualquer uma delas pode ser a
diferente ea Ultima pesagem (que sO tem 3 resultados possiveis) ndo pock
determiné-la com seguranca

Se na pesagem usamos 3 ou mencs das moedas de situacdo
desconhecida sobram pelo menos 3 em situagé desconhecida. Se natercdra
pesagem usamos duas delas ou todas as 3 e hower desequilibrio qualquer
uma dessas moedas pode ser a diferente, e ndo concluimos nossa tarefa. Se
usamos uma ou remhuma e hower equilibrio sobram pelo menos duas de
situacBo desconhedda, e em qualquer caso ndo é sempre possivel determinar
amoeda diferente.

Nota: O problema 10, proposto na pagina 59 ca N°. 2 generaliza
este problema. Tente resolvé-lo agora, adaptando para asituacdo geral 0s
argumentos desta sol ugéo!
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23)

24)

25)

Nota:
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Digase eiste umafuncdo polinomia de “em  cujaimagem seja

ointervalo (0,+e0) ={x[ | x>0}.
a) Encontre todas as luclesinteiras da equacéo Ja++b=4c.
b) Encontre todas as solucdes inteiras da equacéo $a+3b=3.

Sgjam a, B,y,d os angulos de um quadrilatero, nessa ordem. Prove
gue esse quadrildtero € inscritivel se, e somente se, a relagéo
aB +ad +yB +yd =’ ocorre.

Seja ABC um tridngulo qualquer de ortocentro H e sejam h,, hy, h.0s
comprimentos das alturas relativas a A, B, C respectivamente. Prove

que h,. AH+h, . BH+ hccm:%(az +b? +¢2).

Na loteria de Truchilandia, cada bilhete tem um nimero de trés
algarismos que usa somente os algarismos 1, 2, 3 4 (é permitido
repetir os digitos). Um bilhete é ganhada se coincide em pelo
menos duas posi¢gdes com 0 nimero sorteado.

Um apostador quer compar varios bilhetes, de maneira que um deles
ganhe mm certeza, mas gastando o minimo posdvel. Determinar
quantos hil hetes deve comprar e quais bilhetes deve comprar.

Obs. Se o bilhete sorteado for 0o 423 entdo 123 é um bilhete
ganhador, mas 243ndo é.

Durante 0 ano de 1998, uma pequenalivraria, que dria nos sete dias
da semana, vendeu no minimo um livro pa dia eum total de 600
livros no ano todo. Diga, justificando, se eistiu, obrigatoriamente,
um periodo ¢k dias consecutivos onde foram vendidos exatamente
129livros.

Os problemas 21, 22, 23 e 24 foram propostos na 1%, li sta de preparacé
para aX Olimpiada de Mateméticado Cone Sul. O problema 25 foi
proposto na | X Olimpiada de Mateméticado Rio Grande do Norte.
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A solucdo doproblema 2 da 9% Olimpiada de Matemética do Cone
Sul, (cujo enunciado estd na pagina 22 da N°.2) esti errada. Na
verdade publicamos a solucéo de outro problema do banco, cujo enunciado
era

Sejam H o artocentro dotridngulo ABC , ndo reténgulo, e M o ponto
médio dolado BC. A circunferéncia drcunscrita en P. Mostre que
P, H, M s&o colineares.

A solugdo correta do problema 2 da 9°. Olimpiada de Matemética do Cone
Sul é como segue:

Sgjam H o atocentro (interse¢@ das alturas) do tridngulo acuténgulo ABC e
M o pato médio do lado BC. Sgja X o porto em que areta HM intersecta o
arco BC (que ndo contém A) da drcunsferéncia circunscrita aABC. SgiaY o
porto de intersecd da reta BH com a drcunsferéncia, distinto de B.
Demonstre que XY = BC.

Solucéo:

Sgja X' 0 simétrico de H em relacdo ao ponto M. Vamos mostrar que X = X
O quadrildtero HBXC é um paraelogramo, pds os pontos médios de suas
diagonais coincidem. Entéo

[0 BXC=[0OBHC = 180 — [ BAC.
Segue que X' deve pertencer ao arco BC que ndo contém A, donck X = X.
Observe gora que o quadrilatero BYCX € um trapézio inscritivel (pois
BY [OX'C = XC), dande BC = XY.
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Eurekal Lembrei-me de Arquimedes quando tive aluz para aidéia
gue mexeu comigo e um punkedo ce aluncs que a@é entdo estavam inertes
face anecessidade de gorender Matemética.

Descobri! Diria Arquimedes, radiante de felicidade, no ban
portugués. E tal foi a enocé que vivi quando atinei para asolugéo que
revolucionaria o ensino da Matematica numa tdo carente escola publica. Ta
luz, que me veio a mente, iluminou alguns aluncs que poderiam hoje estar
mergulhados, como muitos, nas trevas do descaso e do abandoro do ensino
pudico.

Descobri! Que o saber dos ndmeros independe das classs ciais. E
democrético! E nasce no espirito daqueles a quem seja dada afagulha euma
palavrade mnfianga, deincentivo.

A funcé da Matematica € profunda, € humanistica, pois o bem estar
da mletividade € o fim de tudo. Cabe, & Matemética acriagd de espiritos
disciplinados, mentes sadias e grimoradas. E esse € 0 NOsSsO escopo:
estimulando, propiciando e melhorando o ensino dessa matéria nas Escolas
Brasileiras.

Prof. Paulo Araripe
Fortaleza-CE
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Se vocé éfandtico pa Matemética edesgja receber na sua caa a
revista , faca o seu pedido escrevendo pra Secretaria da
Olimpiada Brasileira de Mateméatica, Estrada Dona Castorina, 110 Jardim
Botanico - Rio de Janeiro, RJ - CEP: 22460320. 0 custo de cada exemplar
avulso ouatrasado € de R$4,00Q Vocé pode fazer uma assinatura anual o que
dara direito areceber as publica@es do referido ano (minimo 3 exemplares)
por um valor promocional de R$1000. Parais®, fagaum depdsito no Banco
do Brasil - Agéncia 05983 - Conta N°522082 em nome do professor
Eduardo Wagner. Envie-nos a fotocopia do depdsito e faga referéncia aos
numeros desgjados. Nao esquecade locar seu nome e @dereqQd completos
e nés remeteremos a(s) revista(s) pelo correio. Pedidos podem ser feitos
também por e-mail e comprovantes de depdsito paderdo ser enviados pelo
fax.

Setiver qualquer davida entre em contato conosco.
Telefone: 021-5295077/ Fax: 021-5295023

e-mail: obm@impa.br

Home-Page: http//www.obm.org.br/
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8 de maio (sabado)
.

17a24demaio
Argentina
.

Primeira Fase — 12 de junho(sdbado)
SegundaFase — 28 de gyosto (sébado)
Terceira Fase — 23 de outubro (sdbado) e 24 de outubro (domingo)
*

10a22dejulho
Bucharest, Roménia.
¢

setembro
Cuba.

7 C
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Amarisio daSilva Aradjo
Alberto Hassen Raad

Antonio C. Rodrigues Monteiro
Angela Camargo

Ariosto de Oliveira Lima
Benedito T. Vasconcdos Freire
Claudio Arconcher

Egnilson Miranda de Moura
Elio Mega

Floréncio F. GuimaraesF.
Francisco Dutenhefner
Gisdlede A. PrateadoG.
Ivanilde H. Fernandes Saad
JodoB. de Melo Neto
JodoF. Melo Libonati

Jorge Ferreira

José Carlos Pinto Leivas
José Luis Rosas Pinho

José Paulo Carneiro

José Vieira Alves

Leonardo Matteo D'orio

Licio Hernandes Bezerra
Luzinalva M. de Amorim
Marco Polo

Marcondes Cavalcante Franca
Mario Jorge Dias Carneiro
Pablo Rodrigo Ganassm
PauloH. CruzNeiva de L. Jr.
Reinaldo Gen I chiro Arakaki
Ricardo Amorim

Roberto Vizeu Barros

Sergio Claudio Ramos

Seme Gebara Neto

Tadeu Ferreira Gomes
Valdenberg Araujo daSilva
Wagner Pereira Lopes
Waldemar M. Canalli
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(UFV)

(UFJF)

(UFPE)

(Centro de Educacéo
de Adultos CEA)
(UFPI)

(UFRN)

Vicosa - MG
Juizde Fora- MG
Redfe - PE

Blumenau- SC
Parnaiba- PI
Natal - RN

(Col. Leonardo daVinci) Jundai - SP
(Col. Agricola doBom Jesus) Bom Jesus - PI

(Col. ETAPA)
(UFES)
(UFMG)
(UFGO)

(U. Catdlica Dom Bosco)

(UFPI)

(GrupoEduc. IDEAL)
(UEM)

(URG)

(UFSC)

(Usu)

(UFPB)

(Parque de Material
Aeronattico de Belém)
(UFC)

(UFBA)

(Colégio Snguar)
(UF Ceard)

(UFMG)

(L. Albert Einstein)

SéaoPaulo - SP
Vitéria- ES

Belo Horizonte - MG
Goiania- GO
Campo Grande - MS
Teresina- Pl

Belém- PA
Maringa- PR

Rio Grande- RS
Florianopdis- SC
Rio de Janeiro- RJ
CampinaGrance - PB

Belém- PA
Florianépdis- SC
Sdvador - BA
Sarto André - SP
Fortaleza - CE

Belo Horizonte - MG
Piracicaba- SP

(Esc. TecEverardo Pass) SJ dos Campos - SP

(INPE)

(Centro Educ. Logos)
(Colégio ACAE)
(IM-UFRGS)
(UFMG)

SJ dos Campos - SP
Nova lguagu - RJ
Volta Redonda - RJ
Porto Alegre - RS
Belo Horizonte - MG

(U. doEstadoda Bahia) Juazeiro - BA

(U. Federal de Sergipe)

SaoCristovao - SE

(Esc. Tec Fed. de Goias) Jatai - GO
(P.M. S. Jodo ce Meriti) S Jodo de Meriti - RJ
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