
���������
	����


����
����� ��������� �
����������� �! �" 
$#%
�&��%
���� �'���(��
)#����*
'�%���*+'�$� ,�
 -
.�/103234 5�687�9�5*9:034 ;�<:=35�9�>�7!.�/@? 6*53? /178A�739B5
����������� �! �" 
$#%
�&��%
���� �'���(��
)#����*
'�%���*+'�$� ,�
 C3-
.�/103234 5�687�9�5*9:034 ;�<:=35�9�>�7!D�53E�;3F�>37*A'7�9:5
����������� �! �" 
$#%
�&��%
���� �'���(��
)#����*
'�%���*+'�$� ,�
 �3C
.�/103234 5�687�9�5*9:034 ;�<:=35�9�>�7
GH53/1I:53? /178A�739:5
����������� �! �" 
$#%
�&��%
���� �'���(��
)#����*
'�%���*+'�$� ,�
 -3J
K�5�9:;34 L 73>30�9

MON�P%Q@R
S
T
��U�V�
%W�X����
#$�(��Y�
�Z'�$� Z�
%� -3[
\�F�L 03F�? 08]�7�68? F�^37*_8;�F3? `�a$53L 0
�����'V�W$Xb����#��� ����b&$�'���*
%�� ����b ����3���b� c�[
 �����&��d���*
%�
 ��%�� ��b�3����� e�[

�f���Z%#�
����'" �8 ��(,�
 J�C
,�������#%��Z%
$#����%���
����f�� ��Z�
$� � J��



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°7,  2000

2

g ��hjik�
l �O��m��nh

Realizamos durante 1999 a XXI Olimpíada Brasileira de Matemática em
mais de 2.500 colégios de nosso país, atingindo na realização da primeira etapa
cerca de 60.000 alunos. Este ano a Olimpíada se realizará nas seguintes datas:

 Primeira Fase – Sábado, 10 de junho
Segunda Fase – Sábado, 02 de setembro

Terceira Fase – Sábado, 21 de outubro (níveis 1,2 e 3)
Domingo, 22 de outubro (nível 3 - segundo dia).

A Comissão Nacional de Olimpíadas entende que todo aluno que desejar
participar da OBM deve poder fazê-lo sem restrições. A comissão oferece
inclusive a alunos de escolas que não participam da OBM a possibilidade de fazer
as provas sob supervisão direta do Coordenador Regional. As escolas podem
naturalmente aconselhar seus alunos a participar ou não da Olimpíada de acordo
com seus próprios critérios, mas a escola nunca deve impedir um aluno de
participar se este for o seu desejo.

Lembramos que a Olimpíada Brasileira de Matemática é uma competição
entre alunos e não entre colégios. A OBM divulga apenas os nomes e pontuações
dos alunos premiados; a OBM nunca divulgou nem divulgará comparações entre
colégios. Nosso objetivo é estimular o estudo de Matemática entre os jovens,
contribuir para o aprimoramento dos professores e propiciar uma melhoria do
ensino e do aprendizado desta matéria nas escolas brasileiras e não comparar
desempenhos de escolas.

O Regulamento da OBM foi atualizado. Leia o novo regulamento no site:
http://www.obm.org.br/regulamento.htm

Finalmente, aproveitamos, para registrar a realização da Semana
Olímpica 2000, atividade que vem sendo realizada desde 1998. Nesta
oportunidade o evento teve lugar na Universidade Metodista de Piracicaba
(UNIMEP) entre os dias 21 a 27 de janeiro de 2000. Durante a Semana Olímpica
2000, reunimos alunos ganhadores da XXI Olímpiada Brasileira de Matemática
nos seus três níveis de competição. Estes alunos participaram de um treinamento
intensivo com professores de diversas partes do país como preparação para a
futura formação das equipes que representarão o Brasil em Olimpíadas
Internacionais. Além disso eles tiveram a oportunidade de conquistar novas
amizades, iniciando um relacionamento extremamente proveitoso com outros
jovens da mesma faixa de idade e com interesses semelhantes.
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01. Um pequeno caminhão pode carregar 50 sacos de areia ou 400 tijolos. Se
foram colocados no caminhão 32 sacos de areia, quantos tijolos pode ainda ele
carregar?
A) 132 B) 144 C) 146 D) 148 E) 152

02. A calculadora de Juliana é bem diferente. Ela tem uma tecla D, que duplica o
número escrito no visor e a tecla T, que apaga o algarismo das unidades do
número escrito no visor.Assim, por exemplo, se estiver  escrito 123 no visor e
apertarmos D, teremos 246; depois, apertando T, teremos 24. Suponha que esteja
escrito 1999. Se apertamos D depois T, em seguida D, depois T, teremos o
número:
A) 96 B) 98 C) 123 D) 79    E) 99

03. O gráfico abaixo mostra o  valor aproximado do dólar em reais no dia 15 dos
últimos 6 meses.

1,0

1,5

2,0

D J F M A M J

Marcelo comprou um carro usando um sistema de financiamento chamado
leasing corrigido pela variação do dólar e suas prestações vencem exatamente
no dia 15 de cada mês.  Em dezembro, Marcelo pagou R$ 600,00 de prestação.
Com base na tabela, podemos dizer que em maio a prestação foi de:
A) R$ 700,00        B) R$ 850,00       C) R$ 650,00        D) R$ 900,00
E) R$ 800,00

04. Numa  certa  cidade,  o  metrô  tem  todas  suas 12  estações em linha reta. A
distância entre duas estações vizinhas é sempre a mesma. Sabe-se que a distância
entre a terceira e a sexta estações é igual a 3 300 metros. Qual é o comprimento
dessa linha?
A) 8,4  km B) 12,1 km   C) 9,9 km   D) 13,2 km    E) 9,075 km
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05. A metade do número  811 42 +  é igual a:
A) 45 42 + B) 85 22 +      C) 810 21 +      D) 515 42 +        E) 79 42 +

06. Quantos números de dois algarismos  são  primos e têm como  antecessor  um
quadrado perfeito ?
A) 2 B) nenhum C) 1   D) 3 E) 6

07. Quantas vezes num dia (24 horas) os ponteiros de um relógio formam ângulo
reto ?
A) 48 B) 44 C) 24 D) 22 E) 23

08. Dona  Zizi comprou  2 balas para cada aluno de uma  5a série.  Mas  como  os
meninos andavam meio barulhentos, ela resolveu redistribuir essas balas, dando 5
para cada menina e apenas 1 para cada menino. Podemos concluir que na 5a série
A) 20% são meninos   B) 30% são meninas   C) 75% são meninos
D) 50% são meninas   E) 66,6...% são meninos

09. Vários   caixotes   cúbicos   de  plástico
Azul ficaram armazenados ao ar li vre, na
posição indicada na figura ao lado, na qual
apenas um dos caixotes não é  visível. Com
o tempo, o plástico exposto ao ar perdeu
sua cor, tornando-se cinza. Ao desfazer a
pilha, verificaremos que o número de
caixotes com três faces azuis e três
cinzentas será:
A) 4         B) 5               C)  3               D)  2
E) 1

10. Ronaldo, sempre que pode, guarda moedas de  50  centavos ou 1 real.
Atualmente, ele tem 100 moedas, num total de 76 reais. Quantas moedas de um
valor  ele tem a mais do que a de outro valor ?
A) 48      B) 4     C) 8     D) 52     E) 96

11. Juntando  três  quadrados  congruentes  e  fazendo  coincidir
lados comuns, sem superposição, podemos formar duas figuras
diferentes, como mostra a figura ao lado. Observe que uma
figura obtida de outra por rotação, deslocamento ou reflexão, é
congruente à mesma figura (muda apenas a posição). Por
exemplo, temos abaixo figura iguais em 4 posições diferentes:
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Vamos agora pegar três losangos congruentes, um deles
representado ao lado.
Quantas figuras diferentes podemos formar com os três
losangos, fazendo coincidir lados comuns ?

A) 1 B) 2 C) 3 D) 5 E) 9

12. Renata   digitou   um   trabalho  de  100  páginas  numerados  de 1 a 100  e  o
imprimiu. Ao folhear o trabalho, percebeu que sua impressora estava com defeito,
pois trocava o zero pelo um e o um pelo zero na numeração das páginas. Depois
de consertar a impressora, quantas páginas teve que reimprimir, no mínimo ?
A) 18        B) 20       C) 22       D) 30      E) 28

13. Letícia  vendeu  todos  seus  CDs  de  videogames  para  três  amigos, que lhe
pagaram, respectivamente, R$ 240,00, R$ 180,00 e R$ 320,00. Todos os CDs
tinham o mesmo preço. Quantos CDs tinha Letícia no mínimo?
A) 20     B) 37    C) 28     D) 21     E) 25

14. 6  cartões   com   números  somente   numa   das   faces
são colocados sobre uma mesa conforme a ilustração. Os
cartões X e Y estão com a face numerada voltada para
baixo. A média aritmética dos números de todos os cartões
é 5. A média aritmética dos números do cartão Y e seus três
vizinhos é 3. Qual é o número escrito no cartão X ?

8

X 6 Y

2  4

A) – 4 B) 12 C) 0 D) 15 E) 10

15. Rafael tem 
3

2
 da idade de Roberto  e  é 2 anos mais  jovem  que  Reinaldo. A

idade de Roberto representa 
3

4
 da idade de Reinaldo. Em anos, a soma das idades

dos três é:
A) 48 B) 72   C) 58 D) 60  E) 34
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16. Marcos  quer  pesar  três  maças  numa  balança de
Dois pratos, mas ele dispõe de apenas um bloco de
200 gramas.  Observando o equilíbrio na balança, ele
observa que a maçã maior tem o mesmo peso que as
outras duas maçãs juntas; o bloco e a maçã menor
pesam tanto quanto as outras duas maçãs juntas; a
maçã maior junto com a menor pesam tanto quanto
bloco. O peso total das três maçãs é:
A) 250 g      B) 300 g     C) 350 g     D) 400 g     E) 450 g

17. No  desenho  ao  lado  estão  representados
Quatro triângulos retângulos e um retângulo,
bem como suas medidas.
Juntando todas essas figuras, podemos construir
um quadrado. O lado desse quadrado irá medir:
A) 88 cm      B) 100 cm      C) 60 cm
D) 96 cm      E) 80 cm

12

16

16

60

60

80
88

80

100

100 20

12 16

20

18. Numa certa cidade, foi adotado o seguinte sistema de rodízio de carros:  duas
vezes por semana, de segunda a sexta, cada carro fica proibido de circular, de
acordo com o final de sua placa (algarismo das unidades). O número médio de
finais de placa proibidos diferentes para cada dia de proibição é:
A) 4 B) 1 C)  3 D)  2 E)  indefinido

19. Alexandre,    consultando    a    programação    de   filmes,    decidiu   gravar
Contato, cuja duração é de 150 minutos. Para gravar numa única fita, ele
começou com velocidade menor (modo EP, que permite gravar 6 horas) e, num
dado momento, mudou para a velocidade maior (modo SP, que permite gravar 2
horas), de forma que a fita acabou exatamente no fim do filme. Do início do filme
até o momento da mudança do modo de gravação, quantos minutos se  passaram?
A) 60  B) 30 C) 15 D) 45  E) 105

20. Você  sabe  que  existem  9 números  de um algarismo,  90  números  de dois
algarismos, 900 números de três algarismos, etc. Considere agora cada número
cujo último algarismo à direita representa o número de algarismos desse número.
Por exemplo, o número 9 074 é um deles, pois 4 é o número de seus algarismos.
Quantos números desse tipo existem ?
A) 99 999 999    B) 99 999 992   C) 100 000 000    D) 10 000 000
E) 1 000 000 000
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01. Veja problema 01 do Nível 1.

02.  Em um hotel há 100 pessoas. 30 comem porco, 60 comem galinha e 80
comem alface. Qual é o maior número possível de pessoas que não comem
nenhum desses dois tipos de carne?
A) 10 B) 20 C) 30 D) 40 E) 50

03. Uma folha quadrada foi dobrada duas vezes ao longo de suas diagonais
conforme ilustração abaixo, obtendo-se um triângulo isósceles. Foi feito um corte
na folha dobrada, paralelo à base desse triângulo, pelos pontos médios dos outros
lados.  A área do buraco na folha corresponde a que fração da área da folha
original ?

A) 
2

1
      B) 

6

1
     C) 

8

3
     D) 

4

3
    E) 

4

1

04. Veja problema 9 do Nível 1.
05. Veja problema 17 do Nível 1.

06. Contando-se os alunos de uma classe de 4 em 4 sobram 2 e contando-se de 5
em 5 sobra 1. Sabendo-se que 15 alunos são meninas e que nesta classe o número
de meninas é maior que o número de meninos, o número de meninos nesta classe
é igual a :
A) 7 B) 8 C) 9 D) 10 E) 11

07. O quociente de 5050 por 2525 é igual a :
A) 2525 B) 1025 C) 10025 D) 225 E) 2 × 2525

08. Qual o 1999o algarismo após a vírgula na representação decimal de 
37

4
 ?

A) 0 B) 1 C) 2 D) 7 E) 8
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09. Um retângulo ABCD está dividido em quatro retângulos menores. As áreas de
três deles estão na figura abaixo. Qual é a área do retângulo ABCD?

16

12 27

 A

 B  C

 D

A) 80 B) 84 C) 86 D) 88 E) 91

10. Em um aquário há peixes amarelos e vermelhos: 90% são amarelos e 10% são
vermelhos. Uma misteriosa doença matou muitos peixes amarelos, mas nenhum
vermelho. Depois que a doença foi controlada verificou-se que no aquário, 75%
dos peixes vivos eram amarelos. Aproximadamente, que porcentagem dos peixes
amarelos morreram?
A) 15% B) 37% C) 50% D) 67% E) 84%

11. Pedro saiu de casa e fez compras em quatro lojas, cada uma num bairro
diferente. Em cada uma gastou a metade do que possuía e a seguir, ainda pagou
R$ 2,00 de estacionamento. Se no final ainda tinha R$ 8,00, que quantia tinha
Pedro ao sair de casa?
A) R$ 220,00      B) R$ 204,00        C) R$ 196,00  D) R$ 188,00      
E) R$ 180,00

12. Quantos são os possíveis valores inteiros de x para que 
19

99

+
+

x

x
 seja um

número inteiro?
A) 5 B) 10 C) 20 D) 30 E) 40

13. A diferença entre a maior raiz e a menor raiz da equação

( ) ( ) 021452 22 =−−− xx  é:

A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) 6

14. Uma bola de futebol é feita com 32 peças de couro. 12 delas são pentágonos
regulares e as outras 20 são hexágonos também regulares. Os lados dos
pentágonos são iguais aos dos hexágonos de forma que possam ser costurados.
Cada costura une dois lados de duas dessas peças.
Quantas são as costuras feitas na fabricação de uma bola de futebol?
A) 60 B) 64 C) 90 D) 120 E) 180
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15. Hoje, 12/6/1999, Pedro e Maria fazem aniversário. No mesmo dia em 1996, a
idade de Pedro era 3/4 da idade de Maria. No mesmo dia em 2002, a idade de
Pedro será igual à de Maria quando ele tinha 20 anos. Quantos anos Maria está
fazendo hoje?
A) 30 B) 31 C) 32 D) 33 E) 34

16. Uma caixa contém 100 bolas de cores distintas. Destas, 30 são vermelhas, 30
são verdes, 30 são azuis e entre as  10 restantes, algumas são brancas e outras são
pretas. O menor número de bolas que devemos tirar da caixa, sem lhes ver a cor,
para termos a certeza de haver pelo menos 10 bolas da mesma cor é:
A) 31 B) 33 C) 35 D) 37 E) 38

17. Quantos são os triângulos que possuem medidas dos seus lados expressas por
números inteiros e tais que a medida do maior lado seja igual a 11 ?
A) 10 B) 11 C) 12 D) 24 E) 36

18. Os pontos S, T e U são os pontos de tangência do círculo inscrito no triângulo
PQR sobre os lados RQ, RP e PQ respectivamente. Sabendo que os
comprimentos dos arcos TU, ST e US estão na razão TU : ST : US = 5 : 8 : 11, a
razão ∠TPU : ∠SRT : ∠UQS é igual a :
A) 7 : 4 : 1 B) 8 : 5 : 2 C) 7 : 3 : 2 D) 11 : 8 : 5 E) 9 : 5 : 1

19. Aos vértices de um cubo são atribuídos os números de 1 a 8 de modo que os
conjuntos dos  números  correspondentes  aos  vértices  das  seis  faces  são
{ 1, 2, 6, 7} , { 1, 4, 6, 8} , { 1, 2, 5, 8} , { 2, 3, 5, 7} ,  { 3, 4, 6, 7} e { 3, 4, 5, 8} . O
vértice atribuído ao número 6 está mais longe do vértice de número
A) 1 B) 3 C) 4 D) 5 E) 7

20. Com os 5 números ímpares entre –5 e 4 e com os 5 números pares entre –5 e
4 são formados 5 pares de números. Se N é a soma dos produtos, obtidos em cada
par de números, o valor mínimo possível de N é igual a :
A) – 41 B) – 40 C) – 28 D) –10 E) 0
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01. Veja problema 01 do Nível 1.
02.  Veja problema 02 do Nível 2.

03. Um gafanhoto pula exatamente 1 metro. Ele está em um ponto A de uma reta,
só pula sobre ela, e deseja atingir um ponto B dessa mesma reta que está a 5
metros de distância de A com exatamente 9 pulos. De quantas maneiras ele pode
fazer isso?
A) 16 B) 18 C) 24 D) 36 E) 48

04. Sendo a ≠ b e b ≠ 0, sabe-se que as raízes da equação 02 =++ baxx  são
exatamente a e b. Então, a – b é igual a:
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

05. Veja problema 09 do Nível 2.
06. Veja problema 14 do Nível 2.

07. A diferença entre a maior raiz e a menor raiz da equação

( ) ( ) 021452 22 =−−− xx  é:
A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) 6

08. Veja problema 12 do Nível 2.

09. Se 00 < x < 900 e 
4

1
cos =x  então x está entre:

A) 00 e 300 B) 300 e 450 C) 450 e 600 D) 600 e 750 E) 750 e 900

10. Veja problema 11 do Nível 2.

11. Para todo n natural definimos a função f por:  ( )
2

n
nf = se n é par,

( ) 13 += nnf se n é ímpar. O número de soluções da equação ( )( )( ) 16=nfff  é:
A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) 6

12. O número N = 11111 . . . 11 possui 1999 dígitos, todos iguais a 1. O resto da
divisão de N por 7 é:
A) 1 B) 2 C) 4 D) 5 E) 6
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13. Um quadrado ABCD possui lado 40cm. Uma circunferência contém os
vértices A e B e é tangente ao lado CD. O raio desta circunferência é:
A) 20cm B) 22cm C) 24cm D) 25cm E) 28cm

14. Veja problema 18 do Nível 2.
15. Para quantos valores inteiros de x existe um triângulo acutângulo de lados 12,
10 e x?
A) 9 B) 10 C) 12 D) 16 E) 18

16. A circunferência abaixo tem raio 1, o arco AB mede 700 e o arco BC mede
400. A área da região limitada pelas cordas AB e AC e pelo arco BC mede:

C

B

A

A) π/8 B) π/9 C) π/10 D) π/12 E) π/14

17. A reta r contém os pontos (0, 4) e (7, 7). Dos pontos abaixo, qual é o mais
próximo da reta r?
A) (1999, 858) B) (1999, 859) C) (1999, 860)
D) (1999, 861) E) (1999, 862)

18. Quantos são os pares (x, y) de inteiros positivos que satisfazem a equação
2x +3y = 101 ?
A) 13 B) 14 C) 15 D) 16 E) 17

19. Quantos números inteiros entre 10 e 1000 possuem seus dígitos em ordem
estritamente crescente?  (Por exemplo, 47 e 126 são números deste tipo; 52 e 566
não).
A) 90 B) 98 C) 112 D) 118 E) 120

20. Veja problema 10 do Nível 2.
21. Veja problema 15 do Nível 2.

22. No quadrado ABCD o ponto E é médio de BC e o ponto F do lado CD é tal
que o ângulo AEF é reto. Aproximadamente, que porcentagem a área do triângulo
AEF representa da área do quadrado?
A) 28% B) 31% C) 34% D) 36% E) 39%
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23. Dois irmãos herdaram o terreno ABC com a forma de um triângulo retângulo
em A, e com o cateto AB de 84m de comprimento. Eles resolveram dividir o
terreno em duas partes de mesma área, por um muro MN paralelo a AC como
mostra a figura abaixo. Assinale a opção que contém o valor mais aproximado do
segmento BM.

NM

C

B

A

A) 55m B) 57m C) 59m D) 61m E) 63m

24. As representações decimais dos números 19992 e  19995  são escritas lado a
lado. O número de algarismos escritos é igual a :
A) 1999 B) 2000 C) 2001 D) 3998 E) 3999

25. Veja problema 16 do Nível 2.

�k���b�b�b�����

Pr imeiro Nível (5a. e 6a. séries)
1) B 6) A 11) E 16) B
2) D 7) B 12) E 17) E
3) B 8) C 13) B 18) A
4) B 9) A 14) E 19) D
5) D 10) B 15) C 20) C

Segundo Nível (7a. e 8a. séries)
1) B 6) E 11) D 16) E
2) D 7) C 12) C 17) E
3) E 8) B 13) A 18) A
4) A 9) E 14) C 19) D
5) E 10) D 15) B 20) B

Terceiro Nível (Ensino Médio)
1) B 6) C 11) C 16) B 21) B
2) D 7) A 12) A 17) D 22) B
3) D 8) C 13) D 18) E 23) C
4) D 9) E 14) A 19) E 24) B
5) E 10) D 15) A 20) D 25) E
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��
Corte  10   algarismos  do   número   1234512345123451234512345,   para   que
o número restante seja o maior possível.

 �����&��d���*
��
Sabe-se que três meses consecutivos de um determinado ano, não bissexto,
possuem cada um exatamente quatro domingos.
a) Estes meses podem ser janeiro, fevereiro e março?
b) Podem ser agosto, setembro e outubro?

 �����&��d���*
� 
Na figura, os triângulos ABC e EGF são equiláteros. O perímetro do triângulo
ABC é 132cm e, além disso,

AE = EC
BD = DC

                          EF = FC
                         DG = GE
a) Qual o perímetro da área sombreada?
b)    Que fração da área do triângulo ABC
        representa a área sombreada?

  A

 B

 C

 D

  E   F

 G

 �����&��d���*
�¡
Pedro distribuiu 127 moedas de 1 real em sete caixas e colocou em cada uma
delas uma etiqueta dizendo o número de moedas da caixa. Essa distribuição foi
feita de forma que qualquer quantia de R$1,00 a R$127,00 pudesse ser paga
entregando-se apenas caixas fechadas. De que maneira Pedro fez essa
distribuição?

 �����&��d���*
�¢
Um edifício muito alto possui 1000 andares, excluindo-se o térreo. Do andar
térreo partem 5 elevadores:
O elevador A pára em todos os andares.
O elevador B pára nos andares múltiplos de 5, isto é, 0, 5, 10, 15, …
O elevador C pára nos andares múltiplos de 7, isto é, 0, 7, 14, 21, …
O elevador D pára nos andares múltiplos de 17, isto é, 0, 17, 34, 51, …
O elevador E pára nos andares múltiplos de 23, isto é, 0, 23, 46, 69, …
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a) Mostre que, excetuando-se o andar térreo, não existe nenhum andar onde
param os 5 elevadores.
b) Determine todos os andares onde param 4 elevadores.

 �����&��d���*
�£
Encontre o menor tabuleiro quadrado que pode ser ladrilhado usando peças com o
seguinte formato:

Obs: Ladrilhado significa completamente coberto, sem superposição de peças, e
de modo que nenhum ponto fora do tabuleiro seja coberto por alguma peça.

T}S¥¤%¦�§k¨¥©$TªT«©$R¥¦k¬k­�M¯®dMkT�©±°*¬�²1³´©}¤zµ
�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
��
O maior número restante é 553451234512345. Para ver isto, podemos supor que
os cortes são feitos da esquerda para a direita. Se deixarmos de cortar todos os
quatro primeiros algarismos, o número que resta começará por 1, 2, 3 ou 4. Logo,
menor que o número acima. Feito isto, se deixarmos de cortar a segunda
seqüência 1234, o número que resta terá na primeira ou segunda casa, da
esquerda para a direita, 1, 2, 3 ou 4. Ainda menor que o número acima. Os dois
primeiros 5 devem permanecer, pois retirando-se um deles, completamos 9
retiradas e aí algum algarismo da terceira seqüência 1234 aparecerá na 1a ou na 2a

casa. Finalmente devemos cortar a seqüência 12, que ocupa a 11a  e 12a posição.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
��
Se o dia primeiro de janeiro for Segunda-feira, e o ano não for bissexto, então os
meses de janeiro, fevereiro e março terão 4 domingos cada.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
� 
  (Solução resumida)

a) ( ) 1213442 =⋅+⋅=Perímetro .      b) SSSS
16

13

4

1
.

4

1

4

3
' =+=

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�¡
Basta distribuir as moedas em 7 caixas contendo respectivamente 1, 2, 4, 8, 16,
32 e 64 moedas. Para outros pagamentos Pedro pode fazer 3 = 1 + 2, 5 = 1 + 4, 6
= 2 + 4, 7 = 1 + 2 + 4. Assim já pode pagar as quantias de 1 a 7 reais com o
conteúdo das caixas. Somando-se a parcela de 8 a estas somas chega-se nas
somas de 9 até 15. Somando-se a parcela de 16 às 15 somas assim formadas
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obtém-se somas de 17 a 31. A estas acrescenta-se a parcela de 32. E finalmente a
parcela de 64, obtendo-se assim todas as somas de 1 a 127 = 1+ 2 + 4 + 8 + 16 +
32 + 64.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�¢
a) O elevador B pára nos múltiplos de 5.

O elevador C pára nos múltiplos de 7.
O elevador D pára nos múltiplos de 17.
O elevador E pára nos múltiplos de 23.

Como 5, 7, 17 e 23 são números primos, para que todos parem num mesmo
andar, este tem que ser múltiplo de 5 × 7 × 17 × 23 =  13685 e o prédio só tem
1000 andares.

b) Para que num andar parem exatamente quatro elevadores, devem parar A,
que pára em todos, e três dos restantes.
B, C e D param nos múltiplos de 5 × 7 × 17 = 595
B, C e E param nos múltiplos de 5 × 7 × 23 =  805
B, D e E param nos múltiplos de 5 × 17 × 23 = 1955
C, D e E param nos múltiplos de 7 × 17 × 23 =  2737
Logo, os andares onde param 4 elevadores são o 595 e o 805.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�£
O menor tabuleiro é do tipo 10 × 10 coberto com 20 peças, como mostrado, por
exemplo, pela figura abaixo, à esquerda.

Com efeito, o número de casas do
tabuleiro é um quadrado perfeito
múltiplo de 5. Logo é 25, 100, 225 ou
... etc. Mas um tabuleiro 5 × 5 não
pode ser coberto com peças deste tipo,
pois ao tentarmos completar uma
lateral do tabuleiro, seremos
conduzidos a uma das duas figuras à
direita, as quais não se deixam
completar pelas peças para formar todo
o tabuleiro.
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 �����&��d���*
��
Três meses consecutivos de um determinado ano, não bissexto, possuem
exatamente quatro domingos cada um. Prove que um destes meses é fevereiro.

 �����&��d���*
��
Num quadro-negro são escritos três inteiros. Começa-se, então, uma sequência de
movimentos onde, em cada passo, apaga-se um deles e escreve-se em seu lugar a
soma dos outros dois diminuída de uma unidade. Após vários movimentos, estão
escritos no quadro os números 17, 75 e 91. É possível que no início estejam
escritos no quadro :

a) 2, 2, 2 ?
b) 3, 3, 3 ?

 �����&��d���*
� 
  

Seja ABCD um quadrado. Escolhemos pontos M, N, P, Q respectivamente sobre
AB, BC, CD e DA, de modo que as circunferências circunscritas aos triângulos
MBN e PDQ sejam tangentes exteriormente. Mostre que MN +PQ ≥ AC.

 �����&��d���*
�¡
  

Determine o maior natural n para o qual existe uma reordenação (a, b, c, d) de (3,

6, 9, 12) (isto é, { a, b, c, d} = { 3, 6, 9, 12} ) tal que o número 3 6 9 12a b c dn  seja
inteiro. Justifique sua resposta.

 �����&��d���*
�¢
Um professor de matemática passou aos seus alunos a adição 

D

C

B

A +  onde A, B,

C e D são inteiros positivos, as frações estão simpli ficadas ao máximo e os
denominadores são números primos entre si. Os alunos adicionaram as frações
tirando o mínimo múltiplo comum dos denominadores das parcelas e escrevendo
este como o denominador do resultado. Mostre que a fração que os alunos
encontraram como resultado está simpli ficada.

 �����&��d���*
�£
Determine  todos  os  inteiros  positivos  n  para  os  quais é possível montarmos
um retângulo 9 × 10 usando peças 1 × n.
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T}S¸¤%¦�§k¨¥©$T¹T´©$R¥¦k¬k­�Mº®dMkT�©±°*¬�²1³´©}¤¼»
�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
��
Se  nenhum  destes  meses  for  fevereiro,  o número total de dias não pode ser
menor que 91 = 7. 13 e portanto o número total de domingos não poderia ser
menor do que 13.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
��

a) Estão escritos inicialmente 3 números pares. Quando um deles é apagado, é
escrito em seu lugar um número ímpar. Após o 1º movimento ficam então
dois números pares e um número ímpar. Se apagarmos agora o número
ímpar, surgirá em seu lugar outro númro ímpar e se apagarmos um número
par aparecerá em seu lugar outro número par. Deste modo, após qualquer
número de movimentos restarão dois números pares e um número ímpar e
portanto, não é possível termos no final os três números ímpares 17, 75 e 91.

b) Sim, uma possível  sequência de movimentos é : 3, 3, 3 → 5, 3, 3 → 5, 3, 7
→ 5, 11, 7 → 17, 11, 7 →   17 , 11, 27 → 17, 43, 27 → 17, 43, 59 →17, 75,
59 → 17, 75, 91.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
� 
A figura abaixo representa a situação, onde X e Y são os pontos médios dos
segmentos MN e PQ e Z é o ponto de tangência das circunferências. Então, como

°=∠=∠ 90PDQMBN , segue que BX = MX = NX = XZ e DY = QY = YP = YZ.

Assim, MN + PQ = BX + XZ + ZY + YD ≥ BD = AC .
  A

   M

  B

  X
  Z

  Q  D

 N

    P

 C�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�¡
Temos .3212963 22 dcbadbdcba ++++ ⋅=⋅⋅⋅ Para (a, b, c, d) dados, o maior n
possível é .2}2,2{ dbdcbadbmdc +≤++++  Note que b + 2d é máximo
(com b e d elementos distintos de { 3, 6, 9, 12} ) quando d = 12 e b = 9. Neste
caso, b + 2d = 33, e a +  b + 2c + d = 21 + a + 2c. Tomando a = 6 e c = 3, temos
também a + b + 2c + d = 33, que é obviamente o maior valor possível para n,
obtido para (a, b, c, d) = (6, 9, 3, 12).



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°7,  2000

18

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�¢
Como os denominadores das frações são primos entre si, seu MMC é BD  e assim,

a fração resultante é 
BD

CBAD +
. Suponhamos que esta fração não seja irredutível

isto é, que exista algum número primo p que divida o numerador e o denominador
desta fração. Como o produto BD é divisível por p, um dos seus termos, digamos
B sem perda de generalidade o seja. Entretanto, uma das parcelas da soma AD +
CB  é divisível por p e como a soma, por hipótese, é divisível por p a parcela AD
é também divisível por p. Portanto A ou D é divisível por p. No primeiro caso

temos uma contradição com o fato da fração 
B

A
  ser irredutível, no outro casos a

contradição está no fato de que os denominadores das frações iniciais sempre são
primos entre si.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�£
É claro que n deve ser no máximo 10 e dividir 90. Assim, restam para n as
possibilidades 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10. Fora n = 6, é imediato que n pode assumir
qualquer um dos outros valores acima. Começando a tentar montar o retângulo
com peças 1 × 6 a partir de um canto, concluímos prontamente que a tarefa não é
possível.
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 �����&��d���*
��
Nos extremos de um diâmetro de um círculo, escreve-se o número 1 (primeiro
passo) . A seguir, cada semicírculo é dividido ao meio e em cada um dos seus
pontos médios escreve-se a soma dos números que estão nos extremos do
semicírculo (segundo passo) . A seguir, cada quarto de círculo é dividido ao meio
e em cada um dos seus pontos médios coloca-se a soma dos números que estão
nos extremos de cada arco (terceiro passo). Procede-se, assim, sucessivamente:
sempre cada arco é dividido ao meio e em seu ponto médio é escrita a soma dos
números que estão em seus extremos.  Determinar a soma de todos os números
escritos após 1999 passos.

 �����&��d���*
��
   Veja problema 3 do nível 2. �����&��d���*
� 
   Veja problema 4 do nível 2.

 �����&��d���*
�¡
Determine todos os inteiros positivos n para os quais é possível montarmos um
retângulo 9 × 10 usando peças 1 × n.

 �����&��d���*
�¢
José tem três pares de óculos, um magenta, um amarelo e um ciano. Todo dia de
manhã ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado de nunca usar o mesmo
que usou no dia anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o magenta, qual a
probabilidade de que dia 31 de agosto ele volte a usar o magenta?

 �����&��d���*
�£
Encontre as soluções inteiras de 99933 =− yx .

½%�k¾�¿bÀ�ÁkÂ%½¥½%Â%�k¿bÃbÄb��Å��b½%ÂÇÆ�ÃbÈ�É%Â%¾)Ê
�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
��

Seja S(n) a soma dos termos em cada passo em um dos semicírculos. Observemos
que S(1) = 2, S(2) = 4, e S(3) = 10. Deste modo, nos parece razoável conjecturar
que S(n) = 3n − 1 +1. Claramente,   S(1) = 31 − 1 + 1. Os novos termos adicionados
para formar Ln +1 representam somas de dois termos consecutivos de Ln e cada
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termo de Ln, excetuando-se o primeiro e o último, aparece  em  exatamente  duas
destas   somas.   Daí, S(n +1) = S(n) + 2(S(n) − 1) = 3S(n) – 2 = 3(3n − 1 + 1) – 2 =
3(n + 1) − 1 + 1. Levando  em  consideração  o  outro  semicírculo,  temos  que  a
soma  após  os  1999  passos  é  igual a 2.(31999 − 1 + 1) − 2 = 2. 31998

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
��
Veja solução do problema 3 do nível 2.�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
� 

  Veja solução do problema 4 do nível 2.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�¡
É claro que n deve ser no máximo 10 e dividir 90. Assim, restam para n as
possibilidades 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10. Fora n = 6, é imediato que n pode assumir
qualquer um dos outros valores acima. Começando a tentar montar o retângulo
com peças 1 × 6 a partir de um canto, concluímos prontamente que a tarefa não é
possível.

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�¢
Sejam mn , an e cn as probabil idades de que no dia n ele use óculos magenta,

amarelo e ciano, respectivamente. Temos m1 = 1, a1 = c1 = 0 e 
21

nn
n

ca
m

+
=+ ,

21
nn

n

cm
a

+
=+ , e  

21
nn

n

am
c

+
=+  Como an + cn + mn = 1, temos .

2

1
1

n
n

m
m

−
=+

Assim, 
3

)2(1 2 n

nm
−−−= , e em 31 de agosto a probabilidade de que ele volte a

usar o magenta é .
3

21 29

31

−+=m

�����'V�W$¶%�· �����&��'���8
�£
Temos 373)( )( 322 ⋅=++− yxyxyx . Suponhamos x > y.  Assim, os possíveis

valores de a = x – y são 1, 3, 9, 27, 37, 3 ⋅ 37, 9 ⋅ 37, 27 ⋅ 37 e cada valor permite
fazer y = x – a e precisamos apenas verificar se as raízes de

a
axaxxx

999
)()( 22 =−+−+ são inteiras. Na verdade, alguns destes valores são

obviamente inapropriados: )3(  0a 33  modyxyx ≡−≡−= , donde os valores 1

e 37 podem ser descartados. Por outro lado, se byx 3 ≥− temos

,3)( 333 byx ≥− donde podemos descartar a ≥ 27. Os dois valores restantes, 3 e
9, são de fato possíveis e dão as quatro
soluções: ).12,9(  e  )9,12(),10,1(),1,10( −−−−
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 �����&��d���*
��
Diga como dividir um cubo em 1999 cubinhos. A figura mostra uma maneira de
dividir um cubo em 15 cubinhos.

 �����&��d���*
��
Emanuela, Marta e Isabel são três nadadoras que gostam de competir e por isso
resolveram organizar um desafio de natação entre elas. Ficou combinado o total
de pontos para o primeiro, o segundo e o terceiro lugares em cada prova. A
pontuação para primeiro lugar é maior que a para o segundo e esta é maior que a
pontuação para o terceiro. As pontuações são números inteiros positivos. O
desafio consistiu de várias provas e ao final observou-se que Emanuela fez 20
pontos, Marta 9 pontos e Isabel 10.  A primeira prova foi vencida por Isabel.

(a) Quantas provas foram disputadas?
(b) Determine o total de pontos para o primeiro, segundo e terceiro lugares.

 �����&��d���*
� 
Um reino é formado por dez cidades. Um cidadão muito chato foi exilado da
cidade A para cidade B,  que é a cidade do reino mais longe de A. Após um
tempo, ele foi expulso da cidade B para a cidade C do reino mais longe de B.
Sabe-se que a cidade C não é a mesma cidade A. Se ele continuar sendo exilado
dessa maneira, é possível que ele retorne à cidade A?

Nota: as distâncias entre as cidades são todas diferentes.

 �����&��d���*
�¡
Adriano, Bruno e Carlos disputaram uma série de partidas de tênis de mesa. Cada
vez que um jogador perdia, era substituído pelo que estava a esperar. A primeira
partida foi disputada por Adriano e Bruno. Sabe-se que Adriano venceu 12
partidas e Bruno 21. Quantas vezes Adriano e Bruno se enfrentaram?
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½%�k¾�¿bÀbÁ!Â%½Î��Â%�bÏ�Â%�Ð����Å���½%ÂÑÆ�ÃbÈ�É%Â%¾¼Ò
 �����&��d���*
��
�����'V�W$¶%�·#%�
�*
���� 
%Z�
�#%�
�*���%
$���u��� �dÓ����(��
ÕÔ@&$Ö3× Ø´Ù�Ø'ÚqÛ Ü:Ø'ÝHÞßÖ*à��8f�á
O cubo deve ser dividido em 1000 cubinhos, ou seja 10 × 10 × 10, depois, deve-
se pegar um deles e dividí-lo novamente em 1000 cubinhos para que obtenhamos
1999 cubinhos. Assim teremos 1000 – 1 (que será dividido) + 1000 = 1999
cubinhos.

 �����&��d���*
��
�����'V�W$¶%�·#%�
#$� ��f��z#��b�u��
�Zd��������Vdâ�
��*
�Ô@&$Ö3× Ø´Ù�Ø'ÚqÛ Ü:Ø'ÝHÞßÖ*à��8f�á
a) Foram disputadas 3 provas. Como 20 + 10 + 9 = 39, o número de pontos

distribuidos por prova só poderia ser 3 ou 13, pois estes são os únicos
divisores de 39, a não ser o mesmo e o 1. Em consequências, o número de
provas também será um desses números. Porém, se forem disputadas 13
provas, só há uma maneira de se distribuir os pontos: 2 para o primeiro, 1
para o segundo e 0 para o terceiro. Entretanto, 0 não é positivo, sendo assim
descartada essa hipótese.

b) Já sabendo que são 3 provas, é impossível que a vencedora ganhe menos que
8 pontos, pois assim, Emanuela só conseguiria os 20 pontos fazendo 7, 7 e 6
pontos em cada prova. Para isso, seria preciso que a vencedora fizesse 7
pontos, a segunda colocada 6 e a última 0, mas como vimos, 0 não é positivo.
É impossível, também que a vencedora faça mais de 10 pontos, pois não seria
possível que a segunda fizesse mais pontos que a última, ou que esta não
fizesse 0 pontos. Então, as únicas possibilidades são: 1a. → 10, 2a. → 2, 3a. →
1; 1a. → 9, 2a. → 3, 3a. → 1; 1a. → 8, 2a. → 4, 3a. → 1; e 1a. → 8, 2a. → 3, 3a.
→ 2. A primeira opção é incorreta, pois Isabel, que venceu uma das provas,
não poderia ter feito pontos nas outras. A segunda opção também não é
correta, pois Isabel teria que marcar apenas um ponto em duas provas. A
última opção é incorreta também, pois Isabel teria que marcar 2 pontos em
duas provas. Terceira opção: 1a. → 8, 2a. → 4, 3a. → 1 é a correta. Veja o
quadro abaixo:

Ò ã ä'å%æèç�é�ê ë ã ä�å%æìç�é�ê Ê ã ä�å%æìç�é�ê ��ç�íîê'ï
Â%ð)ê�ñ�ò�ó'ï�ê ô õ õ ë'ö
÷ ê'æèíîê Ò ô ô ø
�Ðù�ê�ú�ó�ï õ Ò Ò Ò'ö

      �����&��d���*
� 
Veja solução do problema 2 do nível 2. �����&��d���*
�¡
Veja solução do problema 3 do nível 2
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 �����&��d���*
��
Seja ABCDE um pentágono regular tal que a estrela ACEBD tem área 1. Sejam P
interseção entre  AC e BE e Q a interseção entre BD e CE. Determine a área de
APQD.

 D

 Q
 C   E

  P

 B A

 �����&��d���*
��
Um reino é formado por dez cidades. Um cidadão muito chato foi exilado da
cidade A para a cidade B, que é a cidade do reino mais longe de A. Após um
tempo, ele foi expulso da cidade B para a cidade C do reino mais longe de B.
Sabe-se que a cidade C não é a mesma cidade A. Se ele continuar sendo exilado
dessa maneira, é possível que ele retorne à cidade A?

Nota: as distâncias entre as cidades são todas diferentes.

 �����&��d���*
� 
Adriano, Bruno e Carlos disputaram uma série de partidas de tênis de mesa. Cada
vez que um jogador perdia, era substituído pelo que estava a esperar. A primeira
partida foi disputada por Adriano e Bruno. Sabe-se que Adriano venceu 12
partidas e Bruno 21. Quantas vezes Adriano e Bruno se enfrentaram?

 �����&��d���*
�¡
Prove que há pelo menos um algarismo diferente de zero entre a 1.000.000a. e a

3.000.000a. casa decimal de 2 após a vírgula.
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Veja solução do problema 1 do nível 3.

 �����&��d���*
��
�����'V�W$¶%�·#%�
��� Z%�3�����(Z)#��zZ�
$��,$� �8��Z'�$�Îü3ý�Z�� �b��Ô�Y'Ø�Ú Þßþ�× Ö3Ü:þ*à�,��
á
Há dez cidades A, B, C, D, E, F, G, H, I, J.
Um chato da cidade A foi exilado para a cidade mais longe de A, a cidade B.
Como B é a cidade mais longe de A, pode-se dizer que se tomarmos A como
sendo o centro de uma circunferência de raio AB, todas as cidades estarão dentro
dos limites da circunferência, exceto a cidade B que estará em cima dela.

 A

 C

 B

 E  D

Como as distâncias entre as cidades não são iguais e o chato foi exilado para a
cidade C que é a mais longe de B então BC > AB.
Da cidade C ele será exilado para a cidade D que é a mais longe de C e assim
sucessivamente até chegar na cidade J onde teremos a seguinte verdade:
AB < BC < CD < . . . < HI < IJ.
Ao chegar nesse ponto vemos que A com certeza não é a cidade mais longe de J
pois
AB = raio
AJ < raio
AJ < AB
AB < IJ
AJ < IJ
Logo ele irá para uma cidade diferente de A, e nunca retornará à cidade A.

 �����&��d���*
� 
�����'V�W$¶%�·#%�
Y�+�&�� �·#��(
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Quando começa a série, já ocorre um encontro entre Adriano (A) e Bruno (B).
Vamos chamar de VA, VB e VC o número de vitórias de Adriano, Bruno e Carlos,
respectivamente. Então ao final da série VA + VB = 33 e depois do 1o. jogo VA + VB



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°7,  2000

25

= 1. Suponhamos que o segundo jogo seja x × C. Chamemos de E o número de
jogos A × B.
Então no 2o. jogo E = 1. Enquanto C ganhar, VA + VB e E permanecem constantes.
Quando C perder, VA + VB aumenta uma unidade. O próximo jogo será A × B,
aumentando VA + VB e E em uma unidade. Após este jogo, o próximo será x × C.
Ou seja, para que E aumente uma unidade, VA + VB aumenta duas, e o aumento de
um em E. Como no 2o. jogo E = 1 e falta que VA + VB aumente 32 unidades,
ocorrem 1 + 16 = 17 jogos A × B.

 �����&��d���*
�¡
�����'V�W$¶%�·#%�
Ù$��Z$��� UbV���,$Ù���,��(
�â¥Ô  �Û Ý��'þ�Û ��à' ��$á
Para começar a desenvolver 2 , utilizei o processo de extração que não utili za
tentativas (processo prático por aproximação).

2
– 1
   1.00
    –96
      4.00
        281
   1.1900
   1.1296
0060400

       1,414
            �
1 �  2 = 24 �  4 �  100
              96 �
14 �  2 = 281 �  1 	  400

141 �  2 = 2824 �  4  	  11900
                 11296 �
Deste lado, o número de casas sempre aumenta em 1 casa,
nunca mais. (mesmo se houvesse um caso de 99999 
  9 =
899991  (só aumenta 1 casa) (entre 1.000.000 e 3.000.000)

Quando estivermos no número 1.000.000 de casas no multiplicador, teremos
999.999 casas decimais. Supondo que haja só 1 casa no resto nesta situação,
depois de 1.000.000 de operações, teremos 1.999.999 casas decimais (1 milhão
de zeros), 2.000.000 no multiplicador e 2.000.001 no resto, podendo obter
número diferente de zero.
Em geral o fato de, não podendo haver divisão, com o aumento das casas
divisoras em 1 e do resto em 2 e as casas decimais serem menores que as
divisoras em 1 torna impossível a obtenção desta seqüência de zeros entre as
casas de 1.000.000 e 3.000.000.
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 Veja problema 1 do nível 2. �����&��d���*
��
Veja problema 4 do nível 2.

 �����&��d���*
� 
Temos um tabuleiro quadrado 10 × 10.
Desejamos colocar n peças em casas do tabuleiro de tal forma que não existam 4
peças formando em retângulo de lados paralelos aos lados  do tabuleiro.
Determine o maior valor de n para o qual é possível fazer esta construção.

����fbV$Z�#��z#$� 

 �����&��d���*
�¡
O planeta Zork é esférico e tem várias cidades. Dada qualquer cidade existe uma
cidade antípoda (i.e., simétrica em relação ao centro do planeta).
Existem em Zork estradas ligando pares de cidades. Se existe uma estrada
ligando as cidades P e Q então também existe uma estrada  ligando as cidades P'
e Q', onde P' é a antípoda de P e Q' é a antípoda de Q. Além disso, estradas não
se cruzam e dadas duas cidades P e Q sempre é possível viajar de P a Q usando
alguma seqüência de estradas.
O preço da Kriptonita em Urghs (a moeda planetária) em duas cidades ligadas
por uma estrada difere por no máximo 100 Urghs. Prove que existem duas
cidades antípodas onde o preço da Kriptonita difere por no máximo 100 Urghs.

 �����&��d���*
�¢
Em Tumbólia existem n times de futebol .
Deseja-se organizar um campeonato em que cada time joga exatamente uma vez
com cada um dos outros. Todos os jogos ocorrem aos domingos, e um time não
pode jogar mais de uma vez no mesmo dia.
Determine o menor inteiro positivo m para o qual é possível realizar um tal
campeonato em m domingos.
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 �����&��d���*
�£
Dado triângulo ABC mostre como construir com régua e compasso um triângulo
A’B’C’de área mínima com BCBABAACC ∈∈∈ ' e ','  tal que

.'''  e  ''' BCABCACABCAB
∧∧∧∧

==

 C

 C'  B'

 A'
   A B

½%�k¾�¿bÀbÁ!Â%½Î��Â%�bÏ�Â%�Ð����Å���½%ÂÑÆ�ÃbÈ�É%Â%¾¼Ê
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 D

 Q
 C   E

  P

 B A

 R

 S

Como o  pentágono  e a estrela são regulares, o quadrilátero APQD é um trapézio.
A área do trapézio APQD é igual à área do triângulo APD somada à do triângulo

PQD. Como BDRP também é um trapézio, ,//
____

QDRP  então a área de PQD é
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igual à de RQD. Como a estrela é regular, a área de RQD é igual à de ERS, então,
a área de PQD é igual à de ERS. Assim a área do trapézio APQD é igual à soma
das áreas dos triângulos APD e ERS, que é igual à figura APDRES, que é
exatamente metade da estrela toda.
Resposta: A área de APQD é 0,5.

 �����&��d���*
��
�����'V�W$¶%�·#%�
Ù$V��8&%�������·��� �'Ó�
)Z�
%Ó���� Ô@f�Ø'Û �3Ý�Û þ8à�f���á

Suponhamos, por absurdo, que todos os algarismos das casas decimais entre a

1.000.000a. casa decimal e a 3.000.000a. casa decimal de 2  fossem zero,  então:

   21021010
666 10310102 ⋅⋅ =  (onde       )1 e +<≤∈ xxxx �

    ,11021010)  210  onde(  21010
666666 10210310210103102 +<≤⇒==⋅ ⋅⋅⋅⋅⋅ KKKK

mas como 21010
66 103102 ⋅⋅ ≠K , (pois se não fosse teríamos ,10/2

610K=
um absurdo, pois 2 é irracional!) então:

⇒+<< ⋅⋅⋅ 11021010
666 102103102 KK ⇒+<<

⋅ 666 1031010 10

1

10
2

10

KK

,
10

1

10

2
102

10

1

10

2

10
2

10
66

6

6666 104102

21022

106104102

2

102

2

⋅⋅
⋅

⋅⋅⋅⋅
++<⋅<⇒++<< K

KK
KKK

mas como   ,210
610 �∈=K  temos (pela definição de  x ):

⇒+<≤ 1210
610 KK ⇒<≤⇒≤

⋅ 4

1

10

2

10
2

10
666 1010210

KK
,

2

1

10

2
6102

≤
⋅

K

logo:

⇒+<++<++<⋅<
⋅⋅⋅

⋅ 1
10

1

2

1

10

1

10

2
102 2

104

2

104102

21022
666

6

KK
K

KK

⇒+<⋅< ⋅ 1102 21022 6

KK ,11020 2102 6

<−⋅< ⋅ K  um absurdo, pois não
existe nenhum inteiro maior que 0 e menor que 1, disto concluímos que há um
algarismo diferente de 0 nestas casas decimais. (Poderíamos ter uma aproximação

melhor pois 2K é bem menor que 
610210 ⋅ ).

Obs:  x  denota a função do "maior inteiro": é o único inteiro tal que

    .1+<≤ xxx
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O problema é equivalente a encontrar subconjuntos A1, A2, …, A10 do conjunto
{ 1, 2, 3, …, 10} cuja soma do número de elementos seja a maior possível tais que
a interseção de dois quaisquer deles tenha no máximo um elemento  (Ai é o
conjunto das posições das peças na  i-ésima linha do tabuleiro). Se Ai tem ki

elementos então há 
2

)1(2 −
= ii

k

kk
C

i
subconjuntos de 2 elementos não pode

pertencer a dois dos conjuntos   Ai,  e   há   no   total   452
10 =C    subconjuntos

de   2   elementos   de

{ 1, 2,…,10} . Assim, devemos ter .45
2

)1(10

1

≤
−∑

=

ii

i

kk

Por outro lado, se existem i, j com kj > ki + 1, temos

.1
2

)1(

2

)1(

2

)2)(1(

2

)1( 222
1

2
1 jiji kkji

jjiijjii
kk CCkk

kkkkkkkk
CC +<−++

−
+

+
=

−−
+

+
=+ −+

Assim para minimizar 
2

)1(10

1

−∑
=

ii

i

kk
 mantendo i

i

k∑
=

10

1

  fixo devemos ter

1≤− ji kk para todo i, j. Se observamos que  ,45356555 2
3

2
4 =⋅+⋅=+ CC

concluímos que se

45
2

)1(10

1

≤
−∑

=

ii

i

kk
então ,353545 

10

1

=⋅+⋅≤∑
=i

ik  valendo a igualdade se e só

se 5 dos ki são iguais a 4 e os outros 5 iguais a 3. Para que a contrução seja
possível nesse caso precisamos de que cada par de elementos apareça em
exatamente um dos conjuntos Ai . Nesse caso, cada elemento de { 1, 2, 3…, 10}
deve aparecer em 3 conjuntos com 4 elementos ou em um conjunto com 4
elementos e 3 conjuntos com 3 elementos (pois cada um dos outros 9 elementos
aparece exatamente uma vez junto com ele). Como haveria 5 conjuntos com 4
elementos, o número médio de conjuntos com 4 elementos aos quais cada
elemento pertence é 2, donde há elementos que pertencem a 3 conjuntos com 4
elementos (pois um elemento não pode pertencer a exatamente 2 conjuntos com 4
elemetos). Assim, podemos supor sem perda de generalidade que A1 = {1, 2, 3,
4} , A2 = { 1, 5, 6, 7} e A3 = { 1, 8, 9, 10} , mais então qualquer outro conjunto de 4
elementos deve estar contido em { 2, 3, …, 10} , e portanto deve intersectar um
dos conjunto A1, A2, A3, A4,  em pelo menos 2 elementos. Portanto, não é possível
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que ∑
=

10

1

 
i

ik seja igual a 35. Por outro lado é possível construir exemplos com

∑
=

=
10

1

 ,34
i

ik como abaixo:

A1 = { 1, 2, 3, 4} , A2 = { 1, 5, 6, 7} , A3 = { 2, 5, 8, 9} , A4 = { 3, 6, 8, 10} ,
A5 = { 1, 9, 10} , A6 = { 2, 7, 10} , A7 = { 3, 7, 9} , A8 = { 4, 5, 10} , A9 = { 4, 6, 9} e
A10 = { 4, 7, 8} .

• • • •
• • • •

• • • •
• • • •

• • •
• • •

• • •
• • •
• • •

• • •
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Seja    '

1C o antípoda de   . 1C

Vamos ligar     a  '
11 CC e vice-versa, formando uma linha fechada. Abaixo

   '
jC é o antípoda de    jC para todo j.

 C'3

 …

   …
 C'2

 C'1

 Cn

   C3

   C2

   C1

 C'n

Agora, supondo que a diferença da Kriptonita de '
1C  para 1C  seja maior que 100.

Então, vamos supor que (C2 – C1) + (C3 – C2) +…+ (C1' – Cn) > 100. Como ao
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percorrer o caminho, temos de ter uma diferença zero ao chegarmos em C1

novamente, somando (C2' – C1') + (C3' – C2') +…+ (C1 – Cn') < – 100.
Agora, supondo que o Superman trace uma linha de C1 a C1' (esta linha não
poderia ser uma estrada, pois | C1' – C1| > 100) a soma das diferenças na parte de
cima da linha deve ser maior que 100 e embaixo menor que –100.

 …

Parte de cima (p.c.)
 C'1   C1

> 100

 …
Parte de baixo (p.b.)

Agora, supondo que esta linha percorra a figura, ligando todas as cidades
antípodas, na parte de cima, a soma deve continuar sendo maior que 100 e
embaixo menor que 100. Em p.c. (parte de cima), a soma não pode passar
bruscamente de > 100 para < –100, pois são somadas apenas duas diferenças de
cada vez (menores que 200 no total!). Assim, para que p.c. fique negativo < –100
e p.b. fique positivo > 100, teríamos de ter duas cidades antípodas com diferença
> 100 em módulo.

 > 100

 …

 …

 < –100

C2'

C1' p.c.

 p.b.  > 100

 …

 …

 < –100
   C1

C1'
 p.c. p.b.

 …

 …

   Ck'

   Ck

Continuando o percurso, ao chegarmos em C1', teremos de ligá-lo a C1. No
entanto, p.c. estará em baixo e a soma das diferenças na direção de C1' para C1

terá de ser positivo > 100. Mas essa soma era negativa e < –100 quando
começamos (⇒⇐) Contradição.
O mesmo ocorre analogamente com p.b. Logo, em algum par da cidades (uma
cidade e sua antípoda), a diferença do preço da Kriptonita deverá ser menor ou
igual a 100.
Viva o Superman!.
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Suponhamos, por absurdo, que os preços diferem por mais de 100 Urghs em
todas as cidades antípodas, então:

| x0 – y0| > 100 ⇒ M0 – m0 > 100 (onde xn e yn são antípodas e representam o
preço da Kriptonita).
| x1 – y1| > 100 ⇒ M1 – m1 > 100

| xn – yn| > 100 ⇒ Mn – mn > 100 (Onde Mn = máx (xn, yn) e mn = min (xn, yn))

Como sabemos que existe um caminho de estradas que leva de M0 até m0, então
deve existir uma estrada que liga (para certo i, j ∈ � ; i, j ≤ n) Mi ←→ mj.

Como existe uma estrada ligando Mi ←→ mj, também existe uma estrada ligando
mj ←→ Mi (antípodas). Pode acontecer i = j, caso em que se conclui facilmente
que Mi – mi > 100, um absurdo pois mi e Mi são "vizinhas", logo o preço da
Kriptonita difere por no máximo 100 Urghs.
Se i �  j, então:
| Mj – mi | ≤ 100 (são "vizinhas")
| Mi – mj | ≤ 100, mas como
 Mi – mi > 100 e Mj – mj > 100, então:
Mi + Mj –  mi – mj > 200
Mi – mj +  Mj – mi > 200 ⇒ | Mi – mj + Mj – mi| > 200 ⇒ | Mi – mj| + | Mj – mi|  >
200 ⇒ 200 ≥ | Mi – mj| + | Mj – mi| > 200, um absurdo, logo existem cidades
antípodas cujo preço difere no máximo em 100 Urghs.

 �����&��d���*
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�����'V�W$¶%�·#%�
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�&��$"(,�� �Î���(U�V����(��
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Façamos 2 casos, n par e n ímpar.

i) n par.

Cada time tem que jogar com cada um dos outros. Se os times são: T1, T2, …, Tn;
temos que um time Ti tem que jogar (n – 1) vezes e para isso precisará de pelo
menos (n – 1) domingos. (pois só pode jogar 1 vez por domingo). Mostraremos
que é possível realizar o campeonato em (n – 1) domingos. Para isso basta que o
jogo entre Ti e Tj (i ≠ j) ocorra no seguinte domingo.
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1) dij ≡ i + j (mod n – 1), 1 ≤ dij ≤ n – 1 para ∀ i ≠ n, j ≠ n
2) din ≡ 2i (mod n – 1), 1 ≤ din ≤ n – 1 para todo i ≠ n, j ≠ n

(se um dos times for Tn).

Podemos observar isso numa tabela que indique o dia entre Ti e Tj

Exemplo: para n = 6

dij T1 T2 T3 T4 T5 T6

T1 3 4 5 1 2
T2 3 5 1 2 4
T3 4 5 2 3 1
T4 5 1 2 4 3
T5 1 2 3 4 5
T6 2 3 4 5 1

O campeonato organizado assim satisfaz o problema pois: é fácil ver que um time
i joga com cada um dos outros times (no domingo dij, j ≠ i). E cada time só joga
uma vez num mesmo dia, caso contrário teríamos: um time Ti que joga contra Tj e
Tk no mesmo  domingo, ou seja dij = dki

1) Se i = n: djn = dkn ∴ 2j ≡ 2k (mod n – 1) como (2, n – 1) = 1 teriamos
j ≡ k (mod n – 1), { j, k}  ⊂ { 1, 2, …, n – 1} ∴ j = k, uma contradição.

2) Se i ≠ n.

2.1) j e k ≠ n : dik = dij ∴ i + k ≡ i + j (mod n – 1) ∴ j ≡ k (mod n – 1) e k = j.
uma contradição.

2.2) j = n, k ≠  n, sem perda de generalidade:
din = dik ∴ i + i ≡ i + k (mod n – 1) �  i ≡ k (mod n – 1),
{ i, j} ≤{ 1, 2, …, n – 1} ⇒ i = j, uma contradição.

Agora se n for ímpar, como cada time tem que jogar com todos os outros seria
necessário pelo menos (n – 1) domingos.
Só que (n – 1) domingos não são suficientes pois em cada dia há um time que fica
sem jogar. Assim, se no primeiro dia Ti foi o time que não jogou, ele ainda
precisará de mais ( n – 1) domingos para jogar contra os outros. De modo que são
necessários pelo menos n domingos.
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Para ver que n domingos são suficientes, basta que o campeonato se organize
assim: Sejam T1, T2, …, Tn os times. Criamos um time virtual chamado Tn + 1 onde
jogar contra Tn + 1 um certo dia, significa não jogar naquele dia.
Temos então n + 1 = x times, organizamos então como no caso anterior o
campeonato. Como x é par isso pode ser feito em x – 1 = n dias.
Obs: O exemplo para (2k – 1) times é obtido do de (2k) times esquecendo-se um
dos times.

Resposta: Se n é par m = n – 1.
 Se n é ímpar m = n.
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�£
�����'V�W$¶%�·#�
�&�
�Z%,�


 C

 C'
 B'

 B A

D

 A'

 α
 α

 α

 α

 α

 a  a

 c

 c

Sejam ∠A, ∠B, ∠C os ângulos internos do triângulo ABC, sejam ∠A', ∠B', ∠C'
os ângulos internos do triângulo A'B'C' e consideremos ∠A' = ∠A e ∠C' = ∠C.
Seja D o ponto de interseção das circunferências circuscritas aos triângulos AA'C'
e CC'B'. Nos quadriláteros inscritíveis AA'DC' e CC'DB' temos ∠A'DC' = �  – ∠A
e ∠C'DB' = � – ∠C. Logo, ∠A'DB' = 2�  – ( �  – ∠A) – ( �  – ∠C) = �  – ∠B, e
portanto, a circunferência circunscrita ao triângulo BB'A' passa por D.

No quadrilátero inscritível AA'DC', ∠DAA' = ∠DC'A' = α e ∠DA'C' = ∠DAC' =
a. Como ∠A = ∠A' concluimos que ∠DA'B' = α. Logo, no quadrilátero inscritível
BB'DA' temos que ∠DBB' = α. No quadrilátero inscritível CC'DB' temos que
∠DCB' = ∠DC'B' = c, e como ∠C = C' concluímos que ∠DCC' = α.
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O ponto D está então associado ao triângulo ABC pela propriedade:

∠DAB = ∠DBC = ∠CDA

e portanto não depende da posição de A', B' e C'. O ponto D é fixo e sua
construção será mostrada no final da solução.

Como os ângulos A'DB', B'DC' e C'DA' são constantes, a menor área possível do
triângulo A'B'C' é obtida quando os segmentos DA', DB' e DC' forem os menores
possíveis. Logo, DA', DB' e DC' são respectivamente perpendiculares aos lados
AB, BC e CA.

Construção do ponto D

Seja E a interseção da mediatriz de AB com a perpendicular a BC traçada por B.
A circunferência de centro E e raio EA = EB é tangente em B à reta BC. Logo,
para qualquer ponto X do menor arco AB tem-se que ∠XAB = ∠XBC.

Seja F a interseção da mediatriz de BC com a perpendicular a CA traçada por C.
A circunferência de centro F e raio FB = FC é tangente em C à reta CA. Logo,
para qualquer ponto X do menor arco BC tem-se que ∠XBC = ∠XCA.

O ponto D, interseção desses dois arcos é tal que ∠DAB = ∠DBC = ∠DCA.
(Note que qualquer ponto D com esta propriedade deve pertencer a cada um dos
lugares geométricos descritos acima, o que nos dá a unicidade).
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\^]`_ba ced f�ghfeahiYakjml�gbf^] nko^pk_bd ]Á}Â¡Ã¡Ä Å Æ3ÇFÂmÈRÉ�Ê¡Ë�Å ÌUÍ Î3Å Ã¡ÉFÌ¡Å Ï�Ð�Î$Ñ Ò�Ç¡Ä ÊÓ}ÌUÔ3Å�Õ�ÖF×�Å ØÙÊmÚ�Û ÂF×UÌ¡Ã�Ü3Ä Å Ã�Ê�ÝvÊ¡Þ3ÇFÂ�Å Ä Ì ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Ò�Ç¡Ä ÊÕ�Ì¡Ç¡Ä ä Ë�Å Ê�Õ�ÌFÏUÏFÌFÊ�å$Ê�Ì¡Ä ÂUÏÙÕ�ÌUà Ï¡Ç¡ØmÊFà Ê å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Ò�Ç¡Ä ÊßUÖ¡ç¡Å Ê�ÓvÅ ÌUÏÙÕ�Ê3Ä Â¡Å Ä Ì ÑvÅ ÊÙÜ�ÂsèUÌ¡ÃFÂ¡Å Ä ÊsÐ�Ñ}è Ò�Ç¡Ä Êã3Ü3ÇFÌ�Ä Ü¡Ê�évÇ¡Ã¡Å Ê�évÇ¡Ä Ê¡Ü�ÌsÚ�çFÂ å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Ò�Ç¡Ä ÊêUÌ¡Ä Å ÏFÏFÌsÜ�Â�ê�Å ØmÌ ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Î3Ä ÌUà Ìã$Å ÃFÏUà Â¡Å ÃmÜ¡Ê�Ý�ÌUÏ�ËFÅ ØsÂ�ÃUà Êmè¡ë¡Ã3Å Ê3Ä ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Î3Ä ÌUà ÌÓvÅ ÂFÞ¡ÊÙÈ�Ê3Ä à ÂFá�ì�ÇUà Å Â�Ä Ä Âíá å}î*è¡î�Ü¡Ê�ÏmÈvÌ�ØÙï�Ê�ÏsÐÙå�Î Î3Ä ÌUà Ìð}Â¡Ä ÃFÌ¡Ä Ü¡Ê�ß�Ä Â¡Å à ÌFÏÙÎ¡Ì�Ç¡Û ÊÙÜ�ÌmÈ�Ê�Ïíà Ì ÑvÅ ÊÙÜ�ÂsèUÌ¡ÃFÂ¡Å Ä ÊsÐ�Ñ}è Î3Ä ÌUà ÌðvÄ Ç¡Ã�Ê�é�Ê¡Þ�Ì ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Î3Ä ÌUà ÌÑ}ÌUñ ÌUÂ¡Û ò3ÌUó Ä Ì�ßFÊ3ÃUà Â¡Û ÂUÏ ò3Â�Ä ÂFÏ¡Å ÃFÌ�Ð�Î$ô Î3Ä ÌUà ÌÚ�Ã�Ü3Ä õÙê�Ç¡Å ÏÙÁvÅ Ä ÏFË�ÉUñ Â�Û Ü�Ó}Ì�Ã¡Å Û Ì å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Î3Ä ÌUà ÌÑ�Ê¡Ü3Ä Å Þ¡Ê�ð}Ì¡Ä ç�Ê�ÏUÌmÜ¡Ê�Ïmå3Ì¡ÃUà Ê�Ïmå¡à Â�Å Ã ö�Å à ÷3Ä Å Ì�Ð�ã3å Î3Ä ÌUà ÌÓ}Ì¡Ã¡Å Â¡ÛUÎ¡ÂUÏFÏFø�ÌÙÕ�Ì¡Ä à Å ÃFÏmÈRÇ¡Ã¡ÉFÌ ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã ðvÄ Ê3ÃFáâÂèFÌ�Æ3ÇFÂ�Û Í3ÃFÂmì�Ç¡Ä Þ�Â¡ÛUÎ¡Â�ÃFÌUñ Ê3Ä à Â ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã ðvÄ Ê3ÃFáâÂò}É¡Å ÌFÞ¡Ê�ðvÄ ÌFÞ�ÌmÈvÌUÔFÌ¡Û ËUÌ�ÃUà Â ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã ðvÄ Ê3ÃFáâÂÁ}Â¡Ã¡Ä Å Æ3ÇFÂmÈ�Ê3Ä à Ì�Ü�Ì�ð}Ì�Ä ç¡Å Â�Ä Å å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î ðvÄ Ê3ÃFáâÂövÅ Ã¡ä Ë�Å ÇFÏ�Î3Å ÊFÔFÂFÏUÌ¡ÃmÜ�Â�ò$Ê$Û Â�Ü¡Ê è�Ç¡Ã�Ü3Å Ì¡ä Ð�åvÎ ðvÄ Ê3ÃFáâÂê�Ç�ËUÌFÏsì�Ì�ç¡Ä Å Â�ÛUÕ�Ì�Û à Ê3Ã¡Å�Ñ�Ê3ØsÌ¡Ã�Ê è�Ç¡Ã�Ü3Å Ì¡ä Ð�åvÎ ðvÄ Ê3ÃFáâÂÓ}Ì¡Ã¡Å Û ÊÙö�Å Â3Å Ä ÌmÈvÌFÏíà ÂUó Ê3Ã ì�Ê3Å ù¡Ã¡Å Ì�ÐÙì�Ò ðvÄ Ê3ÃFáâÂò}É¡Å ÌFÞ¡ÊÙÜ�ÌmåvÅ Û Ô�ÌÙå$Ê3ç¡Ä Ì¡Û ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã ðvÄ Ê3ÃFáâÂì�Ç¡Å Û ÉFÂ¡Ä ØsÂmÒsÛ Å Ô�Â�Å Ä ÌsÈvÌ¡ØÙï�Ê�Ï ð}Ì�Ç¡Ä Ç
ÐÙå�Î ðvÄ Ê3ÃFáâÂã3Ü3ÇFÌ�Ä Ü¡Ê�ð}Ì�Ä ç�Ê�ÏUÌsÚ�Ä Ì¡ëUó Ê ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã ðvÄ Ê3ÃFáâÂò3ÌUà ÍFÌ¡ÃFÌsú¡Ì�çFÌ¡Ã�ÊFÔ�Ì ÈvÌ�ØÙï¡Å ÃFÌUÏ�ÐÙå�Î ðvÄ Ê3ÃFáâÂÑ}ÌUñ ÌUÂ¡ÛíÕ�Ê3ÃUà Ê3Ä ñ Ì¡Ã�Ê�ß�Ä Ì¡Ã�ËUÊ Õ�Ì¡Ä Å Ã�Þ�Ö�Ð�Î$Ñ ðvÄ Ê3ÃFáâÂÒRà ÌFË�ä Û Å Êmò$Ê3Ä Ä ÂFÏ�ö�Å Û ÌFÏ�ð�Ê�ÌUÏ å3Ì¡Û ÔFÌ�Ü¡Ê3Ä�Ð�ð}Ú ðvÄ Ê3ÃFáâÂÁ}Â¡Ã¡Ä Å Æ3ÇFÂ�ßUÂ¡Ä ÃFÌ¡Ã�Ü�ÂUÏÙÕ�ÌFËUÂ�Ü¡Ê è�Ç¡Å á�Ü�Â�ßFÊ3Ä Ì�ÐÙÕ�ì Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌövÅ Ã¡Å Ë�Å ÇFÏÙÜ�ÂsÚRÞ3Ç¡Å Ì¡Ä}ß�Ç¡Ä Ô3Å Â å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÑ}Â¡ÃFÌUà Ê�Ñvî�å�Å Ã�Ê3ÉFÌ�Ä ÌsÜ�ÌÙå�îíå}Ê3ÇFáâÌ å}î*è¡î�Ü¡Ê�ÏmÈvÌ�ØÙï�Ê�ÏsÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÓ}Ì¡Ã¡Å Â¡Û ò3Â¡Å ×FÂ�Å Ä Ì ðvÄ ÌUÏ¡ä Û Å Ì�Ð�Ó�ß Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌèFÂUñ ñ Â¡Ä ÏFÊ3Ã�Á�Êmü�Ç¡Ã`êUÂUÂ å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌévÅ Í�Ê�Ï¡É¡ÅUÁ�Ê3Ä Å ÂÙß�Å Û É�Ê Ò�Ç¡Ä Å Ã¡É�ÊmÐmå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌßUÖ¡ç¡Å Ê�ã}Å ó ÅíÚ�Ä Å Ø�Ç¡Ä Ì å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌò$Ê3Ã¡ÅíÈRÉFÂ�ÃFÏ�Ê3ÃsýyÌ¡Ã�Þ å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌì�Ç¡Å Û ÉFÂ¡Ä ØsÂ�ò$Ê�Ï3Å ÝvÊFÔFÌsö$Â¡ÃFõ�ËFÅ Ì�Ð�ã¡å Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌüvÇ¡Ä Åâì�Ê$ØsÂFÏ�ê�Å ØsÌ ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌò}É¡Å ÌFÞ¡Ê�ÕsÅ áFÇUà Ì å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌê�Ç�ËUÌFÏså$Ö�çFÂ¡Ä}Ñ�Ê¡Ë�ÉFÌ Õ�Ì�ËUÌUõ�Ð`Ñ}è Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÓ}Ì¡Ã¡Å Â¡ÛíÝ�ÌFÏFË�Å ØsÂ¡ÃUà Ê�ÓvÇ¡ï¡Û ÌUà å3Ì¡Û ÔFÌ�Ü¡Ê3Ä�Ð�ð}Ú Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌò}Å ÌFÞ¡Ê�Õ�Ê3ÃUà Â¡Å Ä Ê�ßUÂ¡Ä ÃFÌ¡Ã�Ü�ÂUÏ ÑvÅ ÊÙÈRÛ Ì¡Ä ÊsÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÈvÌ¡Å Ê�ÑvÅ çFÂ�Å Ä ÊÙÜ�ÂÙå$Ê3ÇFáâÌ ÑvÅ ÊÙÜ�ÂsèUÌ¡ÃFÂ¡Å Ä ÊsÐ@Ñ}è Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÚRÜ�Ì¡Û çFÂ¡Ä à ÊÙå¡à Ç�Ü�Ì¡Ä à}Ý�ÂUà Ê ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÑ}Â¡ÃFÌUà ÊÙÚ�Ä Ì�ëUó Ê�ð}Ì�Ä ç�Ê�ÏUÌ å3ÂUà Â�êUÌ�Þ¡Ê�ÌUÏ�Ð�Õ�ì Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÈRÅ çFÂ�Û Â�ßUÂ¡Ä Ä Â¡Å Ä ÌmÜ�Âmå$Ê3ÇFáâÌ Õ�Å ÃFÂ�Å Ä Ê�Ï�ÐÙì�Ò Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÕ�Ì¡Ä Å ÃFÌ�ê�Å ØsÌ�Õ�Â�Ü�Â�Å Ä Ê�Ï ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÈvÌ¡Ä Ê3Û Å ÃFÌmÝ�Ç¡ÃFÂFÏÙÝ�Â�Ä Í ð}Â�Û Ê�Á�Ê3Ä Å áíÊ3ÃUà Â�Ð�Õ�ì Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌì�Â�Ä ØsÌ�Ã¡ÃFÌmÒ�Û Å Ô�Â�Å Ä Ìsþ�ÇFÂ�Å Ä Ê�á ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌê�Ç�Ë�Å Ì¡ÃFÌsÚ�ÿâÂ¡ØÙÅíÝ�Å Ï�É¡Å ØsÌ�Ä Ç å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌßUÌ¡ç¡Å Ì¡Ã�ÊÙå}Å Þ¡Þ�Â¡Û ÿíÊ�� ê�Å Ã¡ÉFÌ¡Ä ÂUÏ å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌå$Ì�Ã�Ü3Ä Ìíò}Å ÂÙÝ�Å Ï¡É¡Å çFÂÙÕmÅ ÃFÌ¡ØmÊFà Ê Õ�Ê¡Þ3Å�Ü�ÌFÏmÈRÄ ÇFáâÂFÏ�ÐÙåvÎ Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÓ}Ì¡Ã¡Å Â¡ÛUÁ}ÌFÌ�Ã��mÅ Ã�Ë�ÿâÂ¡Û*è¡Ç¡Ã�Æ3ÇFÂ�Å Ä Ì å3Ì¡Û ÔFÌ�Ü¡Ê3Ä�Ð�ð}Ú Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌå}Ê3Û Û Â�Ê3Ã�Ý�ÌUà ÇFÏ�ò3ÌUÔ�Ì�Ä ÂFÏmÜ�ÂÙÕ�Â¡ÃFÂFáâÂíÏ ßFÊ3Ä à Ì�Û ÂFáâÌ�ÐÙÈ�ã Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÚ�Ã¡ÃFÌ�êUÌ¡Ç¡Ä Ìmå¡ñ Ä Â�Ü¡Ê å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌðvÄ Ç¡Ã�ÊÙì�Ê3ØsÂFÏmÈ�Ê�Â�Û É�Ê å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÓ}Ì¡Ã¡Å Â¡ÛUðvÄ õFÏ�ËFÅ ÌmÜ¡Ê�Ï�Ñ}Â¡Å Ï ð}Â�Û Ê�Á�Ê3Ä Å áíÊ3ÃUà Â�Ð�Õ�ì Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÚ�Ã�Ü3Ä õÙð}ÌFÏUà Ê�Ïsö}Â�Ä ÌFÏ ò3Â�Ä ÂFÏ¡Å ÃFÌ�Ð�Î$ô Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌê�Å Ã�ËUÊ3Û ÃFü�Ê�Ï�ÉUÍ3Å à Å�Á}Ì�ØsÌUó Å å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌè�Ê�æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÚRÞ3Ç¡Å Ì¡Ä}å3Ì¡ÃUà Ê�Ï è�Ç¡Å á�Ü�Â�ßFÊ3Ä Ì�ÐÙÕ�ì Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌðvÄ Ç¡Ã�Ê�ð�Ê�áíÊ3Ã�ß�Ç¡Ä Û Ì�Ã å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÕ�Ö¡Ä Ë�Å ÊmÚ�ÃUà Ê3Ã¡Å Ê�ßUÂ¡Ä Ä Â¡Å Ä Ì�ð}Â¡Û Ê�ß¡Å Û É�Ê ì�Ê3Å ù¡Ã¡Å Ì�ÐÙì�Ò Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌè�Ê�æ�Ê�ßUÂ�Û Å ïFÂsÚ�Û ØsÂ3Å Ü�Ì�Ó}ÂUÏUà Ä Å ß�Û Ê3Ä Å Ì¡Ã�÷3ï�Ê3Û Å Ï�ÐÙå$È Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÈvÌ¡Å Ê�ð�÷3Ä Å ÌmÜ�ÂsÒ�Û Å Ô�Â�Å Ä Ì å}î*è¡îUÜ¡Ê�ÏsÈvÌ¡ØÙï�Ê�Ï�Ð�å�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌÎ¡Ìíà Ä Å ËFÿ�ì�Ê3Ã�ûUÌ¡Û ÔFÂFÏ èUÌ�Þ3ÇFÌ�Ä õ�Ð�ã3å Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌêUÌ¡Ä Å ÏFÏFÌsì�Ê3Ç¡Û Ì¡Ä à�Ñ�Ê¡Ü3Ä Å Þ3ÇFÂFÏ ì�Ê3Å ù¡Ã¡Å Ì�ÐÙì�Ò Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌã3Ü3ÇFÌ�Ä Ü¡Ê�Á�Ê3Ä Ì¡Å å3æ�Ê�Î�Ì¡Ç¡Û ÊmÐÙå�Î Õ�Â�Ã�ûUæFÊ�Á�Ê3Ã¡Ä Ê�ÏUÌ
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Denominaremos equação diofantina (em homenagem ao matemático

grego Diofanto de Alexandria) uma equação em números inteiros. Nosso objetivo
será estudar dois tipos particulares de equações diofantinas, a equação de
Pitágoras e a de Pell, e determinar suas soluções. Também estudaremos o método
da descida, que nos permiti rá mostrar que algumas equações diofantinas não
possuem soluções não triviais, num sentido a ser precisado.

Ternos Pitagóricos

Queremos estudar as soluções (x, y, z) da equação x y z2 2 2+ = , com x, y, z
inteiros não nulos. Após determinar tais soluções, vamos ver como podemos
utili zar as informações obtidas para resolver outras equações em números
inteiros. O resultado fundamental é o seguinte

Teorema 1: As soluções (x, y, z) da equação x y z2 2 2+ = , com x, y, z inteiros

não nulos, são dadas por: ( , , ) ( ,( ) ,( ) )x y z uvd u v d u v d= − +2 2 2 2 2

ou ))(,2,)((),,( 2222 dvuuvddvuzyx +−=  onde d, u, v são inteiros não nulos,

com u ≠ v, mdc(u, v) = 1 e u e v de paridades distintas.

Prova:  Sejam x, y, z inteiros positivos quaisquer satisfazendo a equação acima

(os demais casos são análogos), e d o mdc de x e y. Então d2  divide z2 , e daí d
divide z. Existem portanto inteiros não nulos a, b, c, com mdc(a, b) = 1, tais que
(x, y, z) = (da, db, dc). Ademais, como

x y z a b c2 2 2 2 2 2+ = ⇔ + = ,
basta   determinarmos   as   soluções   (a, b, c)   da  equação,  sujeitas  à  condição
mdc(a, b) = 1 (que por sua vez implica mdc(a, c) = 1 e mdc(b, c) = 1).

Note agora que, dado um inteiro qualquer t, temos que t 2  deixa resto 0 ou 1 na
divisão por 4, quando t for respectivamente par ou ímpar. Assim, se fossem a e b

ímpares, teríamos a2  e b2  deixando resto 1 na divisão por 4, e daí c a b2 2 2= +
deixaria resto 2 quando dividido por 4, o que é um absurdo. Como a e b são
primos entre si, não podem ser ambos pares. Há então dois casos: a ímpar e b par,
a par e b ímpar. Analisemos o primeiro caso (o segundo é análogo).
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Se a for ímpar e b par, então c também é ímpar. De a b c2 2 2+ =  obtemos

b c a c a2 = − +( )( ) , e não é difícil concluir que mdc(c – a, c + a) = 2. Podemos

então escrever ( ) ( )( )22

2

2
acacb +−= . Note que ( ) ( )22   e  acac +−  são primos entre si.

Mas se o produto de dois naturais primos entre si ( )22  e acac +−  é um quadrado

perfeito, então cada um deles deve ser um quadrado perfeito. Existem então

inteiros positivos primos entre si u e v, tais que c a v c a u− = + =2 22 2, , e daí

( , , ) ( , , )a b c u v uv u v= − +2 2 2 22 .

Note ainda que, como u v c2 2+ =  é ímpar, u e v devem ter paridades distintas.
Por substituição na equação original, concluímos que os ternos acima são
realmente soluções da equação, de modo que nada mais há a fazer.❏

Vemos então que há uma quantidade infinita de ternos (x, y, z)
satisfazendo a equação acima. Por exemplo, fazendo d = v = 1 e u = 2n, n inteiro

positivo, obtemos o terno ( , , ) ( , , )x y z n n n= − +4 4 1 4 12 2

Um terno de inteiros positivos (x, y, z) tais que x y z2 2 2+ =  é denominado um
terno Pitagórico, em alusão ao matemático grego Pitágoras e seu famoso teorema
sobre triângulos retângulos. De fato, um tal terno (x, y, z) determina um triângulo
retângulo de catetos x e y e hipotenusa z inteiros.

 x

 y

  z

Vejamos em que a equação acima pode ajudar na solução de outros problemas.
Consideremos a tarefa de determinar as soluções inteiras não nulas da equação

x y z2 2 22+ = , com x ≠ y. Em uma qualquer dessas soluções, devemos ter x e y

com a mesma paridade, pois caso contrário x y2 2+  seria um número ímpar.
Assim, existem inteiros a e b tais que

x a b y a b= + = −,

Basta tomarmos a x y= +1
2 ( )  e b x y= −1

2 ( ) , notando que x + y e x – y são

números pares. Substituindo as expressões acima para x e y na equação original,
concluímos que
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x y z a b z2 2 2 2 2 22+ = ⇔ + =
Mas essa última equação é a nossa já conhecida equação de Pitágoras. Então, de
acordo com o teorema acima, podemos escrever

( , , ) ( ,( ) ,( ) )a b z uvd u v d u v d= - +2 2 2 2 2 ou

onde d, u, v são inteiros não nulos, com u ≠ v, mdc(u, v) = 1 e u e v de paridades
distintas.
Segue daí que as soluções (x, y, z) de nossa equação são de um dos tipos abaixo,
onde d, u, v satisfazem as mesmas condições do teorema acima.

ou

Descida de Fermat e Equações sem Soluções
As equações analisadas acima são, em um certo sentido, privilegiadas, pois
possuem uma infinidade de soluções. Nosso próximo exemplo será o de uma
equação que só admite a solução inteira x = y = z = 0. Ela ilustra um método que
pode ser estendido a outras equações, a fim de provar que elas não possuem
soluções inteiras não nulas.

Exemplo 1: A equação  não possui soluções inteiras não nulas.

Prova: Suponha o contrário. Então a equação possui uma solução (x, y, z) em
inteiros positivos. Então, dentre todas as soluções (x, y, z), com x, y e z inteiros
positivos, existe uma (x, y, z) = (a, b, c) para a qual z = c é o menor possível.
Trabalhemos tal solução.

Vamos usar o seguinte fato, que você pode provar facilmente: se um inteiro u não

for múltiplo de 3, então u

2  deixa resto 1, quando dividido por 3. Então, se b não

for múltiplo de 3, teremos de 3 2

2 2 2

a b c+ =  que c também não será múltiplo de

3. Olhando os restos de cada termo da equação por 3, teremos que 

deixa resto 1 e  deixa resto 2.1 = 2. Logo, não poderia ser 3 2

2 2 2

a b c+ = .
Assim, b deve ser múltiplo de 3, digamos . Daí vem que

, e c também é múltiplo de 3, digamos . Substituindo na

equação, chegamos a .
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Então, a também é múltiplo de 3. Sendo , a equação acima nos dá

, e  é uma outra solução de nossa equação original,

com . Mas isso é uma contradição, pois partimos de uma solução na

qual o valor de z era c, mínimo possível. Logo, nossa equação não possui
soluções não nulas. ❏

Esquematicamente, o método da descida (devido ao matemático francês Pierre
Simon de Fermat) consiste então no seguinte:

i.  Supor que uma dada equação possui uma solução em inteiros não nulos.
ii .  Concluir daí que ela possui uma solução em inteiros positivos que seja, em

algum sentido, mínima.
iii .  Deduzir a existência de uma solução positiva menor que a mínima, chegando

a uma contradição.

Já que determinamos acima as soluções da equação de Pitágoras, nada mais
natural que tentar estudar a equação mais geral abaixo, denominada equação de
Fermat. Aqui, n > 2 é um inteiro fixado.

,
Por cerca de três séculos os matemáticos defrontaram-se com o problema de
decidir sobre a existência de soluções não nulas (x, y, z) dessa equação, problema
que somente foi resolvido na década de noventa, utili zando métodos muitíssimo
complexos.
Vamos aproveitar o método da descida para analisar um caso simples dessa
equação, aquele em que n é um múltiplo de 4. O leitor interessado em saber mais
sobre essa equação pode consultar uma das referências [2] ou [3] da bibliografia,
onde o caso n = 3 é discutido.

Teorema 2: Se n for múltiplo de 4 então não existem inteiros não nulos x, y, z tais

que .

Prova: Seja n = 4k, k natural. Se , então teremos

, ou seja,  será uma solução da equação

a b c

4 4 2

+ = . Assim, basta mostrarmos que essa última equação não admite
soluções não nulas. Por absurdo, suponhamos que existam inteiros positivos a, b,

c tais que a b c

4 4 2

+ = . Podemos também supor que a, b e c foram escolhidos
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de tal modo que não há outra solução positiva  com  (aqui vamos
usar o método da descida). Então a e b são primos entre si, e o teorema 1 garante
a existência de inteiros positivos primos entre si u e v tais que

. Como , segue novamente
do teorema 1 a existência de inteiros positivos primos entre si p e q tais que

.  Mas aí 

Como p e q são primos entre si, temos que ambos são também primos com

p q

2 2

+ . Portanto, sendo  um quadrado devemos ter p, q e

p q

2 2

+  quadrados, digamos , com 

positivos. Por fim, segue que , com 
contrariando a minimalidade de c. Logo, não há soluções não nulas de

 quando n for múltiplo de 4. ❏

A Equação de Pell
Nem sempre é fácil, ou mesmo possível, determinar todas as soluções em inteiros

de uma dada equação. Por exemplo, para a equação , é bem mais
fácil mostrar que ela possui uma infinidade de soluções do que determinar todas
elas. Podemos gerar infinitas soluções dessa equação a partir de uma só solução
não nula.

Uma vez que , teremos , e daí

Desenvolvendo os binômios, chegamos a

, e daí a

Portanto, se (a, b) for uma solução,  será outra solução. Sendo a

e b positivos, temos 22

2 baa +< , e desse modo determinamos uma infinidade
de soluções da equação (contanto que tenhamos uma solução não nula). Veja que
(3, 2) é uma solução não nula de nossa equação.
É fácil ver que o método acima utilizado também garante que, quando d for um

inteiro tal que  é irracional, a equação  admite infinitas
soluções não nulas, desde que admita uma solução não nula. Também, com

poucas modificações podemos tratar a equação x d y

2 2

1- = -  (veja o exercício
6).
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Observe que, apesar de determinarmos facilmente infinitas soluções da equação
acima, não sabemos se há outras. Vamos agora começar a responder essa
pergunta, para uma classe mais ampla de equações.

Definição 1 (Equação de Pell): Seja d um inteiro positivo que não seja um

quadrado. Nesse caso, sabemos que  é irracional. Chamamos equação de Pell

à equação , onde m é um inteiro qualquer.
É claro que no caso m = 0 a equação não admite soluções além da trivial

x = y = 0, pois se esse fosse o caso teríamos x e y não nulos, e daí , um

racional.

Lema 1: Seja  um irracional qualquer. Existem infinitos racionais , com x e y

inteiros não nulos primos entre si, tais que .

Prova: Seja n > 1 um natural qualquer, e considere os números , com

j = 0, 1, ..., n. Seja  Como

,

segue do princípio de Dirichlet que existem 0 £ < £k j n  tais que  e 
pertencem a um mesmo intervalo dos que aparecem no lado direito da igualdade

acima. Então |  - | <  Daí, , e segue

que  

Existe então um par (x, y) de inteiros, , tais que

. Se , com d > 1, então , de

modo que podemos supor que x e y são primos entre si.
Para garantirmos a existência de infinitos tais pares, suponha que achamos x e y

primos entre si e tais que . Escolha agora um natural n tal que

. Repetindo o argumento acima, chegamos a um par de inteiros

primos entre si , com   e . Portanto,  e

, donde  satisfaz o lema. ❏



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°7,  2000

45

Lema 2: Seja d um inteiro positivo que não seja um quadrado. Existe um inteiro

m para o qual a equação  admite infinitas soluções inteiras.

Prova: Sabemos que  é irracional. Assim, o conjunto S dos pares (x, y) de

inteiros primos entre si tais que  é infinito. Mas se x e y forem

inteiros satisfazendo essa desigualdade, então

Segue que algum inteiro não nulo m entre  e  se repete um

número infinito de vezes entre os valores de , com (x, y) em S. Mas isto

é o mesmo que dizer que a equação  admite infinitas soluções. ❏

Teorema 3  (Soluções da Equação de Pell): Seja d um inteiro positivo que não

seja um quadrado. A equação  admite infinitas soluções em inteiros

positivos x, y. Ademais, existe uma solução em inteiros positivos  tal que
todas as demais soluções dessa equação são da forma

, onde n é um número natural.

Prova: Admitamos por enquanto que nossa equação tenha uma solução em
inteiros positivos x, y. Dentre todas essas soluções, escolha aquela  tal que

 seja o menor possível.

Dado um natural qualquer n, sabemos que existem inteiros positivos  tais

que . Daí, sabemos que

, e assim

Então todos os pares  são soluções da equação.
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Seja agora (x, y) uma solução qualquer em inteiros positivos. Para terminar, basta

mostrarmos que existe um natural n tal que . Suponha o

contrário. Então existe um natural n tal que  . Daí, vem

que . Mas

e ocorre que

,

de modo que  também é solução.

Como , basta mostrarmos que  para

chegarmos numa contradição. Sejam . Temos

 e a d b

2 2

1- = , donde .

Então, . Por outro lado,  implica

, e daí . Logo, b > 0.

Para terminar, basta mostrarmos que a equação  admite uma
solução. Tome, de acordo com o lema 2, um inteiro (não nulo) m tal que

 admita uma infinidade de soluções. Podemos escolher duas

dessas soluções,  digamos, tais que  mas  e

, módulo m. Então

 (* )

Mas  e , donde

existem inteiros u e v tais que 

Segue de (*) que , e daí

.

Multiplicando ordenadamente essas duas igualdades, chegamos a

,

ou seja, u d v

2 2

1- = . Resta mostrarmos que u e v são não nulos. Se u = 0

teríamos , um absurdo. Se v = 0, viria u = 1 ou –1. De (*) seguiria que
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, e assim ,

donde por fim , o que é um absurdo. ❏

Exemplo 2: Agora podemos determinar todas as soluções inteiras não nulas da

equação . O teorema 3 ensina que as soluções positivas dessa

equação são da forma , onde e são os únicos inteiros para os

quais , sendo  a solução positiva para a qual

 é o menor possível. Como os pares (x, y) = (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2),
(2, 3) não são soluções da equação e (3, 2) é, é fácil nos convencermos de que

 = (3, 2). Desse modo, temos os pares  dados pela

igualdade
Determine agora as demais soluções não nulas da equação acima. O exercício 7
discute mais alguns aspectos dessa equação.

Exercícios:
1.  Seguindo os passos da prova do teorema 1, mostre que as soluções em

inteiros não nulos da equação x y z

2 2 2

2+ =  são da forma

, onde d, u, v são inteiros
não nulos, com u e 2v primos entre si.
2. Mostre que as equações a seguir não possuem soluções inteiras não nulas:

i.  x y z

4 4 2

4+ =

ii .  x y z

4 4 2

2+ =

iii .  
O item i do exercício a seguir tem a ver com o exemplo 1 do texto.

3.  i. Mostre que não existem racionais x e y tais que .

ii .  Determine todas as soluções racionais da equação .
Para resolver os próximos dois exercícios utili zamos o teorema 1. Eles são mais
difíceis que os anteriores, e no primeiro deles você pode achar útil o seguinte
resultado, conhecido como Teorema de Ptolomeu: dado um quadrilátero convexo
inscritível ABCD, tem-se
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  B

 D

C

Para uma prova do Teorema de Ptolomeu, você pode consultar a referência [4].
4.  Temos no plano uma circunferência de raio 1. Mostre que podemos
escolher em tal circunferência 2000 pontos  tais que  é

racional, quaisquer que sejam .

5.  Seja r um inteiro positivo dado. Queremos determinar o número de
triângulos ABC, dois a dois não congruentes, satisfazendo as seguintes condições:
i.  O raio da circunferência inscrita em ABC mede r.
ii .  Os comprimentos dos lados de ABC são números inteiros, primos entre si.

Mostre que o número de tais triângulos é 2

k , onde k é o número de fatores
primos distintos de r.

6.  Prove, sem apelar para o teorema 2, que a equação 
admite uma infinidade de soluções inteiras.
7.  Prove que as soluções positivas  da equação do exemplo 2 são

dadas pelas seqüências  e , 

8. Prove que há infinitos inteiros n tais que n n

2 2

1+ +( )  seja quadrado.
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29) Seja n > 1 um número inteiro. Existem n lâmpadas L0, L1, ... , Ln–1

colocadas em um círculo. Cada lâmpada está ACESA ou APAGADA.
Uma seqüência de passos S0, S1, ... , Si, ... é executada. O passo Sj afeta
apenas o estado da lâmpada Lj (deixando o estado de todas as outras
inalterado) da seguinte forma:

Se Lj–1 está ACESA, Sj muda o estado de Lj de ACESA para APAGADA, ou de
APAGADA para ACESA;

Se Lj–1 está APAGADA, Sj deixa o estado de Lj inalterado.

As lâmpadas são rotuladas mod n, ou seja, L – 1 = Ln –1, L0 = Ln,  L1 = Ln + 1, etc.

Inicialmente todas as lâmpadas estão ACESAS. Mostre que:

a) Existe um inteiro positivo M(n) tal que depois de M(n) passos todas as
lâmpadas estão ACESAS de novo;

b) Se n  é  da  forma 2k  então  todas  as  lâmpadas estão ACESAS depois de
n2 –1 passos;

c) Se n tem a forma 2k + 1 então todas as lâmpadas estão ACESAS depois
de n2 – n + 1 passos.

hji.kDl.m�n<i1o.prq*sut�v.wyx2t<z<{|s�i~}|hjn�i��jt�l.kDi��*hj�j���

a) Vamos inicialmente representar o estado das lâmpadas L0, L1, L2, ..., Ln–1 por
uma n-upla u = (u0, u1, u2, ..., un–1), onde  ui = 0 se Li está apagada e ui = 1 se Li

está acesa.
Evidentemente o estado inicial das lâmpadas é dado pela n-upla e = (1, 1, 1, ...,1).
Nessas condições a operação Sj tranforma a n-upla (u0, u1, u2, ..., un–1) na nova
n-upla (u0, u1,..., uj–1, uj–1 + uj,..., uj+1,..., un–1), onde a soma uj–1 + uj é tomada
módulo 2 ( e j é tomada módulo n).
Assim sendo, nosso problema consiste em determinar um valor natural r, tal que:
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Para tanto, denotemos por Rj a operação que transforma a n-upla (u0, u1,..., uj–1, uj,
uj+1,..., un–1) na n-upla Observe que R–j é a

operação inversa de Rj e R0 deixa a n-upla inalterada.
Nesses termos temos para uma n-upla qualquer .

Agora para uma n-upla qualquer podemos escrever:

Consequentemente,  como

existe apenas um número finito de estados das lâmpadas (2n precisamente) que
equivale ao número total de n-uplas, em algum estágio a seqüência

 deve repetir algum de seus elementos. Nessas

condições para algum m e n ( m < n ) teremos :  Sendo

 uma bijeção (verifique!) temos  o que conclui o ítem a.

b) Primeiramente associaremos à n-upla u = (u0, u1, u2, ..., un–1) o polinômio P(x)

da forma : onde

os coeficientes serão olhados módulo 2 (isto é, P(x) � ]).[  2/ xZZ

Chamemos  tal  polinômio  de  polinômio  de  posição. Observe  agora  que para a
n-upla  temos:

e seu polinômio de posição é dado por

 Não se esqueça que

a adição  é tomada módulo 2. Assim, 

Assim sendo, queremos encontrar r tal que Note que

quando  o polinômio de posição associado a 

será congruente a P(x) que representará a n-upla e = (1, 1, 1,...1) no estado inicial
das lâmpadas. Suponha agora n = 2k.

Então  pois se n é uma
potência de 2, todos os coeficientes, exceto o primeiro e o último da expansão

binomial são pares, logo congruentes a zero módulo 2.
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Finalmente temos:

Assim, após etapas todas as lâmpadas estarão acesas novamente.

c) Suponha 

Assim  onde todas as congruências

foram tomadas Como no ítem anterior n – 1 é potência de 2,
logo todos os coeficientes, exceto o primeiro e o último da expansão binômial

 são pares, consequentemente congruentes a zero módulo 2.
Finalmente temos:

Observe que, como estamos trabalhando

módulo 2, e isso justifica a

congruência (* ). Assim sendo, após etapas, todas as lâmpadas estarão
acesas novamente.

30) Determine todas as funções f : � → � que satisfazem as condições:

(i) f(– x) = – f(x),  (ii) f(x + 1) = f(x) + 1,  (iii)  para x ≠ 0.

�j�.�D�.���<�1�.�r�����u���.�r���D�*�<���|���.�r�j�D�D���r�j�D���|�.�5�|���D�1�-�r���<�.���D���� .���<¡�¢

Do ítem (ii) : f(x + 1) = f(x) temos que f(x) = 1 + f( x – 1) e usando (i) £
f(x) + f (1 – x) = 1. Sejam x ¤  0 e x ¤  1, logo:  e usando

(iii) ¥    e usando novamente (iii) ¥   ¦



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°7,  2000

52

 §   §

 §  

donde: 

para 

Conclusão: ̈ x ©  ª , teremos f(x) = x como sendo a única solução.

31) Seja x1, x2, x3, … uma seqüência de números reais não negativos satisfazendo

para n = 3, 4, 5, … Estabeleça condições necessárias e

suficientes em x1 e x2 para xn ser inteiro para infinitos valores de n.

«j¬.­D®.¯�°<¬1±.²r³�´�µ<¶¸·y¹<º�¶D»�¬½¼�­D²�º<´�¾.±.¿�¶D¾.¬1À2¬*Á.®.²<¶�¿u´rÂ|Ã.¬.¿�Ä|´<­�²<Å$´ÇÆ.È�ÉjÊ�Ë

Afirmação:  inteiros.

Prova:  Se,  teremos,

 tome  logo, a seqüência y1, y2, …, é uma

P.A., de razão  desse modo, 
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 Suponha r Ì  0.

Como , temos  fazendo x1 – x2 = a, teremos

. Porém, para algum k, tal que 

teremos , para todo n Í  k. Logo, devemos ter r = 0, o que conclui a

demonstração.

32) a) Prove que todo número inteiro não nulo m admite uma única representação

da forma onde n é um inteiro positivo e  para todo k,

com 

Dado um conjunto de pontos , escrevemos em cada

aresta  que  une  dois  desses  pontos  Pi  e  Pj   (i ≠ j)  um  número  pertencente  a

{ 0, 1, …, n – 1} da seguinte forma: escreveremos  com

 e associamos à aresta Pi Pj o número

Prove que não existe nenhum triângulo cujos vértices pertençam a V com o
mesmo número escrito em seus três lados.

ÎjÏ.ÐDÑ.Ò�Ó<Ï1Ô.ÕrÈ�Ö�¿uÐ�Ï.×r¼�ÐDØ*Õ<¿�Ä|Ï�Ô.ÖrÎjÙDÐDÚ�ÖrÛjÙDÜ�Ý|Ï.Þjß|à�ÙDÏ�Ô*ÕÇá<Ö�â.Õ<Ù�ÞuÏ1ã.à�á<ä�å

a) Sabendo que m æ  0 (mod 3) ; m æ  1 (mod 3) ou m æ  – 1 (mod 3),
teremos:

m = 3k0 + r0

k0 = 3k1 +r1

k1 = 3k2 + r2ççç
kn–2 = 3kn–1 + rn–1   
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com  kn–1 = 0 e rn–1 è  0, onde r i é {–1, 0, 1} (note que os r i estão unicamente

determinados, e existe n com kn–1 = 0 pois  enquanto

tivermos )  Substituindo na primeira igualdade k0 pela sua igualdade,

obteremos m como função de k1, r0. Tomando novamente k1 = 3 k2 + r2 e fazendo
as substituições sucesivas de k2, k3, ..., kn-2  ; obtemos:

 e já que

, teremos com 

b) Sejam  três pontos quaisquer de V e por hipótese i < j < s; portanto

podemos escrever:  e , com

Vamos também fazer a hipótese de que para as arestas  tenhamos o

número onde

 Podemos então escrever:

De (2) – (1) obtemos 

Para  pertencem a { –1, 0} , donde  e os

somatórios com  são múltiplos de , e portanto, ao

escrever , com  não aparece o termo , o que

garante que o número associado à aresta Pj Ps, que é em

 não será igual a ê .
Conclusão: não existe triângulo cujos vértices pertençam a V com o mesmo
número escrito em seus três lados.
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33) Na  parede  interna  de  um  vaso  cil índrico  de cristal existe uma gota de mel
num ponto B situado a três centímetros do seu bordo superior. Na parede externa,
num ponto A diametralmente oposto ao da gota, está uma formiga. Sabendo que a
altura do vaso é de 20cm e o seu diâmetro é 10cm. Indicar o caminho mais curto
para que a formiga atinja a gota de mel.

ëjì.íDî.ï�ð<ì1ñ.òró�ô�â.õDò<í<öjò<÷<÷�ø.ôÇùyô<Þ�Ý|õDâ*÷rú�î.â.û*ôrß|ü.ì*ÞuÝ|ô<íDò<ý$ôrã*ú2þjä�å

Cobrindo o vaso com papel por dentro e por fora, e marcando nele a localização
da formiga, da gota de mel e da borda, poderemos ver que ao desamassar o papel
ficarão as seguintes impressões, com as seguintes medidas:

Parte de fora

Gota

Borda

Formiga   A

     A'      B'

  B

   3 cm

   3 cm

pr = 5p

5p/2 5p/2

Como a menor distância entre 2 pontos é a medida do segmento que os une, o

menor caminho é o segmento  de medida :  (Teorema de
Pitágoras).
Ao colocar o papel de volta ao vaso veremos o menor caminho a ser percorrido

pela formiga. Que é subir em diagonal até o ponto médio do arco ,
determinado pelo diâmetro na borda. Depois descer em diagonal até a gota de
mel.
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34) ABC é um triângulo, tal que AB = c, AC = b e BC = a.
Por um ponto interior P deste triângulo, são traçadas paralelas aos seus lados.
Sabe-se que as intersecções, da paralela ao lado de medida a, com os lados deste
triângulo, determinam um segmento de medida a'.
Analogamente, as paralelas aos lados de medidas b e c, determinam com os lados
do triângulo, segmentos de medidas b' e  c' respectivamente.

Nestas condições demonstre que   

ëjì.íDî.ï�ð<ì1ñ.òrü*ÿuô����<õH÷��<ì������|ì��.õDì½ùyô<ÿ	�|õ
�*÷rñ.òyöjô<õ���ô�
|ü*ì.ÿ	�|ô<íDò¸ý$ô��.ú�þ����

De acordo com o problema temos:

 H

 s

 s
 G

 P

 t

 t

 F
 x

 C

 y
 I

 w
 w

 y
 B

 D  E

 z    z

Como as retas traçadas são paralelas aos lados então os quadriláteros PFCE,
PIBD, PHAG são paralelogramos, e com isso concluímos que seus lados opostos
são congruentes. Daí temos:
BC = a, AC = b, AB = c, IF = x + y = a' , GD = t + w = c', HE = s + z = b'

Os triângulos ABC e AIF são semelhantes pois , de onde temos:

   e   
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Os triângulos ACB e GCD são semelhantes pois , de donde temos:

   e   

                

Os triângulos ACB e HEB são semelhantes pois , de onde temos:

   e   

                

Daí temos que:

 

35) Sabendo que num triângulo ABC a altura relativa ao vértice A mede 12cm. e a
altura relativa ao vértice B mede 20cm, determine todos os valores possíveis para
a altura relativa ao vértice C.
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ëjì.íDî.ï�ð<ì1ñ.òrü*ÿuô����yú2ô<÷��|ÿ�ì�
|ëjð�ì�öjô<î*íDì��.ëjö����

Temos: ha = 12, hb = 20.
Sendo a, b e c os lados do triângulo e S sua área, valem as seguintes relações:

 (I)

   e  Substituindo as três últimas igualdades em (I)

Vem que:

 assim  hc = 30. Agora, sabemos que: a + b > c

 e . Substituindo temos:

Resposta: 7,5cm < hc < 30 cm.
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36) Na figura abaixo o triângulo DEF tem área de medida S. Sabendo-se que o
triângulo DEF está inscrito num triângulo arbitrário ABC, mostre que as
medidas Si ( i = 1, 2, 3) das áreas dos outros triângulos formados satisfazem a

desigualdade e que a igualdade ocorre se e só se os

pontos DEF são os pontos médios dos lados do triângulo, ABC.

  S
 S3

 S2

   A

   F

  B
 D

  E

 C

37) Cinco quadrados são dispostos conforme ilustra o diagrama abaixo. Mostre
que a medida da área do quadrado S é igual a medida da área do triângulo T.

 T

38) Os lados e diagonais de um polígono regular de n lados são coloridos em k
cores tais que:

i) para cada cor a e dois vértices A e B do polígono, o segmento AB é colorido
de a ou existe um vértice C tal que AC e BC são coloridos de a.
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ii)  os lados de qualquer triângulo com vértices entre os vértices do polígono são
coloridos usando no máximo 2 cores.
Prove que k R  2.

39) Sejam x, y  e z os ângulos de um triângulo de lados opostos a, b e c

respectivamente. Prove que, 

40)  a) Calcular a soma dos divisores positivos de um número natural em termos
de sua fatoração prima.
b) Dizemos que n S  1 é abundante se a soma de seus divisores é maior que
2n. Prove que se n é abundante então kn é abundante para todo inteiro k S  1.
c) Prove que existe n0 T  U  tal que todo inteiro n S  n0 pode ser escrito como
soma de dois números abundantes.

VXWZY �
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Whg ^ W [ Y _�ij[]\`kd^`l
m W \ - Y �C\d_bm
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Eureka!No. 6, pág 40: O enunciado do problema 4 deve dizer:

Problema 4: Mostre que há infinitos naturais n tais que  divide n!, onde
n! = n �  (n–1)..2�1 (por exemplo, 4! = 4 �  3 �  2 �  1 = 24).

Eureka! No. 6, pág 27:  o segundo parágrafo está truncado. A versão correta é:
Determinar exatamente os valores de números de Ramsey clássicos R(a, b) é, em
geral, um problema computacionalmente muito difícil.
Os únicos valores de R(a, b) com 3 ≤ a ≤ b que são conhecidos são: R(3, 3) = 6,
R(3, 4) = 9, R(3, 5) = 14, R (3, 6) = 18, R(3, 7) = 23, R(3, 8) = 28, R (3, 9) = 36,
R(4, 4) = 18, e R(4, 5) = 25.
O único número Ramsey com mais de duas cores cujo valor é conhecido é
R(3, 3, 3) = 17.
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14 a 19 de abril de 2000
Montevideu – Uruguai

♦♦
¯ 4d°²±�4]¥�¦X§}¨P©j¨�©j³�¥¤¨�4]°

13 de maio de 2000

♦♦
£X£ 4%4`°�±�4]¥¤¦X§]¨j©j¨�´�!j¨ ­ 4]±
³�4%!P¨�©j³�¥¤¨jµ
³X¥¤¶Pµ�4]ªj¨

Primeira Fase – Sábado, 10 de junho
Segunda Fase – Sábado, 02 de setembro

Terceira Fase – Sábado, 21 de outubro (níveis 1,2 e 3)
Domingo, 22 de outubro (nível 3 - segundo dia).

♦♦
£ ±�4`°�±�4]¥¤¦X§]¨j©j¨F4]¬jµ
³�!j¬j¨Pª�4]°�¬j¨j±C©j³�¥¤¨jµ
³X¥�¶jµ�4}ªP¨

13 a 25 de julho
Taejon, Coreia do Sul.
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16 a 24 de setembro de 1998
Caracas, Venezuela

♦♦
4
4
4d°�±�4]¥¤¦X§]¨j©P¨F4}´P³�!j°�¨j¥�³�!�4]ªj¨j¬j¨�©j³�¥�¨jµ
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outubro de 2000
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