CONTEUDO

AOS LEITORES

XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solucdes da Primeira Fase

XXI OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugbes da Segunda Fase

XXI OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solucbes da Terceira Fase

XXI OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Resultados

ARTIGOS

EQUACOES DIOFANTINAS
Antonio Caminha Muniz Neto

SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS
PROBLEMAS PROPOSTOS
AGENDA OLIMPICA

COORDENADORES REGIONAIS

13

21

36

39

49

59

61

62



Saiedade Brasileira de Matematica

AOS LEITORES

Redizamos durante 1999a X X| Olimpiada Brasileira de Matemética en
mais de 2.500colégios de nosso pais, atingindo ra realizac&® da primeira dapa
cercade 60.000alunos. Este ano a Olimpiada se realizara nas sguintes datas:

Primeira Fase — Sdbado, 10 de junho
Segunda Fase — Sabado, (@ de setembro
Terceira Fase — Sdbado, 21 de outubro (niveis 1,2 e 3)
Domingo, 22 a outubro (nivel 3 - segundo da).

A Comissio Nadonal de Olimpiadas entende que todoauno que desgjar
participar da OBM deve poder fazé-lo sem restricbes. A comissdo dferece
inclusive a &unacs de escolas que ndo perticipam da OBM a paossibili dade de fazer
as provas b supervisdo direta do Coordenador Regional. As escolas podem
naturalmente acmnselhar seus alunos a participar ou ndo da Olimpiada de a©rdo
com seus préprios critérios, mas a escola nurca deve impedir um auno de
participar se este for 0 seu desgjo.

Lembramos que aOlimpiada Brasileira de Mateméticaé uma competicao
entre aluncs e ndoentre mlégios. A OBM divulga goenas 0s nomes e pontuagdes
dos auncs premiados;, a OBM nunca divulgou rem divulgara momparagdes entre
colégios. Nos objetivo € estimular 0 estudo e Matemética entre os jovens,
cortribuir para o0 aprimoramento dcs professores e propiciar uma melhoria do
ensino e do aprendizado desta matéria nas escolas brasileiras e ndo comparar
desempenhas de escolas.

O Regulamento da OBM foi atualizado. Leia o novo regulamento nosite:
http://ww. obm org. br/regul anent 0. ht m

Finalmente, aproveitamos, para registrar a redlizac® da Semana
Olimpica 2000, atividade que vem sendo redizada desde 1998 Nesta
opatunidade o evento teve lugar na Universidade Metodista de Piradcaba
(UNIMEP) entre os dias 21 a 27 de janeiro de 2000. Durante aSemana Olimpica
2000, reunimos dunas ganhadores da X X1 Olimpiada Brasileira de Matematica
nos us trés niveis de mmpeticdo. Estes aluncs participaram de um treinamento
intensivo com professores de diversas partes do pais como preparac® para a
futura formacd® das equipes que representardo 0 Brasl em Olimpiadas
Internadonais. Além dis® ees tiveram a opatunidade de nqustar novas
amizades, iniciando um relacionamento extremamente proveitoso com outros
jovens da mesma faixa de idade ecom interesses semel hantes.

EUREKA! N°7, 2000
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Primeira Fase - Nivel 1

01. Um pequeno caminhdo pode carregar 50 sacos de areia ou 4@ tijolos. Se
foram colocados no caminhdo 32 sawms de aeia, quantos tijolos pode ainda de
caregar?

A) 132 B) 144 C) 146 D) 148 E) 152

02. A cdculadora de Juliana ébem diferente. Elatem umateda D, que duplicao
numero escrito novisor e ateda T, que apaga o algarismo das unidades do
ndmero escrito no visor.Assm, pa exemplo, se estiver escrito 123 no visor e
apertarmos D, teremos 246; depois, apertando T, teremos 24. Suporha que estegja
escrito 1999 Se gertamos D depois T, em seguida D, depois T, teremos o
ndmero:

A) 96 B) 98 C) 123 D) 79 E) 99

03. O grafico abaixo mostrao valor aproximado do ddlar emreaisno da 15 dbs
ltimos 6 meses.
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V4
V4
V4
y 4
V4

1,5

1,0
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Marcdo comprou um caro usando un sistema de financiamento chamado
leasing corrigido pela variacdo doddblar e suas prestagdes vencem exatamente
no da 15 ce calamés. Em dezembro, Marcelo pagou R$ 600,® de prestacéo.
Com base natabela, podemos dizer que em maio a prestacio foi de:

A)R$ 700,00 B)R$850,00 C)R$650,00 D)R$ 900,00

E) R$ 80000

04. Numa ceta cidade, o metrd tem todas suas12 estagbesem linhareta. A
distdncia entre duas estagdes vizinhas é sempre a mesma. Sabe-se que adistancia
entre aterceira e asexta estages € igua a 3 300 metros. Qua € o comprimento
dessaalinha?

A) 8,4 km B) 12,1km C) 9,9km D) 13,2km E) 9,075km

EUREKA! N°7, 2000
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05. A metade do nimero 2'* + 42 éigua a:
A)2°+4* B)2°+2° (01°+2° D)2¥+4° E) 2°+47

06. Quantos nimeros de doisagarismos €0 primos e tém como antecesor um
quadrado perfeito ?
A)2 B) nenhum 01 D)3 E)6

07. Quantas vezes num dia (24 horas) os porteiros de um rel6gio formam angulo
reto ?
A) 48 B) 44 C) 24 D) 22 E) 23

08. Dona Zizi comprou 2 kalas para cala alunode uma 5% série. Mas como s
meninos andavam meio barulhentos, elaresolveu redistribuir essas balas, dando 5
para cala menina eapenas 1 para cala menino. Podemos concluir que na 5° série
A) 20% sdo meninos B) 30% sdo meninas C) 75% sdo meninos

D) 50% sdo meninas E) 66,6..% sdo meninos

09. Varios caixotes cubicos de pléstico
Azul ficaram armazenados ao ar livre, na
posicdo indicada na figura ao lado, na qual
apenas um dos caxotes ndo é visivel. Com
0 tempo, o pastico exposto ao ar perdeu
sua @r, tornando-se dnza. Ao desfazer a
pilha, verificaremos que o nimero de
caxotes com trés faces azuis e trés
cinzentas ser&

A)4 B)5 C 3 D) 2
E)1l

10. Ronaldo, sempre que pode, guarda moedas de 50 centavosou 1redl.
Atualmente, ele tem 100 moedas, num total de 76 reais. Quantas moedas de um
valor eletemamaisdo que ade outro valor ?

A) 48 B) 4 C)8 D) 52 E) 96

11. Juntando trés quadrados congruentes e fazendo coincidir D:I:‘
lados comuns, sem superposicéo, podemos formar duas figuras
diferentes, como mostra afigura @ lado. Observe que uma ‘
figura obtida de outra por rotacgdo, deslocamento oureflex&o, é
congruente a mesma figura (muda genas a posicdo). Por
exemplo, temos abaixo figuraiguais em 4 pasicoes diferentes:

EUREKA! N°7, 2000
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L] . ||

Vamos agora pegar trés losangos congruentes, um deles

[ representado ao lado.
Quantas figuras diferentes podemos formar com os trés
/ O\ losangos, fazendo coincidir lados comuns ?
A) 1 B) 2 C)3 D)5 E)9

12. Renata digitou um trabalho de 100 paginas numerados de1al00 e o

imprimiu. Ao folhea o trabaho, percebeu gue suaimpressora estava wm defeito,
pois trocava o zero pelo um e 0 um pelo zero na numeragdo das péginas. Depois
de mnsertar aimpresora, quantas paginas teve que reimprimir, nominimo ?

A) 18 B) 20 C) 22 D) 30 E) 28

13. Leticia vendeu todcs seus CDs de videogames para trés amigos, que lhe
pagaram, respectivamente, R$ 240,00,R$ 180,00e R$ 320,®. Todos os CDs
tinham o mesmo preqo. Quantos CDstinha Leticia no minimo?

A) 20 B) 37 C) 28 D) 21 E) 25

14. 6 catbes com nimeros dmMente numa das faces 8 2 4
sd0 colocados obre uma mesa mnforme ailustracdo. Os
catbes X e Y estdo com a face numerada voltada para X |l 6 Y
baixo. A média aitmética dos nimeros de todos os cartbes
€5. A média aitméticados nimerosdo cartdo Y e seustrés
vizinhos é 3. Qual é 0 nimero escrito nocartao X ?

A)-4 B) 12 co0 D) 15 E) 10

15. Rafael tem % daidade de Roberto e €2 anos mais jovem que Reinado.A

idade de Roberto representa % daidade de Reinaldo. Em anos, a soma das idades

dostrés é
A) 48 B) 72 C) 58 D) 60 E) 34

EUREKA! N°7, 2000
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16. Marcos quer pesar trés maga numa balancade
Dois pratos, mas ele dispde de genas um bloco de
200 gramas. Observando oequilibrio na balancga, ele
observa que amagamaior tem 0 mesmo peso que as
outras duas macd juntas; o bloco e a maca menor
pesam tanto quanto as outras duas macd juntas; a
macamaior junto com a menor pesam tanto quanto
bloco. O peso total dastrés macs &

A) 2509 B) 3009 C) 3509 D) 4009 E) 4509

100 20

17. No desenho ao lado estdo representados
Quatro triagngulos retdngulos e um retangulo,

bem como suas medidas. : 6 60
Juntandotodas essas figuras, pademos construir 20 2 8
um quadrado. O lado desse quadrado ira medir: 1% 100

A)88cm B)100cm C)60cm
D)9%cm E)80cm

18. Numa cetacidade, foi adotado oseguinte sistemade rodizio de carros. duas
vezes por semana, de segunda asexta, cada caro fica proibido de circular, de
aoordo com o final de sua placa(agarismo das unidades). O nimero médio de
finais de placa proibidos diferentes para cala dia de proibicéo &

A) 4 B)1 C 3 D) 2 E) indefinido

19. Alexandre, consultando a programac® de filmes, decidiu gravar
Contato, cuja duragéo € de 150 minutos. Para gravar numa Unica fita, ele
come@u com velocidade menor (modo EP, que permite gravar 6 horas) e, num
dado momento, mudou ra a velocidade maior (modo SP, que permite gravar 2
horas), de forma que afita acabouexatamente nofim do filme. Do inicio dofilme
até o momento da mudangado modo e gravagd, quantos minutos se passaram?
A) 60 B) 30 C) 15 D) 45 E) 105

20. Vocé sabe que istem 9 nimeros deum algarismo, 90 nineros de dois
algarismos, 900 nimeros de trés algarismos, etc. Considere gyora cala nimero
cujo ultimo algarismo a direita representa 0 nimero de algarismos desse ndmero.
Por exemplo, o nimero 9 074é um deles, pds 4 é o nimero de seus algarismos.
Quantos nimeros dese tipo existem ?

A) 99 999999 B) 99 99992 C) 100000 000 D) 10 000000

E) 1 000000000

EUREKA! N°7, 2000
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Primeira Fase - Nivel 2

01 Vegaproblema01 doNivel 1.

02. Em um hotel ha 100 pessas. 30 comem porco, 60 comem galinha e 80
comem aface. Qual € o maior numero passivel de pessoas que ndo comem
nenhum desses dois tipos de carne?

A) 10 B) 20 C) 30 D) 40 E) 50

03. Umafolha quadrada foi dobrada duas vezes ao longo de suas diagonais
conforme il ustracé abaixo, oltendo-se um tridngulo isdsceles. Foi feito um corte
nafolha dobrada, paraelo a base desse tridngulo, pelos pontos médios dos outros
lados. A &reado buram na folha rresponck a que fragdo da &ea da folha
origina ?

M% m% qg E)

Mlw

04. Vejaproblema9 doNivel 1.
05. Veaproblema 17 doNivel 1.

06. Contando-se 0s aluncs de uma dass de 4 em 4 sobram 2 e contando-se de 5
em 5 sobra 1. Sabendo-se que 15 aluncs sdo meninas e que nesta classe o nimero
de meninas € maior que 0 NUmero de meninos, 0 nimero de meninos nesta classe
éigud a:

A)7 B) 8 C9 D) 10 E) 11

07.0 qucciente de 50°° por 25 éigual a:
A) 25°° B) 107 C) 100° D) 2% E) 2 x 25

08.Qual 0 1999 agarismo apds a virgula narepresentacéo decimal de % ?
A)0 B) 1 C)2 D) 7 E) 8

EUREKA! N°7, 2000
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09. Um retdngulo ABCD esté dividido em quatro retdngulos menores. As areas de
trés deles estdo nafigura eaixo. Qual é adreadoretangulo ABCD?

A D
16
12 27
B C
A) 80 B) 84 C) 86 D) 88 E) 91

10. Em um aquério hé peixes amarelos e vermelhos: 90% sdo amarelos e 10% sdo
vermelhos. Uma misteriosa doenga matou muitos peixes amarelos, mas nenhum
vermelho. Depais que adoengafoi controlada verificou-se que no aguério, 75%
dos peixes vivos eram amarel 0s. Aproximadamente, que porcentagem dos peixes
amarelos morreram?

A) 15% B) 37% C) 50% D) 67% E) 84%

11. Pedro saiu de @sa efez compras em quatro lojas, cada uma num bairro
diferente. Em cada uma gastou a metade do que posalia ea seguir, ainda pagou
R$ 2,00 @& estacionamento. Se no final ainda tinha R$ 8,00, que quantia tinha
Pedro a0 sair de casa?

A) R$ 220,00 B) R$ 20400 C) R$ 1%,00 D) R$ 188,@

E) R$ 18000

~ . L X+99 |
12. Quantos sd0 os possiveis valores inteiros de x para que sgja um
X

+19
numero inteiro?
A)5 B) 10 C) 20 D) 30 E) 40

13. A diferenca etre a maior raiz e a menor raiz da euacéo
(2x-45) - (x-21° =0 &
A) 2 B) 3 C4 D)5 E) 6

14.Umabda de futebol é feita com 32 peca de muro. 12 delas 80 pentédgoncs
regulares e as outras 20 sdo hexdgonos também regulares. Os lados dos
pentédgonacs sdo iguais aos dos hexagonas de forma que possam ser costurados.
Cada mstura une dois lados de duas dessas pecas.

Quantas 90 as costuras feitas na fabricagé de umabadlade futebd ?

A) 60 B) 64 C) 90 D) 120 E) 180

EUREKA! N°7, 2000
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15.Hoje, 12/6/1999, Pedro e Maria fazem aniversério. No mesmo da en 1996,a
idade de Pedro era 3/4 daidade de Maria. No mesmo da an 2002, a idade de
Pedro seraigual a de Maria quando ele tinha 20 anos. Quantos anos Maria esta
fazendo loje?

A) 30 B) 31 C) 32 D) 33 E) 34

16. Uma caxa contém 100 badas de cores distintas. Destas, 30s80 vermelhas, 30
s80 verdes, 30s80 azuis e entre as 10 restantes, algumas $0 brancas e outras 0
pretas. O menor nimero de bolas que devemos tirar da caixa, sem Ihes ver a cor,
paratermos a ceteza de haver pelo menos 10 bdas damesma r é:

A) 31 B) 33 C) 35 D) 37 E) 38

17. Quantos sdo os tridngulos que possuem medidas dos seus lados expressas por
ndmeros inteiros e tais que amedidado maior lado sgjaigual a11?
A) 10 B) 11 C) 12 D) 24 E) 36

18.0spontos S T e U sdo s portos de tangéncia do circulo inscrito notridngulo
POR sobre os lados RQ, RP e PQ respectivamente. Sabendo que os
comprimentos dos arcos TU, ST eUSestdo narazdo TU : ST: US=5:8:11,a
razéo OTPU : OSRT : JUQSéigual a:

A)7:4:1 B)8:5:2 C)7:3:2 D)11:8:5 E)9:5:1

19. Aos vértices de um cubo sdo atribuidos os nimeros de 1 a 8 de modo e os
conjuntos dos nimeros correspondentes aos vértices das seis faces sdo
{1,2,6,%,{1,4,6,8,{1,2,58},{2,35, 7%, {3,4,6,%e{3,45,8.0
vértice atribuido ao nimero 6 estd mais longe do vértice de nimero

A1 B) 3 C)4 D) 5 E)7

20.Com 0s 5 nimeros impares entre -5 e 4 e com 0s 5 nimeros pares entre —5 e
4 sdo formados 5 pares de numeros. Se N € a soma dos produtos, obtidos em cada
par de numeros, o valor minimo pcsdvel de N éigua a:

A)-41 B) — 40 C)-28 D) -10 E)O

EUREKA! N°7, 2000
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Primeira Fase - Nivel 3

01. VegaproblemaOl doNivel 1.
02. Vegaproblema02 doNivel 2.

03. Um gafanhao pula exatamente 1 metro. Ele esta an um porto A de umareta,
s0 pua sobre da, e desgja aingir um porto B dessa mesma reta que eta a5
metros de disténcia de A com exatamente 9 pulos. De quantas maneiras ele pode
fazer is0?

A) 16 B) 18 C)24 D) 36 E) 48

04. Sendoa# b eb # 0, sabe-se que as raizes daequagi x* +ax+b=0 sfo
exatamenteaeb. Entdo,a —b éigua a
A)O B)1 C2 D)3 E) 4

05. Vgaproblema 09 doNivel 2.
06.Veaproblema 14 doNivel 2.

07. A diferenca eitre a maor raz e a menor raiz da euacdo
(2x-45) - (x-21° =0 &
A) 2 B) 3 C4 D)5 E) 6

08.Veaproblema12 doNivel 2.

09.Se0’°<x<90e cosxzi entdo x esta entre:
A)0°e30° B)30°e45 C(C)45°e60® D)60°e75’ E)75 e’

10. Vejaproblema 11 doNivel 2.

11. Paratodo n natural definimosafungéo f par:  f(n)= 2 sen épar,
f(n)=3n+1sen éimpar. O nimero de solugdes da equacdo f (f(f(n)) =16 &
A)2 B) 3 C) 4 D)5 E)6

12. OnumeroN = 11111 . . . 11possui 1999digitos, todos iguaisa l. O resto da
divissode N por 7 &
A)l B) 2 C4 D)5 E) 6

EUREKA! N°7, 2000
10
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13. Um quadrado ABCD possui lado 4@&m. Uma drcunferéncia contém os
vértices A e B e étangente a lado CD. O raio desta drcunferéncia é
A) 20cm B) 22cm C) 24cm D) 25cm E) 28cm

14. Vejaproblema 18 doNivel 2.

15. Para quantos valores inteiros de x existe um triangulo aauténgulo de lados 12,
10ex?

A)9 B) 10 C) 12 D) 16 E) 18

16. A circunferéncia abaixo tem raio 1,0 arco AB mede 7¢° e 0 arco BC mede
40°. A éreadaregiso limitada pelas cordas AB e AC e pelo arco BC mede:

A) 78 B) 119 C) 10 D) 712 E) W14

17. A retar contém os portos (0, 4) e (7, 7). Dos pontos abaixo, qual é o mais
proximo daretar?

A) (199, 83) B) (1999, 83) C) (1999, 8a))

D) (1999, 861) E) (1999, 8®)

18. Quantos sdo os pares (X, ) de inteiros positivos que satisfazem a equacio
2x+3y=1017?

A) 13 B) 14 C) 15 D) 16 E) 17

19. Quantos numeros inteiros entre 10 e 1000 possuem seus digitos em ordem
estritamente crescente? (Por exemplo, 47e 126 sdo nimeros deste tipo; 52 e 566
nao).

A) 90 B) 98 C) 112 D) 118 E) 120

20. Vgaproblema 10 doNivel 2.
21 Vegaproblema 15 doNivel 2.

22. No guedrado ABCD o paito E é médio de BC e o ponto F dolado CD é tal
gue o angulo AEF é reto. Aproximadamente, que porcentagem a &eado tridngulo
AEF representada &rea do quadrado?

A) 28% B) 31% C) 34% D) 36% E) 39%

EUREKA! N°7, 2000
11
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23. Dois irmaos herdaram o terreno ABC com a forma de um triéngulo reténgulo
em A, e com o caeto AB de 84m de comprimento. Eles resolveram dividir o
terreno em duas partes de mesma aea pa um muro MN paralelo a AC como
mostra afigura abaixo. Assnale aopgdo que contém o valor mais aproximado do
segmento BM.

N

A

A C
A) 55m B) 57m C) 59m D) 61m E) 63m
24. As representagdes decimais dos nimeros 2°%e 5% sio escritas lado a
lado. O nimero de algarismos escritos éigual a:
A) 1999 B) 2000 C) 2001 D) 3998 E) 3999
25. Vegaproblema 16 doNivel 2.

GABARITO

Primeiro Nivel (5°. e 6°. séries)
1B 6) A 1N E 16)B
2)D 7B 12)E 1NE
3)B 8 C 13 B 18 A
4B 9A 14 E 19 D
5D 108 15C 20 C
Segundo Nivel (72 e 8. séries)
nB 6) E 1) D 16 E
2)D 7ncC 12)C 1NE
3E 8B 13 A 18 A
QA 9E 14)C 19 D
5E 10D 158 20 B
Tercero Nivel (Ensino M édio
1)B 6)C 1)C 16)B 21)B
2D A 12 A 17D 22)B
3D 8 C 13 D 18 E 23 C
4D 9E 14) A 19E 24) B
5E 10 D 15 A 20)D 25 E

EUREKA! N°7, 2000
12
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase - Nivel 1

PROBLEMA 1
Corte 10 agarismos do nimero 123151234612345234512345, para que
0 nUmero restante sgja 0 maior possivel.

PROBLEMA 2

Sabe-se que trés meses conseautivos de um determinado ano, ndo bissexto,
posaiem cada um exatamente quatro damingos.

a) Estes meses podem ser janeiro, fevereiro e margo?

b) Podem ser agosto, setembro e outubro?

PROBLEMA 3
Na figura, os tridngulos ABC e EGF sdo equilateros. O perimetro do tridngulo
ABC é 13Zm e, dém diso,

AE=EC

BD =DC

EF=FC

DG =GE
a) Qua o perimetro da @easombreada?
b) Quefracé® daareadotridngulo ABC

representa aareasombreada?

PROBLEMA 4
Pedro distribuiu 127 moedas de 1 real em sete @ixas e colocou em cada uma
delas uma diqueta dizendo o nimero de moedas da caxa. Essa distribuicao foi
feita de forma que qualquer quantia de R$1,00 a R$12700 pudesse ser paga
entregando-se genas caixas fechadas. De que maneira Pedro fez essa
distribuicdo?

PROBLEMA 5

Um edificio muito ato possui 1000 andares, excluindo-se o térreo. Do andar
térreo partem 5 elevadores:

O elevador A para en todcs os andares.

O elevador B paranos andares maltiplosde 5,isto €, 0,5, 1Q 15, ...

O elevador C paranos andares multiplosde 7,isto €, 0,7, 14,21, ...

O elevador D paranos andares miltiplosde 17,isto , 0, 17, 34, 51, ...

O elevador E paranos andares multiplos de 23,isto &, 0, 23,46, 69, ...

EUREKA! N°7, 2000
13
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a) Mostre que, excetuando-se 0 andar térreo, rnéo existe nenhum andar onde
param 0s 5 elevadores.
b) Determine todas os andares onde param 4 elevadores.

PROBLEMA 6
Encontre 0 menor tabuleiro quadrado que pode ser ladrilhado usando pegas com o
seguinte formato:

Obs: Ladrilhado significa ompletamente aberto, sem superposicéo de pegas, e
de modo que nenhum porto fora dotabuleiro sgja wberto pa alguma peca

SOLUCOES SEGUNDA FASE - NiVEL 1

SOLUCAO PROBLEMA 1

O maior nimero restante €55341234512345.Para ver isto, podemos apa que
0s cortes s0 feitos da esquerda para adireita. Se deixarmos de @rtar todos 0s
quatro primeiros algarismos, 0 nimero que resta omecaapor 1, 2, 3ou4. Logo,
menor que 0 nimero acima. Feito isto, se deixarmos de cortar a segunda
seqiéncia 1234, onimero que resta terd na primeira ou segunda ca&a, da
esquerda para adireita, 1, 2, 3 ou 4. Ainda menor que o nimero acima. Os dois
primeiros 5 devem permanece, pds retirando-se um deles, completamos 9
retiradas e ai dgum algarismo daterceira seqiiéncia 1234 aparecerd na 1° ou na 2°
casa. Finamente devemos cortar a sequéncia 12, que ocupa all® e 12 posicéo.

SOLUCAO PROBLEMA 2
Se o diaprimeiro de janeiro for Segunda-feira, e 0 ano réo for bissexto, entdo os
meses de janeiro, fevereiro e marco teréo 4 daningos cada.

SOLUCAO PROBLEMA 3 (Solugéo resumida)
a) Perimetro= 2 [{44)+ 33 121. b) S=

Nlw

s+,
4

N
H
o

SOLUCAO PROBLEMA 4

Basta distribuir as moedas em 7 caixas contendo respedivamente 1, 2,4, 8,16,
32 e 64 moedas. Para outros pagamentos Pedro padefazer 3=1+2,5=1+4,6
=2+4,7=1+ 2+ 4. Asim ja pode pagar as quantias de 1 a 7 reais com o
conte(ido das caixas. Somando-se aparcda de 8 a etas omas chega-se nas
somas de 9 até 15. Somando-se aparcela de 16 as 15 somas assm formadas
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obtém-se somasde 17 a 31. A estas acrescenta-se aparcda de 32. E finamente a
parcelade 64, obtendo-se sssimtodasas masdelal27=1+2+4+8+ 16+
32+ 64.

SOLUGAO PROBLEMA 5

a) O elevador B paranos maltiplos de 5.
O elevador C paranos multiplosde 7.
O elevador D paranos multiplosde 17.
O elevador E paranos malti plos de 23.

Como 5, 7, 17e 23 s@0 nimeros primos, para que todos parem num mesmo
andar, este tem que ser miltiplo de 5 x 7 x 17 x 23= 136& e o prédio sd tem
1000andares.

b) Para que num andar parem exatamente quatro elevadores, devem parar A,
gue para en todacs, e trés dos restantes.
B, C e D param nos multiplosde 5 x 7 x 17 =595
B, C e E paramnos multiplosde 5 x 7 x 23= 805
B, D e E param nos multiplosde 5 x 17 x 23= 1955
C, D eE paramnosmultiplosde 7 x 17x 23= 2737
Logo, cs andares onde param 4 elevadores 80 0 595e 0 8(b.

SOLUCAO PROBLEMA 6
O menor tabuleiro é do tipo 10 x 10 coberto com 20 pegas, como mostrado, pa
exemplo, pelafiguraabaixo, a esquerda.
Com efeito, 0 nimero de casas do 7
tabuleiro é um quadrado perfeito
multiplo de 5. Logo é 25, 100,225 ou
... etc. Mas um tabuleiro 5 x 5 ndo
pocde ser coberto com pecas deste tipo,
pois ao tentarmos completar uma
— | lateral  do  tabuleiro,  seremos
condwidos a uma das duas figuras a
direita, as quais ndo se deixam
completar pelas pegas para formar todo
o tabuleiro.
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase - Nivel 2

PROBLEMA 1
Trés meses conseautivos de um determinado ano, réo hisexto, posuem
exatamente quatro damingos cada um. Prove que um destes meses é fevereiro.

PROBLEMA 2

Num quadro-negro séo escritos trés inteiros. Comecase, entdo, uma sequéncia de
movimentos onde, em cada pas, apaga-se um deles e escreve-se em seu lugar a
soma dos outros dois diminuida de uma unidade. Apoés varios movimentos, estéo
escritos no quadro os ndmeros 17, 75e 91. E possivel que no inicio estgjam
escritos no quedro :

PROBLEMA 3

Sga ABCD um quadrado. Escolhemos portos M, N, P, Q respectivamente sobre
AB, BC, CD e DA, de modo que & circunferéncias circunscritas aos tridngulos
MBN e PDQ sgjam tangentes exteriormente. Mostre que MN +PQ = AC.

PROBLEMA 4
Determine 0 maior natural n parao qual existe umareordenacéo (a, b, c, d) de (3,

6,9, 13 (isto & {a, b,c, &} ={3, 6 9, 13) tal que o nimero V3269129 sga
inteiro. Justifique sua resposta.

PROBLEMA 5
Um professor de matemética passou aos seus alunos a ali¢éo g + % once A, B,

C e D s&o inteiros positivos, as fracOes estdo simplificadas a0 méximo e os
denominadores s0 nimeros primos entre si. Os duncs adicionaram as fragdes
tirando ominimo multi plo comum dos denominadores das parcelas e escrevendo
este como 0 cenominador do resultado. Mostre que a fraggo que os aunos
encontraram como resultado esta simplificada.

PROBLEMA 6
Determine todos 0s inteiros positivos n para 0s quais € possivel montarmos
um reténgulo 9 x 10 usando pecas 1 x n.
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SOLUGOES SEGUNDA FASE - NIVEL 2

SOLUCAO PROBLEMA 1

Se nenhun destes meses for fevereiro, o numero total de dias ndo pock ser
menor que 91 = 7. 13 e portanto o ndmero total de domingos ndo poderia ser
menor do gie 13.

SOLUCAO PROBLEMA 2

a) Estéo escritos inicialmente 3 nimeros pares. Quando um deles é gagado, é
escrito em seu lugar um ndmero impar. Apés o 1° movimento ficam entéo
dois nUmeros pares e um numero impar. Se gagarmos agora 0 nimero
impar, surgird em seu lugar outro ndmro impar e se gagarmos um nimero
par aparecerd an seu lugar outro nimero par. Deste modo, apés qualquer
ndmero de movimentos restardo dds numeros pares e um ndmero impar e
portanto, ndo € possivel termos no final os trés ndmeros impares 17, 75e 91.

b) Sim, uma posdvel sequénciade movimentosé: 3, 3,3- 5,3 3 - 5,3,7
- 5,11,7 - 17, 11,7 - 17 ,11,27 - 17,43,27 - 17, 43,59 - 17, 75,
59 - 17,75, 91.

SOLUCAO PROBLEMA 3

A figura abaixo representa a situagéo, once X e Y sdo os portos medios dos
segmentos MN e PQ e Z é o ponto de tangéncia das circunferéncias. Entéo, como
OMBN = OPDQ =90, segue que BX= MX= NX= XZeDY= QY= YP=YZ
Assm, MN+ PQ=BX+ XZ+ ZY+ YD>=BD = AC.

A Q D

M ]
X

B N c

SOLUCAO PROBLEMA 4

Temos 3° [B° [9° [12¢ = 2°*%@ [3****>*d parg (a, b, ¢, d) dados, o maior n
possivel € mddb+2d,a+b+2c+d} <b+2d. Note que b + 2d é méximo
(com b e d elementos distintos de {3, 6, 9, 12) quandod = 12 e b = 9. Neste
caso,b+2d=33,ea+ b+2c+d=21+a+ 2c. Tomandoa =6 ec = 3, temos
tambéma + b + 2c + d = 33, que éobviamente 0 maior valor possivel para n,
obtido pera(a, b, ¢, d) = (6, 9, 3,12).
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SOLUCAO PROBLEMA 5
Como os denominadores das fragdes s80 primos entre si, seu MMC éBD e assm,

~ ., AD+CB . .
afrac resultante eT. Supontamos que esta fragdo ndo sgja irredutivel

isto €, que eistaagum nuimero primo p que divida o numerador e 0 denominador
desta fracdo. Como o produo BD é divisivel por p, um dos sus termos, digamos
B sem perda de generalidade o sgja. Entretanto, uma das parcelas da soma AD +
CB édivisivel por p e mmo a soma, pa hipotese, é divisivel por p a parcela AD
€ também divisivel por p. Portanto A ou D é divisivel por p. No primeiro caso

- ~ A . .
temos uma contradicdo com o fato da fracgdo B ser irredutivel, no outro casos a

contradicdo esta no fato de que os denominadores das fragdes iniciais sempre sdo
primos entre si.

SOLUCAO PROBLEMA 6

E claro que n deve ser no maximo 10 e dividir 90. Assim, restam para n as
possibilidades 1, 2,3, 5, 6, 9 10. Foran = 6, é imediato que n pode asumir
qualquer um dos outros valores adma. Comecando a tentar montar o retangulo

com peca 1 x 6 a partir de um canto, concluimos prontamente que a tarefa ndo é
possivel.
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XXI OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase - Nivel 3

PROBLEMA 1

Nos extremos de um didmetro de um circulo, escreve-se 0 nimero 1 (primeiro
pas) . A seguir, cada semicirculo é dividido ao meio e en cada um dos ®us
portos médios escreve-se a soma dos numeros que estdo ncs extremos do
semicirculo (segundo [@sso) . A seguir, cada quarto de circulo é dividido ao meio
e an cada um dos sus pontos médios colocase asoma dos nimeros que estéo
nos extremos de cala arco (terceiro passo). Procede-se, assim, sucessivamente:
sempre cala arco é dividido ao meio e an seu porto médio € escrita asoma dos
ndmeros que estdo em seus extremos. Determinar a soma de todos 0s nimeros
escritos apds 1999 pasws.

PROBLEMA 2 Vegjaproblema3 donivel 2.
PROBLEMA 3 Vejaproblema4 donivel 2.

PROBLEMA 4
Determine todos 0s inteiros positivos n para 0s quais € possivel montarmos um
reténgulo 9x 10usando pecas 1 x n.

PROBLEMA 5

José tem trés pares de 6culos, um magenta, um amarelo e um ciano. Todo dia de
manh& de escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado de nunca usar 0 mesmo
gue usou hodia anterior. Se dia primeiro de ayosto ele usou o0 magenta, qual a
probabilidade de que dia31 de ajosto ele volte a usar o0 magenta?

PROBLEMA 6
Encontre & olucdesinteirasde x® - y* =999.

SOLUGCOES SEGUNDA FASE - NiVEL

SOLUCAO PROBLEMA 1

Seja §(n) a soma dos termos em cada pas em um dos emicirculos. Observemos
que 1) = 2, 2) = 4, e Y3) = 10. Deste modo, ne parece razodvel conjecturar
que §(n) = 3"~ ' +1. Claramente, (1) = 3' "' + 1. Os novos termos adicionados
para formar L, ., representam somas de dois termos conseautivos de L, e cada
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termo de L, excetuando-se o primeiro e o Ultimo, aparece en exatamente duas
destas somas. Dai, S(n +1) = S(n) + 2((n) = 1) = 35n) =2 = 3(3" "1+ 1) — 2=
3"*Y-14 1 Levando em considerac® o outro semicirculo, temos que a
soma @6s os 1999 passos é igual a2.(3"%%* 1+ 1) -2=2. 39

SOLUGAO PROBLEMA 2 Vejasolugéo doproblema3 do rivel 2.
SOLUCAO PROBLEMA 3 Veja solucio doproblema4 do rivel 2.

SOLUCAO PROBLEMA 4

E claro que n deve ser no maximo 10 e dividir 90. Assim, restam para n as
possibilidades 1, 2,3, 5, 6, 9 10. Foran = 6, é imediato que n pode asumir
qualquer um dos outros valores adma. Comecando a tentar montar o retangulo
com peca 1 x 6 a partir de um canto, concluimos prontamente que a tarefa ndo é
possivel.

SOLUCAO PROBLEMA 5

Sgam m, , a, € ¢, as probabilidades de que no da n ele use 6culos magenta,

amarelo e dano, respectivamente. Temosmy =1, a1 = =0e m,,, = &n ;C” ,
1-m,

an+l:mn+cn’e |’H-l_rnn'i'an Comoan+cn+n'}]:1,ternos mn+1: 2”

_(_m\2-n
Assm, m, :%, e an 31 de gosto a probabilidade de que ele volte a

+ 2—29

usar o magenta ém,, = 3

SOLUCAO PROBLEMA 6

Temos(x - y) (x* + xy+ y?) =3% [B7. Suporhamos x > y. Assm, 0s possiveis
valoresdea=x-ysdo 1,3, 9,27,37,3 37,9 (37,27 137 e cada valor permite
fazer y = X — a e precisamos apenas verificar se @& raizes de

x? + x(x—a) +(x-a)? =999 inteiras, Na verdade, alguns destes valores sio
a

obviamente inapropriados: a=x-y=x®-y*=0 (mod3), dond: os valores 1
e 37 paem ser descatados. Por outro lado, se x-—y=3btemos
(x* - y*)=3b*, donck podemos descartar a > 27. Os dois valores restantes, 3 e

9, sdo de fato possiveis e dao as quatro
solugdes: (101),(-1,-10),(129) e (-9,-12).
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
er eira Fase - Nivel 1

PROBLEMA 1
Diga cmo dvidir um cuboem 1999 cubinhos. A figura mostra uma maneira de
dividir um cuboem 15 cubinhos.

PROBLEMA 2

Emanuela, Marta elsabel sdo trés nadadoras que gostam de competir e por isso
resolveram organizar um desafio de natagdo entre elas. Ficou combinado o total
de pontos para 0 primeiro, o segundo e o terceiro lugares em cada prova. A
portuacéo para primeiro lugar € maior que apara o segundoe esta émaior que a
portuacd para o terceiro. As portuagdes s80 nimeros inteiros paositivos. O
desafio consistiu de vérias provas e a fina observou-se que Emanuela fez 20
portos, Marta 9 pontos e Isabel 10. A primeira provafoi vencida por Isabel.

() Quantas provas foram disputadas?
(o) Determine o tota de pontos para o primeiro, segundoe terceiro lugares.

PROBLEMA 3

Um reino é formado pa dez cidades. Um cidaddo muito chato foi exilado da
cidade A para ddade B, que é a cidade do reino mais longe de A. ApGs um
tempo, ele foi expulso da cidade B para acidade C do reino mais longe de B.
Sabe-se que acidade C ndo é amesma ddade A. Se de continuar sendo exilado
dessamaneira, € posdvel que deretorne acidade A?

Nota: as distancias entre as cidades 5o todas diferentes.

PROBLEMA 4

Adriano, Bruno e Carlos disputaram uma série de partidas de ténis de mesa. Cada
vez que um jogador perdia, era substituido pelo que estava aesperar. A primeira
partida foi disputada por Adriano e Bruno. Sabe-se que Adriano venceu 12
partidas e Bruno 21. Quantas vezes Adriano e Bruno se enfrentaram?
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SOLUCOES TER EIRA FASE - NiVEL

PROBLEMA 1
SOLUCAO DE MARIANA DE MORAES SIL EIRA B MG

O cubo dve ser dividido em 1000cubinhos, ousga 10 x 10 x 10, depois, deve-
se pegar um deles e dividi-lo novamente en 1000cubinhos para que obtenhamos
1999 cubinhos. Assim teremos 1000 —1 (que serd dividido) + 1000 = 1999

cubinhos.

PROBLEMA 2

SOLUCAO DE DIOGO DOS SANTOS SU AMA B MG

a) Foram disputadas 3 provas. Como 20+ 10 + 9 = 39, o nimero de portos

b)

distribuidos por prova s6 paderia ser 3 ou 13, pas estes 50 0s Unicos
divisores de 39, a ndo ser 0 mesmo e 0 1. Em consequéncias, 0 nUmero de
provas também ser4d um desses numeros. Porém, se forem disputadas 13
provas, sO hd uma maneira de se distribuir os pontos: 2 para o primeiro, 1
para o segundoe O para o terceiro. Entretanto, 0 ndo € positivo, sendo assm
descartada essa hipodtese.

Ja sabendo qe sGo 3 provas, € impaosdvel que avencedora ganhe menas que
8 portos, pois assm, Emanuela sd conseguiria os 20 patos fazendo 7, 7e 6
portos em cada prova. Para isso, seria preciso que avencedora fizesse 7
portos, a segunda wlocada 6 e adltima 0, mas como vimos, 0 ndo é positivo.
E imposdvel, também que avencedorafaca mais de 10 paitos, pas ndo seria
possivel que asegunda fizesse mais pontos que alltima, ou que esta ndo
fizesse 0 pantos. Entéo, as Unicas possibilidades sdo: 1% - 10, 2. - 2, 3. -
1; 1a. - 9, 21 - 3, 3a. - 1; 1a. - 8,2a - 4,3&1 - 1 ela. — 8,2a. - 3, 3a
- 2. A primeiraopcéo € incorreta, pas Isabel, gue venceu uma das provas,
ndo paderia ter feito portos nas outras. A segunda opgéd também ndo é
correta, pois Isabel teria que marcar apenas um porto em duas provas. A
Ultima opgéo € incorreta também, pas Isabel teria que marcar 2 pantos em
duas provas. Terceiraopcdo: 1% - 8,2% - 4,3 - 1éacorreta Vgao
quadro abaixo:

PROBLEMA 3 Veasolugép doproblema 2 donivel 2.
PROBLEMA 4 Vejasolugéo doproblema 3 donivel 2
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
er eira Fase - Nivel 2

PROBLEMA 1
Seja ABCDE um pentégonoregular tal que aestrela ACEBD tem &real. Sgjam P
intersecd entre AC e BE e Q aintersecéo entre BD e CE. Determine aéreade

APQD.

PROBLEMA 2

Um reino é formado pa dez cidades. Um cidaddo muito chato foi exilado ca
cidade A para acidade B, que éa ddade do reino mais longe de A. Apds um
tempo, ele foi expulso da cidade B para acidade C do reino mais longe de B.
Sabe-se que acidade C ndo € amesma ddade A. Se de continuar sendo exilado
dessamaneira, é possvel que e retorne acidade A?

Nota: as distancias entre as cidades 5o todas diferentes.

PROBLEMA 3

Adriano, Bruno e Carlos disputaram uma série de partidas de ténis de mesa. Cada
vez que um jogador perdia, era substituido pelo que estava aesperar. A primeira
partida foi disputada por Adriano e Bruno. Sabe-se que Adriano venceu 12
partidas e Bruno21. Quantas vezes Adriano e Bruno se enfrentaram?

PROBLEMA 4
Prove que ha pelo menos um algarismo dferente de zero entre a1.000000™. e a

3.000.008. casa decimal de~/2 apésavirgula
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SOLUCOES TER EIRA FASE - NiVEL

PROBLEMA 1 Vegasolugéo doproblemal donivel 3.

PROBLEMA 2

SOLUQ[\O DE EINSTEIN DO NASCIMENTO NIOR F CE

Hadez cidadesA, B,C,D,E, F, G, H, |, J.

Um chato da cidade A foi exilado para acidade maislonge de A, a adade B.
Como B é a édade mais longe de A, pade-se dizer que se tomarmos A como
sendo ocentro de uma drcunferéncia de raio AB, todas as cidades estardo dentro
dos limites da circunferéncia, exceto a cidade B que estara em cimadela.

Como as distancias entre as cidades ndo sdo iguais e o chato foi exilado para a
cidade C que € amaislonge de B entdo BC > AB.

Da ddade C ele serd eilado para acidade D que é a mais longe de C e a&sim
sucessivamente até chegar na ddade J onde teremos a seguinte verdade:
AB<BC<CD<...<HI<IJ

Ao chegar nesse porto vemos que A com certeza ndo € acidade mais longe de J
pois

AB=rao

AJ<rao

AJ<AB

AB<IJ

Al<IJ

Logo eleira parauma ddade diferente de A, e nuncaretornara acidade A.

PROBLEMA 3

SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA R R

Quando comeca asérie, j ocorre um encorntro entre Adriano (A) e Bruno (B).
Vamos chamar de V,, Vi € Ve 0 nimero de vitdrias de Adriano, Bruno e Carlos,
respedivamente. Entdo ao final da série Va + Vg = 33 e depoisdo 1°. jogo Va + Vs
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= 1. Supanhamos que 0 segundojogo segja x x C. Chamemos de E o nimero de
jogos A x B.

Ent3o no 2°. jogo E = 1. Enquanto C ganhar, VA + Vg € E permanecen constantes.
Quando C perder, V4 + Vg aumenta uma unidade. O proximo jogo sera A x B,
aumentando V, + Vg € E em uma unidade. ApGs este jogo, o oximo serd x x C.
Ou sga, para que E aumente uma unidade, Va + Vg aumenta duas, e o aumento de
um em E. Como no 2. jogo E = 1 e falta que Va + Vs aumente 32 widades,
ocorrem 1+ 16=17jogos A x B.

PROBLEMA 4
SOLUCAODE ENRIQUEC OCIA P PR

Para mmeca a desenvolver v/2 , utilizel 0 processd de extragdo que ndo utiliza
tentativas (processo prético por aproximaca).

J2
Ny 1,414
1.00
96 1 2=24 4 100
4.00 96
281
1.1900 14 2=281 1 400
1.1296
0060400 141 2=2824 4 11900
112%

Deste lado, 0 nimero de casas mpre aimenta en 1 casa,
nunca mais. (Mmesmo se howesse um caso de 99999 9 =
899991 (s6 aumenta 1 casa) (entre 1.000.0® e 3.000.000)

Quando estivermos no nimero 1.000.@0 de casas no multiplicador, teremos
999.999casas decimais. Supondo que hgja s6 1 casa no resto nesta situagéo,
depais de 1.000.M0 de operagdes, teremos 1.999.999casas decimais (1 milhdo
de zeros), 2.000.000 o multiplicador e 2.000.0 no resto, palendo obter
ndmero dferente de zero.

Em geral o fato de, ndo podendo haver divisdo, com o aumento das casas
divisoras em 1 e do resto em 2 e @& casas dedmais Erem menores que &
divisoras em 1 torna imposgvel a obtencdo desta sequéncia de zeros entre as
casas de 1.000.000 e 3.000.000.
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XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
er eira Fase - Nivel 3

PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1 Vejaproblemal do rivel 2.
PROBLEMA 2 VVeja problema 4 do rivel 2.

PROBLEMA 3

Temos um tabuleiro quedrado 10x 10.

Desgjamos colocar n pegas em casas do tabuleiro de tal forma que ndo existam 4
peca formandoem retngulo de lados paralel os aos lados dotabuleiro.
Determine o maior valor de n parao qual é possivel fazer esta construgéo.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

O planeta Zork é esférico e tem vérias cidades. Dada qualquer cidade existe uma
cidade antipoda (i.e., simétrica em relagdo ao centro do planeta).

Exisstem em Zork estradas ligando pares de ddades. Se existe uma estrada
ligando as cidades P e Q entdo também existe uma estrada ligando as cidades P'
eQ', orde P' é aantipodade P e Q' é aantipoda de Q. Além dis, estradas ndo
se quzam e dadas duas cidades P e Q sempre épossivel vigiar de P a Q usando
alguma seqiiéncia de estradas.

O preq da Kriptonita em Urghs (a moeda planetaria) em duas cidades ligadas
por uma estrada difere por no maximo 100 Urghs. Prove que existem duas
cidades antipodas onde o preqo da Kriptonita difere por no maximo 100Urghs.

PROBLEMA 5

Em Tumbdlia eistem n times de futebol .

Desgja-se organizar um campeonato em que cala time joga exatamente uma vez
com cada um dos outros. Todos 0s jogos ocorrem aos domingos, e um time n&o
pode jogar mais de umavez no mesmo da.

Determine 0 menar inteiro positivo m para o qual é posdvel realizar um tal
campeonato em m domingos.
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PROBLEMA 6

Dado tridngulo ABC mostre como construir com régua € @mpasso um tridngulo
ABCde &ea minima wom C'0ACA0OABeBUIBC tad que

] O O ]
B'AC'=BAC e AC'B'= ACB.

C

VAYAN

SOLUCOES TER EIRA FASE - NiVEL

PROBLEMA 1
SOLUGAODE UGOPINTOI ATA S R P SP

Como o pentédgono e aestrela sio regulares, o quadrildtero APQD é um trapézio.
A areado trapézio APQD éigual a &reado tridngulo APD somada ado tridngulo

PQD. Como BDRP também é um trapézio, RP//QD, entdo a &eade PQD é
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igual ade RQD. Como a estrela éregular, a area de RQD éigual ade ERS, entéo,
a deade PQD éigua ade ERS Assm a &eado trapézio APQD é igua a soma
das areas dos tridngulos APD e ERS gue é igua a figura APDRES, que é
exatamente metade da estrela toda.
Resposta: A &reade APQD €0,5.

PROBLEMA 2
SOLUCAODE UMBERTOSIL ANA ES G GO

Supontamos, pa absurdo, que todos os agarismos das casas decimais entre a
1.000.000. casa decimal e a3.000000. casadecimal de+/2 fossem zero, entéo:

1077 [0 V2 0™ V2[ (once BT eX[k x< B+Y)

10 K = [0 v2[{ondeK =0’ v2[ ) 0 107¢ K <107 V2 <107F K +1,
mas como 1022 K #10%* /2, (pdis & n4o fosse terfamos /2 = K /10*,
um absurdo, is \/E éirraciona!) entéO'

:I_Ozﬁno6 K <103E|106 \/E <102E|106 . 1 .
1010 103E|]O
2 2

:I_Oztuo6 :I_Oztuo6 104m06 106EI106 :I_Oztuo6 104EI]06
mas como K = [1I0'* v2[[ , temos (peladefinicio de [X[):
K <1092 <K +10 Gs\/_ _< \/EG<1D ZKesl,

1 OZEI]O 010 4 102EI]0 2
logo:
K?<210™ <K? +2—K6+L6< K? P —<K?+10

102E|]0 104E|]0 2 104EI]0

K2 <210™ <K?+10 0<210™ —K? <1, um absurdo, mis ndo

existe nenhum inteiro maior que 0 e menor que 1, disto concluimos que ha um
algarismo dferente de 0 nestas casas decimais. (Poderiamos ter uma goroximaca

melhor pais 2K & bem menor que 10227 ).
Obs. [X[ denota a funcdo do "maior inteiro": € o Unico inteiro tal que

Xk x< X1
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PROBLEMA 3
SOLUCAO DA BANCA

O problema é guivalente aencontrar subconjuntos A, A, ..., A do conjunto
{1, 2, 3, ...,10} cujasomado nimero de elementos sjaamaior possivel tais que
a intersecdo de dois quaisquer deles tenha no méximo un elemento (A é o
conjunto das posigdes das pecas na i-ésima linha do tabuleiro). Se A tem k;

k (k =1
elementos entdo ha Cfi :%subconjuntos de 2 elementos ndo pade

pertencer adois dosconjurtos A, e ha no tota C2 =45 subconjuntos
de 2 elementos de

{1, 2,...,1Q. Assm, devemos ter i M
Por outro lado, se edstem i, j com K > k + 1, temos
+) , -2k -2 + k( .
Goa* Ck_l—K(Kz D, . K(Kz D, +K Mk <G4
10 M 10

Assm para minimizar Z mantendo Z k fixo devemos ter

|ki —kj|s1paratodoi, j. Se observamos que 5C7 +5C; =56 +5[3= 45
concluimos que se

0k (k -1 10 _ )
< 45entdo ) k; <504 +503 =235 vaendoaiguadade se esd

D T

se 5 dos k; sho iguais a 4 e 0s outros 5 iguais a 3. Para que acontrugéo sga
possivel nesse caso precisamos de que cala par de elementos apareca em
exatamente um dos conjuntos A; . Nesse caso, cada demento ce {1, 2, 3.., 10}
deve garecr em 3 conjuntos com 4 elementos ou em um conjunto com 4
elementos e 3 conjuntos com 3 elementos (pois cada um dos outros 9 elementos
aparece @atamente uma vez junto com ele). Como haveria 5 conjuntos com 4
elementos, o nimero médio de njuntos com 4 elementos aos quais cada
elemento pertence €2, dond ha elementos que pertencem a 3 conjuntos com 4
elementos (pois um elemento ndo pale pertencer a exatamente 2 conjuntos com 4
elemetos). Assim, podmos pa sem perda de generdidade que A, = {1, 2, 3,
4,A={1,56, 7 eAs={1, 8,9 10, mais entdo qualquer outro conjunto de 4
elementos deve estar contido em {2, 3, ..., 13, e portanto deve intersectar um
dos conjunto Ay, Ay, As, Ay, em pelo menos 2 elementos. Portanto, néo é possivel
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10
que Z k; sgjaigual a 35. Por outro lado é posdvel construir exemplos com

3 k, =34, como abaixo:

A={1,2,3.3 A={1 56,7 A={25 89 A={(3 68, 10,
As={1,9,10,A={2,7,10,A={3,7,%,As={4,5,10,A0={ 4,6,9 e
A10={4, 7,8‘

PROBLEMA 4
SOLUGAO DE GILBERTO SANTOS DO NASCIMENTO S P SP

Sga C, oantipodade C,.
Vamos ligar C, a C, e viceversa, formando uma linha fechada. Abaixo
C, éoantipodade C; paratodoj.

Agora, supondo qe adiferenca da Kriptonitade C, para C, sgamaior que 100.
Entéo, vamos supa que (C; —Cy) + (C3 —Cy) +...+ (C,' = C,)) > 100. Como a0
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percorrer 0 caminho, temos de ter uma diferenca zero ao chegarmos em C;
novamente, somando(C;' — C,") + (C5' = C,) +...+ (C, - C;) <— 100.

Agora, supondo ge o Superman trace uma linha de C; a C,' (esta linha néo
poderia ser uma estrada, pois | C,' — C4| > 100 a soma das diferencgas na parte de
cimadalinha deve ser maior que 100e ambaixo menor que —100.

>100

arte de dma (p.c.

arte de baixo (p.b

Agora, supondo ge esta linha percorra a figura, ligando todas as cidades
antipodes, na parte de cima, a soma deve ntinuar sendo maior que 100 e
embaixo menor que 100. Em p.c. (parte de cima), a soma ndo pode passar
bruscamente de > 100 pra < —100, pois sGo somadas apenas duas diferencgas de
cada vez (menores que 200 no total!). Assim, para que p.c. fique negativo < —100
e p.b.fique positivo > 100, teriamos de ter duas cidades antipodas com diferenca
> 100em moduo.

>100 G

C
"N\<-100 pb. [ pc. >100 c

<-100

ce

Continuando o percurso, ao chegarmos em C,', teremos de ligalo a C;. No
entanto, p.c. estard em baixo e asoma das diferengas na dire¢é® de C,' para C;
terd de ser positivo > 100. Mas essa soma @a negativa e < —100 quando
comegamos (L] 0 ) Contradigéo.

O mesmo ocorre analogamente com p.b. Logo, em algum par da ddades (uma
cidade esua antipods), a diferenca do preg da Kriptonita devera ser menor ou
igual a100.

Viva o Superman!.
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PROBLEMA 4

SOLUCAO DE UMBERTOSIL ANA ES G GO

Supontamos, pa absurdo, que os pregs diferem por mais de 100 Urghs em
todas as cidades antipodas, entdo:

| Xo —Yo| > 1000 Mg —my > 100 (once X, e y, S80 antipodas e representam o
preqo da Kriptonita).
|X1—y1| >1000 Ml—ml >100

[ X —Yn|>21000 M,—m,>100(Onde M, = max (X, ¥n) € My =min (Xn, Yn))

Como sabemos que &iste um caminho & estradas que leva de M, até my, entéo
deve istir uma estradaqueliga (para certoi, j O ;i,j<n) M « - m.

Como existe uma estrada ligandoM; — - m, também existe uma estrada ligando
m « — M; (antipodas). Pode acontecer i = j, caso em que se conclui facilmente
que M; — m > 100, un absurdo pis m e M; sdo "vizinhas', logo o peq da
Kriptonita difere por no maximo 100Urghs.

Sei |, entéo:

| M —m | < 100(s80 "vizinhas")

| Mi —m | < 100, mas como

M; —m > 100e M; —m; > 100, ent&o:

Mi+Mj— m—m>200

Mi—m+ Mj—m>200|:| |Mi—m+Mj—m|>200|:| |Mi—n”§|+|Mj—mi| >
2000 200 = | My —m| + | M; — m| > 200, um absurdo, logo existem cidades
antipodas cujo preqo dfere nomaximo em 100Urghs.

PROBLEMA5
SOLUGAO DE FABRICIO SIQUEIRA BENE IDES F CE

Facamos 2 casos, n par e n impar.

)] n par.

Cada time tem que jogar com cada um dos outros. Se ostimes $0: Ty, Ty, ..., Tp;
temos que um time T; tem que jogar (n — 1) vezes e para is precisara de pelo
menaos (n — 1) domingos. (pois $ pode jogar 1 vez por domingo). Mostraremos
que épossivel redlizar o campeonato em (n — 1) domingos. Para is basta que o
jogo entre T; e T; (i # j) ocorra no seguinte domingo.
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1) dy=i+j(modn-1),1<d;<sn-1lpaaldi#n,j#n
2) dn=2 (mod n-1), 1<sd,<n-1paatodoi #n,j#n
(seum dostimesfor Ty).

Podemos observar isso numatabelaqueindique o dia entre T; e T;
Exemplo: paran=6

d; Ty T2 Ts T4 Ts Te
T, 3 4 5 1 2
T, 3 5 1 2 4
T3 4 5 2 3 1
T4 5 1 2 4 3
Ts 1 2 3 4 5
Te 2 3 4 5 1

O campeonato organizado assm satisfaz o problema pais: € facil ver que um time
i joga cmm cada um dos outros times (no domingo d;, j # i). E cadatime s joga
umavez num mesmo dia, caso contrario teriamos; um time T, que joga @ntra T; e
Ty nomesmo domingo, ousgjad; = dy

1) Sei=n:dn=dnO 2 =2k(mod n—1) como (2,n—1) = 1teriamos
j=k(modn-1),{j,k} O{1,2,...,n=1 0O =k, uma contradi¢cdo.

2) Sei#n.

2D jek#zn:dix=dj0i+k=i+j(modn-1)0j=k(modn-1)ek=j.
uma cntradicao.

22)  j=n,k# n,sem perdade generalidade:

dn=dxdi+i=i+k(modn-1) i=k(modn-1),
{i,i}<{1, 2 ...,n=1} O i =], uma ontradi¢ado.

Agora se n for impar, como cada time tem gue jogar com todcs 0s outros Eria
necessario pelo menaos (n — 1) domingos.

S6 gue (n — 1) domingos ndo sdo suficientes pois em cada dia hd um time que fica
sem jogar. Assim, se no primeiro da T, foi o time que ndo jogou, ele danda
precisarade mais ( n — 1) domingos parajogar contra 0s outros. De modo e séo
necessarios pelo menos n domingos.
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Para ver que n domingos s80 suficientes, basta que o campeonato se organize
assm: Sgjam Ty, Ty, ..., T, ostimes. Criamos um time virtual chamado T, . ; once
jogar contra T, ., um certo dia, significando jogar naguele dia.

Temos entdo n + 1 = x times, organizamos entdo como no caso anterior O
campeonato. Como X € par is pock ser feito em x — 1= n dias.

Obs: O exemplo para (2k — 1) times é obtido db de (2Kk) times esquecendo-se um
dos times.

Resposta: Senépam=n-1.
Senéimpar m=n.

PROBLEMA 6
SOLUCAO DA BANCA

Sejam OA, OB, OC os angulos internos do trigngulo ABC, sgjam DA, OB', OC'
os angulosinternos do trigngulo AB'C' e consideremos DA = DAeOC' = 0OC.
Seja D o porto de interse¢d das circunferéncias circuscritas aos triangulos AAC'
e CCB'. Nos quadrilé&eros inscritiveis AADC' e CCDB' temos OADC = —-[0OA
e OCDB = -0C. Logo, OADB'=2 —-( -0OA -( —-0C)= -0B,e
portanto, acircunferéncia drcunscrita a tridngulo BB'A' passapor D.

No quedrilétero inscritivel AADC', ODAA = [ODC'A' = a e ODA'C' = IDAC =
a. Como OA = OA' concluimos que ODA'B' = a. Logo, no gwdril &tero inscritivel
BBDA' temos que OODBB = a. No quadrilatero inscritivel CCDB' temos que
ODCB' =[0DC'B' = ¢, e omo C = C' concluimos que ODCC' = a.
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O porto D esta entdo associado ao tridngulo ABC pela propriedade:
ODAB = JDBC = JCDA

e portanto ndo depende da posicdo de A, B' e C'. O ponto D é fixo e sua
construcdo serd mostrada no final da solugéo.

~

Como os angulos ADB', B'DC' e C'DA' sdo constantes, a menor area possivel do
tridngulo A'B'C' € obtida quando os ssgmentos DA', DB' e DC' forem os menores
possivels. Logo, DA', DB' e DC' sdo respectivamente perpendiculares aos lados
AB, BC e CA.

Construcdodo ponto D

Seja E aintersecdo da mediatriz de AB com a perpendicular a BC tragada por B.
A circunferéncia de centro E e raio EA = EB é tangente en B a reta BC. Logo,
para qualquer ponto X domenor arco AB tem-se que [IXAB= [OXBC.

Seja F aintersecdo da mediatriz de BC com a perpendicular a CA tracada por C.
A circunferéncia de cettro F e raio FB = FC é tangente an C a reta CA. Logo,
para qualquer ponto X domenar arco BC tem-se que OXBC = OXCA.

O pornto D, intersecdo desses dois arcos étal que ODAB = [O0DBC = ODCA.
(Note que qualquer porto D com esta propriedade deve pertencer a cala um dos
lugares geométricos descritos acima, o gLe nos da a unicidade).
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Denominaremos equacdo dofantina (em homenagem ao matemético
grego Diofanto de Alexandrid) uma equacé em ndmeros inteiros. Nosso dbjetivo
serd estudar dois tipos particulares de equagdes diofantinas, a equacé de
Pitdgoras e ade Pell, e determinar suas lucbes. Também estudaremos 0 método
da descida, que nos permitira mostrar que algumas equagdes diofantinas ndo
posaiem solugdes ndo triviais, num sentido a ser precisado.

Ternos Pitagoricos
Queremos estudar as lucdes (X, v, 2) da euacd x? + y2 = 7%, com x, Y, Z
inteiros ndo nulos. Apds determinar tais lucdes, vamos ver como podemos

utilizar as informagdes obtidas para resolver outras equagcBes em numeros
inteiros. O resultado fundamental € o seguinte

Teorema 1. As Dlugdes (X, Y, 2) da euacdo x? + y2 = 7%, com x, Yy, Z inteiros
ndo nulos, sio dadas por: (x, y, z) = (2uvd, (u? = v?)d, (u? + v?)d)

ou (X, ¥,2) = ((u® -v*)d,2uvd,(u® +v*)d) onded, u, v sdo inteiros ndo rulos,
comu # v, mdc(u, v) = 1 eu ev de paridades distintas.

Prova: Sejam x, y, z inteiros positivos quaisquer satisfazendo a equacio acima
(os demais casos sd0 analogos), e d o mdc de x e y. Entdo d? divide %, e dai d
divide z. Existem portanto inteiros ndo ndos a, b, ¢, com mdc(a, b) = 1, tais que
(X, Y, 2 = (da, db, dc). Ademais, como

x2+y2:zzaa2+b2:cz,
basta determinarmos as solugdes (a, b, c) da equagép, sujeitas a condgéo
mdc(a, b) = 1 (que por suavez implicamdc(a, ¢) = 1 e mdc(b, ¢) = 1).
Note ajora que, dado um inteiro qualquer t, temos que t? deixaresto Oou 1 na
divisdo por 4, quando t for respectivamente par ou impar. Assm, sefossemaeb
impares, teriamos a” e b? deixando resto 1 nadivisio por 4, edai c® = a? + b?
deixaria resto 2 quando dividido pa 4, o que € um absurdo. Como a e b sdo
primos entre si, ndo podem ser ambaos pares. Ha entdo dois casos. a impar e b par,
a par eb impar. Analisemos o primeiro caso (0 segundoé and 0go).
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Se a for impar e b par, entdo ¢ também é impar. De a® +b? =c? obtemos
b? = (c—a)(c +a), endo édificil concluir que mdc(c — a, ¢ + a) = 2. Podemos
entzo escrever (8)° =(s52)(<2). Note que (52) e (222) séo primos entre si.

Mas s o0 produto de dois naturais primos entre si (‘3;2a e%ﬁ‘) € um quadrado
perfeito, entdo cada um deles deve ser um quadrado perfeito. Existem ent&o
inteiros positivos primos entre si u e v, tais que ¢ —a = 2v2, ¢ +a = 2u?, e dai
(a,b,c) = (U? - v?,2uv, u? + v?).

Note ainda que, como u>+v2=cé impar, u e v devem ter paridades distintas.

Por substituicdo ma eguacdo original, concluimos que os ternos acima sao
realmente solugdes da equacé, de modo que nada mais ha afazer.n

Vemos entdo que ha uma quantidade infinita de ternos (X, y, 2)
satisfazendoa equacé adma. Por exemplo, fazendod=v= 1 eu = 2n, ninteiro

positivo, dotemos o terno (X, Y, z) = (4n,4n? —1,4n? +1)
Um terno de inteiros positivos (X, v, 2) tais que x2 + y2 = z? é denominado um
terno Pitagdrico, em alusdo ao matematico grego Pitégoras e seu famoso teorema

sobre tridngul os retangulos. De fato, um tal terno (X, v, z) determina um triangulo
retdngulo de catetos x ey e hipotenusa zinteiros.

Vegamos em que a guacdo adma pode gudar na solucdo de outros problemas.
Consideremos a tarefa de determinar as olugdes inteiras ndo nulas da equacéo

X2 + y2 =27%, comx # y. Em uma qualquer dessas lucdes, devemoster x ey
com a mesma paridade, pas caso contré&rio x2 + y2 seria um namero impar.
Asdm, existeminteirosa e b taisque

Xx=a+h y=a-b
Basta tomarmos a=3(x+Y) e b:%(x— y), ndandoque X + y e X — y S0

nudmeros pares. Substituindo as expressdes adma para x e y na equagd® original,
concluimos que
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X2_'_3/2:222 e a2+b? =22
Mas essa Ultima equacéo € anossaja onhecida equacd de Pitagoras. Entéo, de
aoordo com o teorema aéma, podemos escrever
(ab,2) = (2wd, (u2- vAd, (U2 +vAd)ou
onde d, u, v sdo inteiros ndo ndos, com u # v, mdc(u, v) = 1 e u e v de paridades
distintas.

Segue dai que & solucdes (X, y, 2) de nossa equacdo sdo de um dos tipos abaixo,
onded, u, v satisfazem as mesmas cond ¢des do teorema acima.

ou

Descida de Fermat e Equacdes sem Solugbes

As equacles andisadas acima sd0, em um certo sentido, privilegiadas, pois
possuem uma infinidade de solucdes. Nosso proximo exemplo sera 0 de uma
equacdo que sd admite asolucdo inteirax =y = z= 0. Elailustraum méodo qie
pode ser estendido a outras equacdes, a fim de provar que elas ndo posaiem
solugdes inteiras ndo nuas.

Exemplo 1: A equacd® nao posaui solugdes inteiras ndo nulas.

Prova: Suporha o contrério. Entéo a equagdo paossui uma solugdo (X, y, 2) em
inteiros positivos. Entdo, dentre todas as lugdes (X, y, 2), com X, y e z inteiros
positivos, existe uma (X, Y, 2 = (a, b, ¢) paraaqua z = ¢ é o menor possivel.
Trabal hemos tal solucgo.

Vamos usar 0 seguinte fato, que vocé pode provar facilmente: se um inteiro u néo
for maltiplo de 3, entdo . © deixaresto 1, quandodividido por 3. Entéo, se b ndo
for miltiplode 3,teremosde.. " . .* . .. quectambém ndo seramlltiplo de
3. Olhando os restos de cada termo da equacdo por 3, teremos que
deixaresto 1e deixaresto 2.1=2.Logo, o poderiaser .. " . .° . .. .
Asim, b deve ser multiplo de 3, digamos . Da vem que

, € ¢ também é muilti plo de 3, dgamos . Substituindo na

equacdo, chegamos a
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Entdo, a também é multiplo de 3. Sendo , @ guacd adma nos da
, € € uma outra solucdo de nossa equagdo original,
com — . Masisso é uma ontradicdo, pois partimos de uma solugéo na

qual o valor de z era ¢, minimo pcsdvel. Logo, nssa euagd ndo posli
solugdes ndo nulas.

Esquematicamente, o método da descida (devido a0 matematico francés Pierre
Simon de Fermat) consiste entéo noseguinte:

i. Supa que uma dada equagiio possli uma solucdo em inteiros ndo nulos.

il. Concluir dai que ela possui uma solugéo em inteiros positivos que sgja, em
algum sentido, minima.

iii . Deduzir a existéncia de uma solugdo pasitiva menor que a minima, chegando
auma ontradicéo.

JA que determinamos adma & solucBes da equacdo de Pitégoras, nada mais
natural que tentar estudar a equac@ mais geral abaixo, denominada equacao ce
Fermat. Aqui, n > 2 éum inteiro fixado.

Por cerca de trés sculos os matematicos defrontaram-se com o problema de
deddir sobre aexisténcia de solugdes ndo nulas (X, y, 2) dessa equacdo, problema
que somente foi resolvido ra década de noventa, utilizando métodos muitissimo
complexos.

Vamos aproveitar 0 método da descida para andisar um caso simples dessa
equacdo, aguele em que n € um mitiplo de 4. O leitor interessado em saber mais
sobre guacio pock consultar uma das referéncias [2] ou [3] da bibliografia,
once o caso n = 3 édiscutido.

Teorema 2: Se n for multiplo de 4 entdo ndo existem inteiros ndo nulos x, y, ztais
que

Prova. Sga n = 4k, k naturd. Se , entdo teremos
, ou sga, serd uma solucdo da ejuacédd

. Assm, basta mostrarmos que essa Ultima equacdo ndo admite
sol ugoes nao rulas Por absurdo, supanhamos que existam inteiros positivos a, b,

ctasque. . . . .. Podemos também supa que a, b e c foram escolhidos
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de tad modo que ndo hé outra solucdo pasitiva com (agui vamos
usar o método dh descida). Entdo a e b sdo primos entre si, e o teorema 1 garante
a &isténcia de inteiros positivos primos entre S u e v tais que
. Como , Segue novamente
doteoremal a existéncia de inteiros positivos primos entre si p e g tais que

. Masai
Como p e q sG0 primos entre s, temos que anbos $0 também primos com
' . .. Portanto, sendo um quadrado devemos ter p, q e
quadrados, digamos , com
positivos. Por fim, segue que , com

contrariando a minimalidade de c. Logo, nBo hA solugdes ndo nulas de
quandon for mditiplo de 4.

A Equacéo ke Pdll
Nem sempre éfécil, oumesmo pasdgvel, determinar todas as ©lugdes em inteiros
de uma dada equacdo. Por exemplo, para aequacd® , € bem mais

fécil mostrar que ela posaui uma infinidade de solugdes do que determinar todas
elas. Podemos gerar infinitas olucbes dessa equagio a partir de uma so solucéo
ndo nula.

Umavez que , teremos ya v , edai

I

Desenvolvendo & bindmios, chegamos a

v ya ,eda a

Portanto, se (a, b) for uma solucgéo, serd outra solugdo. Sendo a

e b pasitivos, temos . . . 7. .. 7, e dese modo determinamos uma infinidade
de solugdes da equaco (contanto que tenhamos uma solugéo ndo nula). Veja que
(3, 2 € uma solucdo ndo nua de nossa equacao.

E fécil ver que o método adma utilizado também garante que, quando d for um

inteiro tal que V& irraciond, a equacgio admite infinitas
solucBes ndo nulas, desde que amita uma solugdo ndo nula. Também, com
powcas modificagdes podemos tratar aequagdo . * . ., * . .. (vejao exercicio
6).
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Observe que, apesar de determinarmos facil mente infinitas solugdes da equacéo
adma, ndo sabemos % h4 outras. Vamos agora mmeca a responder
pergunta, parauma dasse mais ampla de equagdes.

Definicdo 1 (Equagdo e Pell): Sgja d um inteiro positivo que ndo sgja um
guadrado. Nes= cas0, sabemos que J éirracional. Chamamos equacéo de Pell
a euacdo , once méum inteiro qualquer.

E claro que no caso m = 0 aequacdo ndo admite solugdes além datrivial
x=y=0, pois ® esse fose 0 caso teriamos x e y ndo rulos, edai v/ —, um
racional.

Lemal: Sga umirracional qualquer. Existem infinitosracionais —, comx ey

inteiros ndo rulosprimosentresi,taisque|— | —.

Prova: Sejan> 1 um natura qualquer, e wnsidere osndmeros  , com

j=0,1,...,n. Sga Como

segue do grincipio de Dirichlet que istem . . . . , . . taisque e
pertencem a um mesmo intervalo dos que grarecem no lado direito da igualdade
adma. Ent&o | - | < — Dai, | —, e segue
e |

Existe entdo um par (X, y) de inteiros, , taisque
|— |—.Se ,comd>1,entéo‘— ‘— —, de

modo e podemos pa que X ey Sao primos entre si.
Para garantirmos a eisténcia de infinitos tais pares, suponha que achamos x e y

primos entre s e tais que |— | — . Escolha agora um natural n tal que
- |— | Repetindo 0 argumento adma, chegamos a um par de inteiros
primos entre si , com |— | — e . Portanto, |— | — |— |e

|— |— —, donae satisfaz o lema.
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Lema 2: Sgjad um inteiro positivo que ndo sgja um quadrado. Existe um inteiro
m parao qual a equagéo admite infinitas olugdes inteiras.

Prova: Sabemos que J éirradond. Ass m, o conjunto S dos pares (X, Yy) de
inteiros primos entre s tais que |— \/_| — éinfinito. Mas & x ey forem

inteiros satisfazendo essa desigual dade, entéo
N e

Segue que algum inteiro ndo nulo m entre N e v se repete um
ndmero infinito de vezes entre os valores de ,com(x,y) em S Masisto
€ 0 mesmo (e dizer que aequacd® admite infinitas slugdes.

Teorema 3 (Solugdes da Equacéo de Pell): Sga d um inteiro positivo que ndo

sgjaum quadrado. A equagéo admite infinitas lucbes em inteiros

positivos X, y. Ademais, existe uma solucdo em inteiros positivos tal que

todss as demais ©lucbes dessa eauacd® sdo da forma
N v , ONce N € um numero natural.

Prova: Admitamos por enquanto que nossa euacio tenha uma solugcéo em
inteiros positivos X, y. Dentre todas essas lucdes, escolha ajuela tal que

N segja 0 menor possivel.
Dado um natura qualquer n, sabemos que eistem inteiros positivos tais
que NE V. Dai, sabemos que
Ng J L easim
J J
J J

Ent&o todos os pares s40 solugdes da equacio.
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Sgja agyora (X, y) umasolucdo qualquer em inteiros positivos. Para terminar, basta

mostrarmos que e&iste um natural n tal que N . Suponta o
cortrario. Entéo existe um natural n tal que NG . Dai, vem
que \/— . Mas

. . . N
N .

e ocorre que

de modo que NG também é solucao.

Como v , basta mostrarmos que para

chegarmos huma wntradicdo. Sejam . Temos
N e.” . .. . .,dorde N v

Entéo, \/_ \/_ . Por outro lado, \/— implica
N N , edai N .Logo,b> 0.

Para terminar, basta mostrarmos que a ejuacio admite uma

solugdo. Tome, de acordo com o lema 2, um inteiro (ndo nulo) m tal que

admita uma infinidade de solucbes. Podemos escolher duas

dessas lucoes, digamos, tais que mas e
, méduo m. Entdo

v v V)

Mas e , donce
existeminteirosu e v tais que

Segue de (*) que N NG N , edai
J J I

Multiplicando ordenadamente essas duas igual dades, chegamos a

ousga, ." . .. ... Resta mostrarmos que u e v s80 ndo nulos. Se u = 0
teriamos , um absurdo. Sev =0, viriau = 1 ou—1. De (*) seguiria que
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v v , e a&sim v v o,

donce por fim , 0 que éum absurdo.

Exemplo 2: Agora podemos determinar todas as lugdes inteiras ndo nulas da

equacao . O teorema 3 ensina que as lucbes positivas dessa
equacdo sdo da forma , once e s80 ©s Unicos inteiros para 0s
quais v v sendo asolucdo pasitiva para aqual

V' éomenor possivel. Como cspares (X, y) = (1, 1), (1, 2, (2, 1), (2, 2),
(2, 3 ndo sho solucbes da equacdo e (3, 2) &, é facil nos convencermos de que
(3, 2). Desse modo, temos 0s pares dados pela

igual dade v v

Determine gora & demais lugdes ndo nulas da equac@® acima. O exercicio 7
discute mais alguns aspectos dessa equacao.

Exercicios:
1. Seguindo s passos da prova doteorema 1, mostre que & solucfes em
inteiros nd nulos da e@uaggo .°..,° . .° s da forma

, once d, u, vsdo inteiros
ndo nulos, com u e 2v primos entre si.
2. Mostre que a equacdes a seguir ndo passuem solucdesinteiras ndo nulas:
[ ) :
i .
iii .
Oitemi doexercicio a seguir tem aver com o exemplo 1 dotexto.
3. i. Mostre que ndo existem radonais x e y tais que

. Determine todas as olugdes radonais da equacad

Para resolver os proximos dois exercicios utilizamos o teorema 1. Eles s80 mais
dificeis que os anteriores, e no primeiro deles vocé pode achar Util o seguinte
resultado, conhecido como Teorema de Ptolomeu: dado um quadrilétero convexo
inscritivd ABCD, tem-se
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Para uma prova do Teorema de Ptolomeu, vocé pode mnsultar areferéncia [4].
4. Temos no plano uma drcunferénciaderaio 1. Mostre que podemos
escolher em tal circunferéncia 2000 paitos tais que €

racional, quaisquer que sgjam .
5. Sgar uminteiro pasitivo dado. Queremos determinar o nimero de
tridngulos ABC, das adois ndo congruentes, satisfazendo as seguintes condi¢oes:

i. Oraio dacircunferénciainscrita en ABC meder.
ii. Os comprimentos dos lados de ABC sdo nimeros inteiros, primos entre si.

Mostre que o nimero de tais trigngulos € ., once k € o nimero de fatores
primos distintos der.

6. Prove, sem apelar para o teorema 2, qLe aequacd®d
admite umainfinidade de solucBesinteiras.

7. Prove que as 9lucdes positivas da equacdo doexemplo 2si0
dadas pelas seqiéncias e ,

8. Prove que hainfinitosinteirosntaisque . * . . . .," sgaquadrado.
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29) Sgia n > 1 um nuimero inteiro. Existem n lampadas Lo, L1, ... , Lna
colocadas em um circulo. Cada lampada etd ACESA ou APAGADA.
Uma segliéncia de pasos S, Sy, .., S, ... € executada. O pasd § afeta
apenas 0 estado da lampada L; (deixando o estado de todas as outras
inaterado) da seguinte forma:

Se L, esta ACESA, S muda o estado de Lj de ACESA para APAGADA, ou de
APAGADA para ACESA;

SeLj_1 estAAPAGADA, § deixa o estado de L; inalterado.
Aslampadas sdo rotuladasmod nousga L -1 =Ly_1, Lo=L,, Ly =Ly+q, €tc.

Inicialmente todas as |ampadas estdo ACESAS. Mostre que:

a) Existe um inteiro pasitivo M(n) tal que depois de M(n) passos todas as
l[&mpadas estdo ACESAS de novo;

b) Sen é da forma 2" entdo todas as |ampadas estdo ACESAS depois de
n® —1 [Bssos;

C) Se n tem aforma 2 + 1 entdo todas as |ampadas estdo ACESAS depois
den’—n+ 1 pasos.

a) Vamos inicialmente representar o estado das |&mpadas Lo, Ly, Ly, ..., Lya por
uma n-upla u = (Uo, Uz, U, ...,Un1), ONCE U = 0 se L estd apagada eu; = 1 se L
estdacesa

Evidentemente o estadoinicial daslampadas € dado pelan-uplae=(1, 1, 1, ...}).
Nessas condigOes a operagé § tranforma an-upla (Uo, Uy, Uy, ..., U,1) NANOva
n-upla (Uo, Uy,..., Uz, Uiy + U;,..., Ujsg,..., Upg), ONde asoma ui—; + u; € tomada
moduo 2 ( ej étomadamoduo n).

Asdm sendo, s problema mnsiste an determinar um valor natura r, tal que:
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Paratanto, denotemos por R a operacé que transforma an-upla (U, U,..., U1, U;,
Uj+1,-.., Un-1) Na N-upla Observe que R; € a
operagéo inversade R e R, deixa an-uplainalterada.

Nesses termos temos para uma n-upla qual quer

Agoraparauman-uplaqualquer  podemos escrever:

Consequentemente, como
existe genas um numero finito de estados das lampadas (2" precisamente) que
equivale a0 numero total de n-uplas, em algum estagio a seqUéncia

deve repetir algum de seus eementos. Nessas
condcgdes paraalgummen (m<n) teremos:: Sendo

uma bijecdo (verifique!) temos 0 qe @nclui o item a.

b) Primeiramente associaremos a n-upla u = (Ug, Uy, Uy, ..., Ur1) O polindmio P(x)
da forma : onde
os coeficientes serdo olhados méduo 2 (isto g, P(X) . ... ..,

Chamemos tal polindmio de polindmio de posicdo. Observe gora que para a
n-upla temos:

e seu polindmio de posicéo € dado por

N&o se esgueca gque
a aicéo € tomada méduo 2. Assim,
Assm sendo, queremos encontrar r tal que Note que
quando 0 pdindmio de posicép asociado a

serd ongruente aP(x) que representard an-uplae = (1, 1, 1...1) no estado inicial
das |ampadas. Suponha ayoran = 2.

Entéo pas £ n é uma
paténcia de 2, todos os coeficientes, exceto o primeiro e o Ultimo da expansdo
binomial sS40 pares, logo congruentes a zero moduo 2.
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Fina mente temos:

Assm, apGs etapas todas as |ampadas estardo acesas novamente.

¢) Suponha

Assm onck todas as congruéncias
foram tomadas Como noitem anterior n — 1 é poténcia de 2,

logo todos os coeficientes, exceto o primeiro e o Utimo da expansdo bindmial
s80 pares, consequentemente angruentes a zero moéduo 2.
Finalmente temos:

Observe que, como estamos trabalhando

moduo 2, e iso judifica a
congruéncia (*). Assm sendo, apés etapas, todas as |lampadas estaréo
acesas novamente.
30) Determine todas as fungdesf : - gue satisfazem as condi¢oes:

() f(=x) ==f(x), (i) f(x+21) =f(x) +1, (ili) — —— paraxz0.

Do item (ii) : f(x + 1) = f(x) temos que f(x) = 1 + f( x— 1) e usando (i)

fx) +f(1-x)=1.Sgqanx Oex 1, logo: — — e usando

(i) — ——  eusando nvamente (i) — —— —
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donck:

para

Concluséo:  x , teremos f(x) = x como sendoa unicasolugéo.

31) Sgaxy, Xz, X3, ... Uma seqiiéncia de numeros reai s ndo negativos satisfazendo

paa n = 3, 4, 5, ... Estabeleca condi¢cBes necessérias e

suficientes em x; e X, parax, ser inteiro parainfinitos valores de n.

Afirmaca: inteiros.
Prova: Se, —— teremos,

— tome — logo, a sequéncia yi, Yz, ..., € uma
P.A., derazdo desse modo,
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——— Supontar 0.
Como , temos fazendox, —x, = &, teremos
. Porém, para dgum k, ta que | | |
teremos | | , paratodon k. Logo, devemos ter r = 0, o que onclui a
demonstracéo.

32) a) Prove que todo nimero inteiro ndo ndo m admite uma Unica representacéo

daforma oncden éum inteiro positivo e paratodo k,
com

Dado un conjunto de

poros , escrevemos em cada

aresta que une dois desses pontos P; e P; (i #]) um ndmero pertencente a

{0, 1, ...,n — 1} da seguinte forma: escreveremos | | com

e @&sociamos a aesta P P o nimero

Prove gue ndo existe nenhum tridngulo cujos vértices pertencam a V com o
mesmo nUmero escrito em seus trés lados.

a) Sabendoquem O(mod3);m 1(mod3)oum —1(mod3),
teremos:

m=3ky + g

Ko =3ky +r1

ki=3ky,+r,

Kn2=3Kn1+ o
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com k.y=0er,; O,onder; {-1, 0,1} (note que os r; estdo unicamente
determinados, e eistencom ks =0 pds | | | | | | | | enquento

tiveemos | | ) Substituindo ra primeira igualdade k, pela sua igualdade,

obteremos m como fungéo de ki, ro. Tomando navamente k; = 3 k; + rp e fazendo
as substituicles sucesivas de ks, K, ..., k2 ; obtemos:

e ja que
, teremos com
b) Sgam trés portos quaisgquer de V e por hipdtesei < j <'s; portanto
podemos  escrever: e , com
V amos também fazer a hip6tese de que para & arestas tenhamos o
ndmero once
Podemos entéo escrever:

De (2) — (1) obtemos
Para pertencem a {-1, @, dorde e os
somatorios com sdo multiplos de , € portanto, a0
escrever , com ndo aparece 0 termo , 0 que
garante que o nimero associado a aesta Py Ps, que € em

ndo seraigua a .
Conclusdo: ndo existe tridngulo cujos vértices pertencam a V com 0 mesmo
ndmero escrito em seus trés lados.
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33) Na parede interna de um vaso cil irfdAtO kA stal existe uma gota de mel

num porto B situado a trés centimetros do seu bordo superior. Na parede externa,

num porto A diametralmente oposto ao da gota, esta umaformiga. Sabendo que a

alturado vaso é de 20cm e o0 seu dametro € 10cm. Indicar o caminho mais curto

paraque aformiga dinja agotade mel.

3on

A Formiga

Cobrindo ovaso com papel por dentro e por fora, e marcando nele alocalizac®
daformiga, da gotade mel e daborda, paderemos ver que @ desamassar 0 papel
ficaréo as sguintesimpressies, com as fguintes medidas:

AN
L e — ]

«c——————————
\
N\

Como a menor distancia entre 2 pmtos € a medida do segmento que os une, 0

menor caminho é o segmento de medida : + (Teorema de
Pitagoras).
Ao colocar 0 papel de volta a vaso veremos 0 menor caminho a ser percorrido

pela formiga. Que € subir em diagonal até o paito médio do arco ,
determinado pelo didmetro na borda. Depois descer em diagonal até agota de
mel.
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) ABC éumtridngulo, ¥ que AB=c, AC=beBC=a.
Por um porto interior P deste tringul o, sdo tragadas paral€las aos seus lados.
Sabe-se que & intersecgdeg, da paralda g0 lado de medida a, com os lados deste
triarfjul o, determinam um segmento de medidaa.
Analogamente, as paralelas aos lados de medidas b e ¢, determinam com os lados
do[t)ri angulo, segmentos de medi.:das bec respedi@mente.

Nestas condi¢des demonstreque — —  —

De aordo com o problematemos:

VAN

Como as retas tragadas sdo paralelas aos lados entdo os quadrilateros PFCE,
PIBD, PHAG sdo paraldogramos, e mm iso concluimos que seus lados opostos
s40 congruentes. Dai temos:

BC=a,AC=b,AB=c,IF=x+y=a ,GD=t+w=c,HE=s+z=D'

Os triagngulos ABC e AlF sdo semelhantes pois , de oncke temos:
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Ostriangulos ACB e GCD sao semelhantes pois , de donde temos:
e

Ostriangulos ACB e HEB sdo semel hantes pois , de onde temos:
e

Dai temos que:

35) Sabendo que num tridngulo ABC a dturarelativa @ vértice Amede 12cm. e a
aturarelativa a vértice B mede 20cm, determine todos os valores posdveis para
a dturarelativa ao veértice C.
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Temos: h,=12,h, = 20.
Sendoa, b ec oslados dotridngulo e Ssua &eg valem as sguintes relacles.
N0

e —— Substituindoas trés ultimas igual dades em (1)

Vem que:

— —‘ |— —| — assim h, =30.Agora, ssbemosque: a+b>c¢

e . Substituindotemos:

Resposta: 7,5cm < h, < 30cm.
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36) Na figura aaixo o tridngulo DEF tem &reade medida S. Sabendo-se que o
tridngulo DEF estd inscrito num tridngulo arbitrario ABC, mostre que &
medidas S (i =1, 2,3) das &reas dos outros triangul os formados satisfazem a

desigualdade e que aiguadade ocorre se e s se 0s

portos DEF sdo as pontos médios dos ladas do tridngulo, ABC.

37) Cinco quadrados 8o dispostos conforme ilustra o diagrama d@aixo. Mostre
gue amedidada éreado quedrado Séigua amedidada eadotriangulo T.

38) Os lados e diagonais de um paligono regular de n lados 8o coloridas em k
corestais que:

i) para calacor a e dois veértices A e B do pdigono, osegmento AB € wmlorido
de a ouexiste um vértice C tal que AC e BC séo coloridas de a.
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i) oslados de qualquer tridngulo com vértices entre os vértices do ligono sdo
coloridos usandono maximo 2 cores.
Provequek 2.

39) Sgam x, y e z os angulos de um tridngulo de lados opostos a, b e ¢
respedivamente. Prove que, — -— - — - — - - —

40) a) Calcular a soma dos divisores positivos de um ndmero natural em termos
de suafatoracé@® prima.
b) Dizemos quen 1 é &undante se asoma de seus divisores é maior que
2n. Prove que se n é ébundante entdo kn € éundante paratodointeirok 1.
¢) Prove que &iste ng tal quetodointeiron ng pode ser escrito como
soma de dois nimeros abundantes.

Eureka!N°. 6,pag 4Q O enunciado doproblema 4 deve dizer:

Problema 4: Mostre que hainfinitos naturais n tais que dividen!, once
n=n (n-1)..21 (por exemplo, 4 =4 3 2 1=24).

Eureka! N°. 6,pag 27: o segundo parégrafo estatruncado. A versio correta é
Determinar exatamente os valores de nimeros de Ramsey classicos R(a, b) €, em
geral, um problema mmputad onalmente muito dficil.

Os Unicos valores de R(a, b) com 3 < a < b que sdo conheddos sdo: R(3, 3 =6,
R3,4=9,R3,5 =14,R (3,6 =18,R(3,7) = 23,R(3, 8) = 28,R (3, 9) = 36,
R(4, 4 = 18,eR(4, 5) = 25.

O Unico nimero Ramsey com mais de duas cores cujo valor é mnhecido €

R(3, 3,3) = 17.
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14a19de dril de 2000
Montevideu —Uruguai

¢

13 e maio de 2000
.

Primeira Fase — Sabado, 10dejunho
SegundaFase — Sdbado, 02de setembro
Terceira Fase — Sabado, 21de outubro (niveis 1,2 e 3)
Domingo, 22 a outubro (nivel 3 - segundo da).

¢

13a25dejulho
Tagon, Coreiado Sul.

¢

16 a24 de setembro de 1998
Caracas, Venezuela

outubro de 2000
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CampinaGrance - PB

(Sstema Titular de Ensino)Belém - PA

(UFSC)

(UFBA)

(UF Ceard)

(L. Albert Einstein)

Florianopdis- SC
Sdvador - BA
Fortaleza - CE
Piracicaba- SP

(Esc. TecEverardo Passos) SJ dos Campos - SP

(INPE)

(Centro Educ. Logos)
(Colégio ACAE)
(IM-UFRGS)
(UFMG)

(UFPE)

SJ dos Campos - SP
Nova lguagu - RJ
Volta Redonda - RJ
Porto Alegre - RS
Belo Horizonte - MG
Redfe - PE

(U. doEstadoda Bahia) Juazeiro - BA
(U. Federal de Rondonia) Porto Velho - RO

(U. Federal de Sergipe)

SaoCristovao - SE

(Esc. Tec Fed. de Goias) Jatai - GO
(P.M. S Jodo e Meriti) S Jodo de Meriti - RJ
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