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Este número da Eureka! contém as provas das competições internacionais
de que participamos na primeira parte do ano 2000: a Olimpíada de Maio, a
Olimpíada do Cone Sul e a Olimpíada Internacional de Matemática.  Estas provas
fornecem material que pode (e deve) ser usado na preparação para a Terceira Fase
da Olimpíada Brasileira de Matemática.

Na seção de artigos, é com prazer que publicamos artigos de novos
colaboradores da Eureka!. Destacamos o artigo do Prof. José Rosales Ortega, da
Costa Rica, que esperamos dê  início a uma colaboração intensa com professores
de outros países, igualmente dedicados à disseminação da matemática entre os
jovens.

Neste número inauguramos uma nova seção, “Olimpíadas ao Redor do
Mundo”, organizada pelo Prof. Antônio Luiz Santos, que trará problemas de
Olimpíadas realizadas em outros países.  Esta seção se junta à de problemas
propostos no objetivo de fornecer ainda mais material para treinamento e
desenvolvimento individual.

Aproveitamos para registrar, com satisfação, um grau cada vez maior de
participação de nossos leitores. Temos recebido um número crescente de soluções
para os problemas propostos, além de sugestões de novos problemas. Obrigado a
todos que têm colaborado!

Comitê Editorial
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A XI Olimpíada de Matemática do Cone Sul foi realizada em
Montevidéu, Uruguai, no período de 14 a 19 de abril de 2000. A equipe brasileira
foi li derada pelos professores Paulo José Bonfim Gomes Rodrigues e Marcelo
Mendes, ambos de Fortaleza - CE. Nesta oportunidade a equipe brasileira obteve
a maior pontuação entre os países participantes e a única medalha de ouro da
competição.

³b´$µ$¶�·`¸�¹bº�»�µ¼ºb¹�´$½�¶b¾À¿$´¼ÁÂ³b¹bµ$¾À·�´$¾À³b¹
Áb³�¹bÃ ÄbÅ�ÆÈÇÀÉ�Ê_µ$ËÍÌ�ÎÀÏ+ÐbÅ�Ñ�Ì&Ê�Ò`Ì�ÁbÆÈÎÀËÍÉ ¿$ÆÈÅ�ËÍÅÁb³�¹bÓ ºbÅ�Ñ�Î&Ô�Õ&Ö�ÎÀ×+ÉI¹bÇÀÌ�Ö&Å�Ï�Ò`ÆØÎkÏ�ÉÙÐbÉ�Ú�Û`Ì�ÎÀÆÈÅ ÁbÆÈÉ�Ï�Ü5ÌÁb³�¹bÝ ÞbÛ�×Ùß�Ì&ÆÈËÍÉÙµ$ÎÀÇÀÑ&Å�ÐbÅ&Ñ�Ì�Ê »�Û�ÆÈÉÁb³�¹bà ·�Å�ÆÈÎÀÊ&Ê�Å_ÄbÅ�Ñ�Å&ÇÀáâÅ&Ï�ËÍÌ�½)Û�Ì&ÎÀÆÈÉ�Ü�Ò�Ì�·�Îk×ÙÅ ¿$ÆÈÅ�ËÍÅ
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Dizemos que um número é descendente se cada um de seus dígitos é menor do
que ou igual ao dígito anterior, da esquerda para a direita. Por exemplo, 4221 e
751 são números descendentes, enquanto 476 e 455 não são descendentes.
Determine se existem inteiros positivos n para os quais 16n é descendente.

�����&.�P'Q$�,#$�
*'
$���&�����5����� -�-$
�?����
#$�
|��'� ���ScMT����oä�-'� 
�å�T���d
Sabemos que ),10(mod616 ≡n  pois ).10(mod66 ≡n

Assim o dígito das unidades será sempre 6.
Temos então:

)10(mod624 ≡n

)000.10(mod22 44 kn ⋅≡ pois .2)2,000.10( 44 =n

Temos que .15)10(mod624 +=→≡⋅ qkk

)000.10)(mod15(22 44 +≡ qn

)000.10(mod6)18(1024 ++≡ qn
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Temos que 8q + 1 deve ter dígitos maiores ou iguais a 6. Em particular, 8q + 1
termina por 7 ou 9. Temos então as seguintes possibilidades para os seus últimos
3 dígitos:
999, 997, 987, 977, 887, 877, 777.
Os únicos que são da forma 8q + 1 são 977 e 777.
Como 25 divide 7776, 16n não termina em 77776 nem em 97776.

).10(mod98777616)10(mod8777616 65 ≡⇒≡ nn  Como 27 divide 987776, 16n

não termina em 9987776. Como 26 divide 99776, 16n não termina em 999776 ⇒
16n tem no máximo 6 dígitos, e basta verificar os casos. Como para nenhum caso

haverá solução, n16  nunca é descendente.

 �����|������%
�æ
Em um tabuleiro 8 × 8 distribuímos os inteiros de 1 a 64, um em cada casa.
A seguir, colocam-se sobre o tabuleiro fichas quadradas 2×2, que cobrem
exatamente quatro casas (sem superposição) e de modo que os quatro números
cobertos por cada ficha determinem uma soma menor que 100.

Mostrar uma distribuição desses inteiros que permita colocar o maior número de
fichas, e demonstrar que não é possível obter uma distribuição que permita
colocar mais fichas.

�����&.�P'Q$�,#$�
*'
$���&�����5����� -�-$
�?����
#$�
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Sabemos que o somatório dos números sobre os quais colocamos fichas dividido
pelo número de fichas deve ser menor que 100.
Logo se preenchessemos todo o tabuleiro (com 16 fichas):

Absurdo!  .100130100
16

6532
100

16
2

64)164(

100
16

64...321 ≤↔≤⋅↔≤

+

↔≤++++

Então a cada ficha a menos que colocamos devemos tirar o maior somatório de
números sem estar preenchidos, pois assim a razão anterior vai ser mínima.
A cada ficha que retiramos tiraremos 64, 63, 62, 61, depois 60, 59, 58, 57... até a
razão do somatório dos números preenchidos dividido pelo número de fichas ser
menor que 100. Disso temos:
Dado: o somatório inicial é 2080 e o número inicial de fichas é 16 e sendo n o
número de fichas retiradas que deve ser mínimo
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100
16

2

4)014(
6442080

100
16

))14(64(...)264()164(642080

n

nn
n

n

n

02407941001600282562080 22 ≤+−⇔−≤−+− nnnnnn






 <±=⇒=+−

=
=
161

75,328

4979
   0240794 2 n

nnnn

  +  +

  –
  3,75   16

Como se quer o n mínimo, que satisfaça a desigualdade, n é 4 e teremos 12 fichas
no máximo.
Para n = 3, com 13 fichas:
Podemos colocar 12 fichas, do seguinte modo:
Vamos ter os números de 1 até 48. É agrupamos eles de 4 em 4 para a soma ser
menor que 100.
Esses grupos são { 1, 24, 25, 48} , { 2, 23, 26, 47} ,...,{ 12, 13, 36, 37} .
Da forma { 1+ n, 24 – n, 25 + n, 48 – n} com n ∈{ 0, 1, ..., 11} .
Então colocaremos esses números em espaços 2 × 2:

1 24 2 23 3 22 4 21
25 45 26 47 27 46 28 45

Faremos isso com todos os grupos, sobrando ainda um espaço 2 × 8, que não
terão ficha, onde colocaremos aleatóriamente os números { 49, 50,...,64} .
Sendo essa uma solução com cada ficha sob um grupo daqueles citados.
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Exemplo completo:

1 24 2 23 3 22 4 21

25 48 26 47 27 46 28 45

5 20 6 19 7 18 8 17

29 44 30 43 31 42 32 41
9 16 10 15 11 14 12 13

33 40 34 39 35 38 36 37

49 50 51 52 53 54 55 56

57 58 59 60 61 62 63 64

 �����|������%
�ç
Um quadrado de lado 2 é dividido em retângulos mediante várias retas paralelas
aos lados (algumas horizontais e outras verticais). Os retângulos são coloridos
alternadamente de preto e branco, como se fosse um tabuleiro de xadrez. Se deste
modo a área branca resultou igual a área preta, demonstrar que ao recortar os
retângulos pretos ao longo de seus bordos, é possível formar com estes (sem
superposição) um retângulo preto 1 × 2.

�����&.�P'Q$�,#$�
è'.��!|$�������,��� �&?�
+-�
$?����
cM��Q��S �
�.����,å��� �d
Seja nxxxx ;...;;; 321  as distâncias entre as retas verticais ( ix é distância entre a

i-ésima reta e a (i – 1)-ésima reta) e pyyy ;...;; 21  as distâncias entre as retas

horizontais: ( iy  é a distância entre a i-ésima reta vertical e a (i – 1)-ésima reta).

Por simetria, podemos considerar:

Área sombreada = ∑
paridade
mesma

de  e ji
ix ∑=

pares  e ji
ij xy ∑+

ímpares  e 

 
ji

jij yxy

Logo, área sombreada =





















+




















=+= ∑∑∑ ∑∑∑

ímpar  ímpar  
ímpares

 e par  par  pares  e 

2
j

j
j

j
ji i

i
i

iji
ji

ji yxyxyxyx

e denotamos:

∑=
par "" i

ixA e ∑=
"par " i

iyB
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mas ∑ ∑∑∑ −=⇒=+=
ímpar "" ímpar ""par ""

,22
j j

jj
i

ii Axxxx e de mesmo modo

concluímos que: ∑ −=
ímpar ""

.2
j

j By

Logo: Área sombreada = 2 = ⇔−−+⋅ )2)(2( BABA

⇔=−+⇔+−+= 22)(2)(2422 ABBABAAB
0)1)(1(1)1(1 =−−⇔−=−⇔=−+ BABBAABBA

Logo devemos ter ou
01

01





=−
=−

B

A

1=⇒ A ou 1=B Agora o problema fica fácil , pois se 1=A (por simetria),
temos: ∑∑ =

ímpar par 

,
j

j
i

i xx logo basta juntar os "quadradinhos" de cada linha, aí

vai formar um retângulo de base 1, e se juntarmos todos esses retângulos de base
1, vamos formar outro retângulo, cujos lados medem: 2 e 1.

 �����|������%
�é
Sejam ABCD um quadrado (sentido horário) e P um ponto qualquer pertencente
ao interior do segmento BC. Constrói-se o quadrado APRS (sentido horário).
Demonstrar que a reta CR é tangente a circunferência circunscrita ao triângulo
ABC.

�����&.�P'Q$�,#$�
��
����o����
�*�
$?�
���*�
$-&�'�
êb.���� �$��aë#��
��� �!
+cMy����&�'
��&��a&
�å3*���d
  A  B

 S
 D

 R

 C

 P

 M

  α 45°–α

   α

  α

   β

   β

 45°

 45°+α

O ABC∆ é retângulo, portanto o
centro da circunferência circunscrita
está no ponto médio de sua
hipotenusa: AC ⇒ centro da
circunferência é o ponto M
*ABCD é um quadrado ⇒ as
diagonais se cortam ao meio, e as
diagonais são iguais ⇒ AM = BM =
MC = MD
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Seja α=PAB ˆ  e β=APB ˆ ; °=+ 90βα ( ∆ retângulo ABP); °=°++ 18090βα

Note que αβ =⇒−°−°= CPRCPR ˆ90180ˆ

*  (45ˆ ABCCAB ∆°= é retângulo é isósceles)

⇒ α−°=−= 45ˆˆˆ PABCABCAP

* ∆ APR é isósceles e retângulo °==⇒






°=

=
45ˆˆ

90ˆ
ARPRAP

RPA

PRAP

⇒ ααα =+°−°=−°−°=−= 4545)45(45ˆˆˆ CAPRAPCAR

⇒ APCRCPRCAR ⇒== αˆˆ  é um quadrilátero inscritível

⇒ °== 90ˆˆ RCARPA
⇒ CR é perpendicular a AC e que é o diâmetro da circunferência circunscrita a
ABC ⇒ CR é tangente.

 �����|������%
�ì
No plano cartesiano, considere os pontos de coordenadas inteiras. Uma operação
consiste em:
Escolher um destes pontos e realizar uma rotação de 90o. no sentido anti-horário,
com centro neste ponto.
É possível, através de uma seqüência dessas operações, levar o triângulo de
vértices (0, 0), (1, 0), e (0, 1) no triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1)?

�����&.�P'Q$�í
�#$
' 5��
$#�
î#$
ï������.$P�Q��ð#'�ñ#$
�?��ò�)(���� �!�ó
��&�F��
�-'#$��� -��ð-'��T�.$��� �$
c3y&���&��
'�&��a�
�å�*���d
Considere a figura relativa a demonstração:

 A

 B

 B

 A

 B

 A

 B

 A  A  A B  B  B

 A  A  A B  B  B

 B  B A  A  A

 (0,0) A  X

 Y

Considere duas cores A e B. Pinte o ponto (0,0) de A. A partir daí, pinte todos os
outros pontos (coordenadas inteiras) do plano com as cores A e B,



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°8,  2000

9

alternadamente. Isto é, pintamos (a, b) de A se a + b é par, e de B se a + b é
ímpar. Vamos provar que um ponto e sua imagem possuem a mesma cor.
De fato, se P = (x, y), a imagem de (a, b) pela rotação de 90o no sentido
antihorário com centro em P e (x + y – b, x + y + a), cuja soma das coordenadas é
2x + 2y + a – b ≡ a + b (mod 2).
Como o primero triângulo tem um ponto da cor A e dois da cor B e o segundo tem
dois pontos da cor A e um da cor B não é possível tal coisa.

 �����|������%
�ô
Existe um inteiro positivo divisível pelo produto de seus algarismos e tal que esse
produto é maior que 102000?

�����&.�P'Q$�,#$�
è'.��!|$�������,��� �&?�
+-�
$?����
cM��Q��S �
�.����,å��� �d
Primeiramente vamos provar que 10 é raiz primitiva no módulo 7n.
*Sabemos que quando n = 1 ou n = 2, isto é verdadeiro.

** Suponhamos que 10 seja uma raiz primitiva no módulo )2(7 ≥nn

Seja "a" uma raiz primitiva no módulo 17 +n  (ela existe pois 17 +n é uma potência

de um primo), isto é: ja  percorre todas as classes de congruência que são primas

com 7, no módulo 17 +n , consequentemente "a" também é raiz primitiva no

módulo n7 .
Pela definição de "a", existe um õ∈x e um ö∈y , tais que:

)7(mod10 nxa ≡

)7(mod10 1+≡ nya

Temos que mdc ,1))7(;( =nx ϕ  pois 10 também é raiz primitiva no módulo .7n

Se mdc ,1))7(;( 1 ≠=+ dy nϕ  teríamos:

é)  também (pois  )7( com primo é   

))7((mod)7(mod
)7(mod10

)7(mod10
)7(mod10 1

xy

yxaa
a

a
a

n

nnyx

nx

ny
ny

ϕ

ϕ

⇒

⇒≡⇒≡⇒






≡

≡
⇒≡ +

Chegamos a uma contradição, pois mdc dy n =+ ))7(;( 1ϕ  e

mdc ,1))7(;( =ny ϕ isto quer dizer:

mdc 1)76;( ≠⋅ ny e mdc 1)76;( 1 =⋅ −ny (com 2≥n ), que é um absurdo.

Daí concluímos que mdc .1))7(;( 1 =+ny ϕ
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Logo 10 também é uma raiz primitiva no módulo 17 +n , e por indução concluímos
que:

10  ;
÷

∈∀n é raiz primitiva no módulo n7 .
Agora vamos achar um exemplo:

Considere a, tal que: 2000107 >a

E como 10 é raiz primitiva no módulo a7 , considere b > a, tal que:

),7(mod106710 aab ⋅−≡ temos que:

)7(mod0)7(mod   0
9

1010
7

9

110 aa
aba

xx ≡⇒≡−+





⋅−=⇒

mas: øùúû üû ýþÿ������ �� ��
dígitos  dígitos  

s7'   ""'0   """'1"  ""  :de total

777...7 1...11111117...7770...0001...1111111

aab

asasab

x

−

−

=+=

Ou seja x é divisível pelo produto de seus dígitos.

���	��

�����������
���������! #"$��%'&)(*�+"�,-�/.+&�,$ 102���43'�)5���3'0602�7(8&2 1�$3:9+3� ;(*�40<�6=>�)3?(@&�,
A)B+C$B)DFEHG;IKJ?E$L2M�N�M�C+O!B)N+I1L2M�PQSRUT$V�WYX)Z'R\[^]2_H`H[ acbcbcdea fhg*i2j�k�l�m>n!j)oqp'm�j�k-p-jUr$s$m�t$m+oUuvl?m�pqpwj�x^rHyzy m�p {
|)}�~��S�S� � �^�@�!�1�$�h�$�$�1�*�S�?���+�<�)�+�1�2���������-�<�;�?�S�+���;�*���?���+�<�)�+�1�2���?�+�
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�
��������� �����
��� �������! #"%$'&)(  +*-,)./��0'12 43%165'*!( 7-&8.912:!*;1<��=)>�?A@B?�C�>D��?�>�?FEA=BCG�
H<I�J�IAK�LFM
NDL8O�I�L�P�MQK<RAHBSFK�L�MTK)O�R�PUN�ODMVLBJFH)R�P
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Encontre todos os números naturais de quatro algarismos formados por dois
dígitos pares e dois dígitos ímpares tais que, ao multiplicá-los por 2, se obtém
números de quatro algarismos com todos os seus dígitos pares e, ao dividí-los por
2, se obtém números naturais de quatro algarismos com todos os seus dígitos
ímpares.

 �����|������%
�æ
Seja ABC um triângulo retângulo em A, cujo cateto AC mede 1cm. A bissetriz do

ângulo CAB ˆ corta a hipotenusa em R; a perpendicular a AR traçada por R corta o
lado AB em seu ponto médio. Encontre a medida do lado AB.

 �����|������%
�ç
Para escrever todos os números naturais consecutivos desde 1ab até ab2 inclusive
foram utili zados 1ab1 algarismos. Determine quantos algarismos a mais
precisam-se para escrever os números naturais até o aab inclusive. Diga todas as
possibilidades. (a e b representam dígitos).

 �����|������%
�é
Temos peças com forma de triângulo equilátero de lados 1; 2; 3; 4; 5 e 6 (50
peças de cada medida).
Precisa-se armar um triângulo equilátero de lado 7 utilizando algumas destas
peças, sem buracos nem superposições. Qual é o menor número de peças
necessárias?

 �����|������%
�ì
Numa fileira temos 12 cartas que podem ser de três tipos: com as duas faces
brancas, com as duas faces pretas ou com uma face branca e a outra preta.
Inicialmente temos 9 cartas com a face preta voltada para cima.
Viram-se as seis primeiras cartas da esquerda e ficam 9 cartas com a face preta
voltada para cima.
Continuando, viram-se as seis cartas centrais, ficando 8 cartas com a face preta
voltada para cima.
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Finalmente, viram-se seis cartas: as três primeiras da esquerda e as três últimas da
direita, ficando 3 cartas com a face preta voltada para cima.
Diga se com esta informação se pode saber com certeza quantas cartas de cada
tipo existem na fileira.

µ$´�}�¶�Ðbºb»�ÐGikj$´$·
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O conjunto { 1, 2, 3, 4} pode ser dividido em dois subconjuntos A = { 1, 4} e B =
{ 3, 2} sem elementos comuns e tais que a soma dos elementos de A seja igual a
soma dos elementos de B. Essa divisão é impossível para o conjunto { 1, 2, 3, 4,
5} e também para o conjunto { 1, 2, 3, 4, 5, 6} .
Determine todos os valores de n para os quais o conjunto dos primeiros n
números naturais pode ser dividido em dois subconjuntos sem elementos comuns
tais que a soma dos elementos de cada subconjunto seja a mesma.

 �����|������%
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Num paralelogramo de área 1 são traçadas retas que unem cada vértice com o
ponto médio de cada lado não adjacente a ele. As oito retas traçadas determinam
um octógono no interior do paralelogramo. Calcule a área do octógono.

 �����|������%
�ç
Sejam S uma circunferência de raio 2; S1 uma circunferência de raio 1 tangente
interiormente a S em B e S2 uma circunferência de raio 1 tangente a S1 no ponto
A, mas que não é tangente a S. Se K é o ponto de interseção da reta AB com a
circunferência S, demonstre que K pertence a circunferência S2.

 �����|������%
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Temos um cubo de 3 ~  3 ~  3 formado pela união de 27 cubinhos 1 ~  1 ~  1.
Retiramos alguns cubinhos de tal modo que os que permanecem seguem
formando um sólido constituído por cubinhos que estão unidos pelo menos por
uma face ao resto do sólido. Quando um cubinho é retirado, os que permanecem
ficam no mesmo lugar em que estavam inicialmente.
Qual é o máximo número de cubinhos que podem ser retirados de modo que a
área do sólido que resulte seja igual à área do cubo original?

 �����|������%
�ì
Um retângulo pode ser dividido em n quadrados iguais e também pode ser
dividido em n + 98 quadrados iguais. Se a área do retângulo é n, com n inteiro,
encontre os lados do retângulo. Diga todas as possibilidades.
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Duas circunferências 1Γ  e 2Γ  intersectam-se em  M e N.

Seja l a tangente comum a 1Γ  e 2Γ  que está mais próxima de M do que de N. A

reta l é tangente a 1Γ  em A e a 2Γ em B. A reta paralela a l que passa por M

intersecta novamente a circunferência 1Γ  em C e novamente a circunferência

2Γ em D.
As retas CA e DB intersectam-se em E; as retas AN e CD intersectam-se em P; as
retas BN e CD intersectam-se em Q.
Mostre que EP = EQ.

 �����|������%
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Sejam a, b, c números reais positivos tais que abc = 1. Prove que
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Seja 2≥n  um número inteiro positivo. No início existem n pulgas numa reta
horizontal, nem todas no mesmo ponto.
Para um número real positivo ,λ  define-se um salto da seguinte maneira:
• Escolhem-se duas pulgas quaisquer nos pontos A e B com o ponto A à esquerda
do ponto B;
• A pulga que está em A salta até o ponto C da reta, à direita de B, tal que

.λ=
AB

BC

Determine todos os valores de λ  para os quais, para qualquer ponto M na reta e
quaisquer posições iniciais das n pulgas, existe uma sucessão finita de saltos que
levam todas as pulgas para pontos à direita de M.

 �����|������%
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Um mágico tem cem cartões numerados de 1 a 100. Coloca-os em três caixas,
uma vermelha, uma branca e uma azul, de modo que cada caixa contém pelo
menos um cartão.
Uma pessoa da platéia escolhe duas das três caixas, seleciona um cartão de cada
caixa e anuncia a soma dos números dos dois cartões que escolheu. Ao saber esta
soma, o mágico identifica a caixa da qual não se retirou nenhum cartão.
De quantas maneiras podem ser colocados todos os cartões nas caixas de modo de
que este truque sempre funcione? (Duas maneiras consideram-se diferentes se
pelo menos um cartão é colocado numa caixa diferente).

 �����|������%
�ì
Verifique se existe um inteiro positivo n tal que n é divisível por exatamente 2000

números primos diferentes e 12 +n  é divisível por n.

 �����|������%
�ô
Sejam 321 ,, CHBHAH  as alturas de um triângulo acutângulo ABC. A
circunferência inscrita no triângulo ABC é tangente aos lados BC, CA, AB em

,321 ,, TTT  respectivamente. Seja 1l a reta simétrica da reta 32HH relativamente à

reta 32TT , 2l a reta simétrica da reta 13HH relativamente à reta 13TT  e 3l a reta

simétrica da reta 21HH  relativamente à reta 21TT .

Prove que 321 ,, lll  determinam um triângulo cujos vértices pertencem à
circunferência inscrita no triângulo ABC.
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Começamos com um problema de Geometria Euclidiana:

&%ÕÖÒ4Ó�Ñ Ð�ÛÜÍ(' Î4Ï á�Ï ÍtÑ )

As tangentes a uma circunferência de centro O, traçadas por um ponto
exterior C, tocam a circunferência nos pontos A e B. Seja S um ponto qualquer da

circunferência. As retas SCSBSA   e  ,  cortam o diâmetro perpendicular a OS
nos pontos A', B' e C ', respectivamente.
Prove que C' é o ponto médio de A'B'.
Encorajamos o leitor a resolver este problema utili zando métodos da Geometria
Euclidiana, antes de prosseguir.
Nossa principal meta é desenvolver ferramentas da Geometria Projetiva que nos
permitam resolver este e outros problemas similares de forma direta e natural.

*$+ &�,.-�/101' 2�/12�3

Dada uma circunferência γ , de centro O e raio R, vamos criar uma
associação entre pontos e retas do plano, da seguinte maneira: Para cada ponto A

distinto de O, seja A' o ponto da semi-reta OA tal que 2' ROAOA =× . (A' é
chamado inverso de A em relação a γ . A transformação 'AA →  é a inversão

relativa a γ ). Seja a a reta perpendicular a OA passando por A'. Dizemos que a é

a reta polar de A em relação a γ , e que A é o pólo de a em relação a γ .
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 A O

 a

 A '

A transformação do plano que leva cada ponto em sua polar e cada reta em seu
pólo é chamada de polaridade. Para simpli ficar a notação, usaremos a mesma
letra para designar um ponto (maiúscula) e sua polar (minúscula).

46587�9:58;=<(>$?
  Sejam  A e  B  dois  pontos do plano, a e b suas respectivas polares. Se

B ∈ a, então A ∈ b. Neste caso, dizemos que A e B são conjugados.

  B'

 A

 O

 b

 A '

 B

 a Considere um ponto B ∈ a.

Seja B' ∈ OB  tal que .  ' OBAB ⊥  Os
triângulos OAB' e OBA' são retângulos e têm

um ângulo comum ( '' BÔAAÔB ≅ ), logo
são semelhantes. Assim,

.''
'

' 2ROAOAOBOB
OA

OB

OB

OA =×=×⇔=

Logo B' é o inverso de B, de onde bAB =' e
.bA∈

Assim, se imaginarmos o ponto B variando ao longo da reta a, sua polar, b,
variará ao longo do feixe de retas que passam pelo ponto A.
Diremos que um ponto e uma reta são incidentes quando o ponto pertence à reta,
o que é o mesmo que dizer que a reta passa pelo ponto.
A polaridade, portanto, é uma transformação que preserva incidências.
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 Se um ponto é conjugado a si mesmo, então ele pertence à

circunferência e sua polar é a tangente à circunferência por ele.

Este resultado nos permite desenvolver a seguinte construção para a reta polar de
um ponto A exterior à circunferência:

@8AB589:C8D C$E 7IH G
 Se A é exterior à circunferência, sejam B e C os pontos de contato das

duas tangentes à circunferência traçadas por A. A reta BCé a polar de A.

    C

 a

 B

  A

J 7�K L�M8N87�?
Como A pertence às polares de B e C, então

B e C pertencem à polar de A. Logo BCa =

H$O8PRQ�S�T1U6PVQ�W1PYXZ@841[ \]P

A polaridade definida anteriormente sugere que pontos e retas têm
comportamentos parecidos em relação à incidência. Há algumas falhas, porém. A
transformação não está definida para o ponto O, centro da circunferência, nem
tampouco para as retas que passam por O.

Podemos resolver este problema ampliando o plano euclidiano,
acrescentando-lhe uma nova reta que chamaremos de "reta do infinito", que
representaremos por o. Esta nova reta será a polar do ponto O.

Formalmente, os pontos da nova reta do infinito estão em
correspondência biunívoca com os feixes de retas paralelas no plano euclidiano.
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Vejamos como a polaridade nos leva naturalmente a esta definição para
os pontos do infinito.

Por exemplo, vamos identificar o pólo de uma reta r que passa por O.
Sejam A e B os pontos de contato de r com a circunferência. Como A e B estão
sobre a reta r, suas retas polares a e b passam pelo pólo R. Logo R é o ponto de
encontro das duas retas a e b, que no plano Euclidiano seriam paralelas. De fato,
a reta polar de qualquer ponto de r será perpendicular a r no plano euclidiano.
Estas retas passam a ser, no plano projetivo, um feixe de retas concorrentes (no
ponto do infinito R).

Esta é a maneira de trabalhar com a reta do infinito: cada um de seus
pontos corresponde a um único feixe de retas paralelas no plano euclidiano. E
vice-versa: a cada feixe de retas paralelas no plano euclidiano corresponde um
único ponto da reta do infinito.

    O

 a

  B

  A

 b

 ...

 ...

 ...  R

^ O8PRQ�W1[ U�_1` Q�[aPRb1Tcb�d1T1S�[ b�T1b1@
 Os pontos e retas do plano projetivo têm exatamente o mesmo

comportamento em relação a incidência. Assim, qualquer propriedade
envolvendo pontos, retas e incidência permenece válida ao trocarmos pontos por
retas e retas por pontos. A nova propriedade assim obtida é denominada "dual" da
primeira.

Em outras palavras, para todo teorema da Geometria Projetiva recebemos
outro grátis, oferecido pelo Princípio da Dualidade. Basta trocar a palavra "ponto"
pela palavra "reta" e vice versa.
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Dada uma reta, sempre existe um
ponto não incidente a ela.

Cada reta é incidente a pelo menos
três pontos distintos.

Dois pontos distintos determinam
uma única reta a eles incidente.

b1L�<$K

Dado um ponto, sempre existe uma reta
não incidente a ele.

Cada ponto é incidente a pelo menos três
retas distintas.

Duas retas distintas determinam um único
ponto a elas incidente.

PYh�f$589 i�<$M8N87�?
Apesar de termos definido o plano projetivo como uma extensão do plano
euclidiano, isto não é necessário. O plano projetivo existe de forma independente,
podendo ser caracterizado a partir de um conjunto de axiomas, entre os quais
estão as propriedades duais citadas anteriormente.

j O8k.d6l1b1W�d1Q�S�T JIm T1W1npo.U6[a_1T J

No plano euclidiano, se quatro pontos A, B, C e D de uma reta são tais
que:

,
BD

AD

BC

AC =

dizemos que C e D "dividem harmonicamente" o segmento AB .
Observe que, de acordo com a definição, isto também implica que A e B dividem

harmonicamente o segmento CD . Representaremos esta situação com o símbolo
).,( CDAB

q
 Também diremos que A, B, C e D , nesta ordem, formam uma

"quádrupla harmônica".
Dados os pontos A, B e C sobre uma reta, o ponto D tal que );( CDAB

q
é

chamado "conjugado harmônico" de C em relação a AB .
Surpreendentemente, apesar da definição utilizar a noção de distância (que não
faz sentido no plano projetivo), o conceito de quádruplas harmônicas faz sentido
no Plano Projetivo, por meio da seguinte construção para o conjugado harmônico:
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 A  C  B  D

 a2

 a1

 F

  E

 G

 c
 b2

 b1

 Figura 1

 H

Dados os pontos A, B e C sobre uma reta r, traçamos duas retas quaisquer a1 e a2

passando por A e uma reta c passando por C. Unindo a B os pontos de incidência
de c com a1 e a2 , respectivamente, obtemos as retas b1 e b2. Fica então formado
um quadrilátero (EFHG, na figura) tal que os lados opostos concorrem em A e B,
e tal que uma de suas diagonais passa por C. Seja D o ponto de encontro de r com
a outra diagonal do quadrilátero. Então D é o conjugado harmônico de C em

relação a AB.

Esta construção é a definição de quádruplas harmônicas no plano projetivo.
Vejamos que ela coincide, no plano Euclidiano, com a definição usual. Sejam os
pontos E, F, G como na figura 1.
Aplicando o Teorema de Menelaus* no ABE∆ , secante DGF, temos:

)1(     .1=⋅⋅
AF

EF

EG

BG

BD

AD

No ABE∆ , aplicamos o Teorema de Ceva* para as cevianas concorrentes

:  e  , AGBFEC

)2(     .1=⋅⋅
AF

EF

EG

BG

BC

AC

De (1) e (2) temos .
BD

AD

BC

AC =

*Ver apêndice.
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r O8Q�P.U�41PRnts�b1[ PV@I_1PYU1XZd1uYT1v�w1P m T1W1npoxU1[ _6T
O principal indício de que quádruplas harmônicas são uma noção

projetiva é o fato de, no plano euclidiano, o ponto médio de um segmento não
possuir conjugado harmônico.

Porém, no plano projetivo, sejam A e B pontos sobre a reta r e C o ponto

médio de AB . Ao realizarmos a construção da figura 1, verificamos que FC  é
paralelo a r. No plano projetivo, o conjugado harmônico D é o ponto do infinito
correspondente ao feixe de retas paralelas a r.

y O8z�@�[ {|@ JIm T1W1npo.U1[a_6P J

Vamos agora dualizar a definição de quádrupla harmônica. Dadas 3 retas
a, b e c concorrentes em um ponto R, podemos dualizar, passo a passo, a
construção do conjugado harmônico:

Sobre a reta a tomamos dois pontos distintos A1 e A2 e sobre a reta c
tomamos um ponto C. Sejam B1 e B2 os pontos de intersecção da reta b com as

retas 21   e  CACA , respectivamente. Seja d a reta determinada pelos pontos R e

.1221 BABA ∩  Chamamos d de conjugado harmônico de c em relação a a e b.
Dizemos que as quatro retas concorrentes a, b, c, e d formam um "feixe
harmônico". Representamos esta situação com o símbolo ).,( cdab

}

 A1

  C

 B1

 D

 a

 A2

  R

  c

 b

 Figura 2

 B2

 d

46587�9:58;=<~H
: Uma reta qualquer do plano corta um feixe harmônico em quatro

pontos que formam uma quádrupla harmônica.
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Se você percebeu a semelhança entre as figuras 1 e 2 deve ter
desconfiado deste fato. A demonstração é imediata.
Na construção da figura 2, os pontos A1 e B2 podem ser escolhidos sobre uma reta
s arbitrária (que não passe por R), e o ponto C fora de s. As retas

CBCA 21   e  determinam os pontos B1 e A2. Sendo 'Csc =∩  e Dsd =∩ ,

vemos que o quadrilátero 12CBRA  possui dois lados opostos concorrendo em A1

e B2, com suas diagonais passando por C' e D . Portanto )';( 21 DCBA
�

, como
queríamos demonstrar.

@8AB589:C8D C$E 7 ^ ?
Escreva o dual doTeorema anterior.

� O8P�41@�PYW�@�n(Tcb�@IQ�T J _1T1S
Sem dúvida, é um dos mais belos teoremas da Geometria Projetiva. É válido para
qualquer cônica, apesar de que aqui só veremos a demonstração para a
circunferência, no plano euclidiano. É importante mencionar, no entanto, que no
Plano Projetivo não há qualquer diferença entre uma circunferência e qualquer
outra cônica não-degenerada.

46587�9:58;=< ^ G
 Os pontos de encontro entre os 3 pares de lados opostos de um

hexágono  ABCDEF (convexo ou não) inscrito em uma circunferência são
colineares.

 A

 E

  P

 C
 Z

 F

 R
Q

  Y

 X

 D

 B

Consideremos o triângulo XYZ indicado na
figura. Aplicamos o Teorema de Menelaus
três vezes:

XYZ∆ , secante PDE:

1=⋅⋅
EX

EZ

DZ

DY

PY

PX

XYZ∆ , secante QBC:

1=⋅⋅
CZ

CY

BY

BX

QX

QZ

XYZ∆ , secante RAF:

1=⋅⋅
FX

FZ

AY

AX

RZ

RY
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Multiplicando essas três últimas equações e lembrando que
XA ⋅ XB = XE ⋅ XF,
YA ⋅ YB = YC ⋅ YD   e
ZC ⋅ ZD = ZE ⋅ ZF (potência dos pontos x, y, z em relação à

circunferência), obtemos  .1=⋅⋅
RZ

RY

QX

QZ

PY

PX

Logo, pelo recíproco do Teorema de Menelaus no triângulo XYZ, secante
PQR, temos que P, Q e R são colineares.

Fazendo coincidir certos pares de pontos no hexágono ABCDEF, podemos
deduzir teoremas análogos ao de Pascal para pentágonos, quadriláteros e
até triângulos inscritos na circunferência. Por exemplo, fazendo coincidir

A com B e D com E, as retas DEAB   e   tornam-se tangentes à circunferência,
e obtemos a seguinte configuração:

     C

  P

 A º  B

  A

  Q

 R

 D º  E

 F

 Figura 3

@8AB589:C8D C$E 7 j G
Na figura anterior, verifique que o ponto comum às tangentes em C e F também
pertence à reta PQR.

� O8npT1[ J Q�P.S�T1W1[ b�T1b�@ J

Agora estamos prontos para retomar nosso estudo das polaridade. Aproveitando
tudo o que vimos até aqui, vamos deduzir algumas propriedades mais avançadas.
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46587�9:58;=< j G
 (Construção da reta polar usando apenas régua)

Seja γ uma circunferência e A um ponto exterior a ela.
Consideremos duas retas distintas passando por A e cortando γ  nos pontos B, C,
D e E (figura). Então a reta polar de A em relação a γ é a reta que une os pontos

ECBD ∩  e CDBE∩ .

 A

b158;=7���f���9:<8M$N87�?

As polares de B, C, D e E são as retas b,
c, d, e e  tangentes a γ em seus
respectivos pólos.
Sendo cbR ∩=  e ,edS ∩=  temos
que as polares de R e S são as retas

BCr =  e .DEs =
Como ,srA ∩=  sua polar é a reta

.RSa =
Sendo CDBEP ∩=  e ,ECBDQ Ç=
um dos corolários do Teorema de Pascal
garante que P, Q, R e S são colineares,

logo  como queríamos
demonstrar.

46587�9:58;=< r G �
Relação entre reta polar e quádruplas harmônicas)

Dados uma circunferência g e um ponto exterior A, qualquer reta secante à
circunferência passando por A corta a polar a no conjugado harmônico do ponto
A em relação ao segmento com extremos nos dois pontos de corte da secante com
a circunferência.

b15$;=7���f���9�<$M8N$7�?�@8A�5$9�C$D C8E 7 r
(Dica: na figura anterior, use o quadrilátero PBQC para encontrar o conjugado

harmônico de A em relação a ED ).
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� O8W1@ J P.S�d1v1w�PRb1P�Q�W1P.�1S�@�n(Tc[ U1[a_1[ T1S�?
Podemos agora apresentar uma solução simples e elegante para o problema
proposto no início deste artigo.

     S

  P

  B

  A

  c

 C

 B'

  s

 C'

   A'

  O

 d

D∞

Seja d o diâmetro perpendicular a OS.
Seja D∞ o ponto do infinito correspondente ao feixe de retas paralelas a d.

Queremos provar que  )',''( ∞DCBA
�

. Para isto, basta provar que as retas SA,

SB, SC  e formam um feixe harmônico. Parece natural tentar verificar que

a reta AB corta o feixe em uma quádrupla harmônica. Mas isso equivale a provar

que SC é a reta polar do ponto 
Isto é simples:

→ C é a intersecção das polares de A e B, logo sua polar é .ABc =

→ é tangente à circunferência no ponto S, logo é a polar de S .

Assim, e sua polar é, portanto, SC , como queríamos
demonstrar.
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T1Q���U1b6[ _�@�?46@�P.W1@�n(T�b�@I_6@]\�T6?

 A

 Q

 N   P

 M
 C  B

Suponha que as cevianas AM, BN e
CP de um triângulo ABC se
encontrem em um ponto Q. Então

Q�9:7�i�<8?
Suponha que  com .1

321
=++ ttt

Então teremos ,  e 

Assim, ❑

46@�P.W1@�n(T�b�@Inp@�U�@�S�T1d J ?

 C
  B

  X

 Y

 Z

Suponha que 
sejam colineares. Então

Q�9:7�i�<8?
Suponha que  e

Então onde u é tal que
ou seja,

  Assim,

 ❑
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José Paulo Q. Carneiro, Universidade Santa Úrsula

♦♦ ¯�° ±�²�³�´µ±�¶�·�¸�¶�¹�º
1. A fórmula que dá diretamente a soma dos quadrados 

dos n primeiros inteiros positivos pode ser deduzida de várias maneiras (por
exemplo, [3]). Uma das mais comuns é partir da identidade:

, escrevê-la para k variando de 1 até n:

.........................................

e somar termo a termo estas n igualdades, obtendo:

onde  , como é bem conhecido (ver [1]).

Substituindo este valor e fazendo as contas, chega-se a :

6

)12)(1(

21

222)2(
++

=+++=

nnn

nS
n

L

Esta dedução é bastante eficiente e rápida, mas, quando apresentada pela primeira
vez a um estudante, costuma deixar aquela sensação de “coelho tirado da
cartola”, devido ao aparecimento súbito de uma identidade cuja motivação não se
sabe de onde veio. Este tipo de sensação desperta admiração em uns, mas em
outros inspira uma frustração, proveniente da reflexão: “eu nunca vou conseguir
bolar um artifício destes!” . Coloca-se, portanto, a questão: há algum problema
onde a soma dos quadrados apareça naturalmente? E, para este problema, há
alguma outra maneira de resolvê-lo, por meio da qual possamos deduzir a
fórmula da soma dos quadrados?

2. Tradicionalmente, em problemas de contagem, o símbolo  ( “combinação

de n, p a p” ) representa o número de subconjuntos de p elementos contidos em

um conjunto de n elementos. Se, por exemplo, fizermos 2=p , então  é o

número de pares (não ordenados) que se pode extrair de um conjunto com n
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elementos. Exemplos: o número de apertos de mão dados por n pessoas quando
cada uma cumprimenta todas as outras somente uma vez, ou ainda o número de
partidas de futebol em um campeonato com um só turno e n equipes. Em [1], um
artigo com o mesmo título que o presente aproveitava justamente o último
exemplo citado para mostrar como, resolvendo um mesmo problema de contagem
por dois  métodos diferentes, era possível deduzir que:

.

3. Os pitagóricos (sec.VI a.C.) chamavam os números  de números

tr iangulares.  O motivo é que eles podem ser vistos como “ triângulos” nas
figuras:

         

Deste modo: , para .

Além dos números triangulares, os pitagóricos consideravam também os

números quadrados ,  , etc.,  que podem ser
visualizados como quadrados (daí seu nome).

Estas figuras pitagóricas sugerem também uma relação interessante entre os
números triangulares e os números quadrados. Se você partir o quadrado usando a
diagonal sudoeste-nordeste, e incluindo esta diagonal na parte de baixo, você
poderá olhar cada número quadrado como a soma de dois números triangulares
consecutivos; mais especificamente: .
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Esta relação pode, é claro, ser confirmada algebricamente, já que:

.

4. A observação precedente pode ser usada para calcular a soma dos quadrados
dos n primeiros números naturais. De fato:

...................

Somando termo a termo, temos: . Só

resta agora calcular  , isto é, a soma dos  primeiros números

triangulares. Para isto, lembremos que esta soma é o mesmo que

, a qual vamos calcular pelo artifício de resolver um mesmo

problema por duas contagens diferentes (ver [1]).

O número de subconjuntos de 3 elementos contidos em um conjunto A de 

elementos é representado, como já se sabe, por .  Vamos contar estes
subconjuntos.

Para formar um subconjunto de A com 3 elementos, primeiramente escolhemos
um elemento . Para isto, temos  escolhas. Uma vez escolhido a,
temos n escolhas possíveis para tomar um segundo elemento b; e para cada
escolha de a e b, temos  escolhas possíveis para selecionar o terceiro
elemento c. Isto dá então um total de  escolhas. Mas é claro que

esta contagem inclui repetições. Para cada  escolhidos, houve 6 repetições,

correspondentes às 6 permutações destes elementos, a saber: ;  bca ,, ;

cab ,, ;  acb ,, ;  bac ,, ;  abc ,, .  Portanto: .

Por outro lado, se quisermos evitar desde o início as repetições, podemos contar
do seguinte modo. Primeiramente, fixamos o elemento a; o número de
subconjuntos de A com 3 elementos e que possuem a é o mesmo que o de

subconjuntos de  com 2 elementos, isto é: .  Tomemos agora um
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segundo elemento . O número subconjuntos de A com 3 elementos, que
possuem b mas não a, é o mesmo que o de subconjuntos de com 2

elementos, isto é: . Analogamente, o número subconjuntos de A com 3

elementos, que contêm c, mas não intersectam , é o mesmo que o de

subconjuntos de com 2 elementos, isto é: . E assim por diante,

até que cheguemos ao antepenúltimo elemento, quando já teremos contado todos

os subconjuntos A com 3 elementos. Logo: .

Deste modo, concluímos que:

 . Conseguimos,

portanto, calcular a soma dos  primeiros números triangulares. Daí
concluímos que:

.

Podemos generalizar as fórmulas acima, calculando de duas maneiras diferentes o
número de subconjuntos de k + 1 elementos contidos em um conjunto A de n + 1

elementos, que é representado por 

A primeira expressão para  é clássica e pode ser provada do mesmo modo
que foi feito para k + 1 = 3: temos

(lembremos que m! = 1 . 2 . ... . m).

Seja agora  O número de subconjuntos de k + 1 elementos de

A que contêm 
1

a  é  (escolhemos os k elementos de A diferentes de 
1

a ). O

número de subconjuntos de k + 1 elementos de A que contêm 
2

a  mas não contêm

1
a é , e assim sucessivamente, o que mostra a igualdade
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Se  é o "polinômio triangular

generalizado de dimensão k", temos que é um polinômio em n de grau k, e,
pela fórmula acima, temos

Podemos, como antes, escrever k

n  como uma combinação linear dos polinômios
,0),( kjnP

j
££  e usar a fórmula acima para obter uma fórmula para

(essa fórmula será a combinação correspondente dos

termos com 

Tal fórmula também pode ser obtida recursivamente como no início do artigo,

somando as identidades desde j = 1 até j = n,

ficando o lado esquerdo igual a  e o direito igual a

o que dá 
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Resumo

O artigo expõe um princípio de natureza heurística chamado o "princípio do
extremo", que permite resolver problemas matemáticos de nível olímpico de
maneira simples.

1.- Introdução.
Muitos matemáticos profissionais desejam contribuir para tornar a Matemática
mais atrativa aos estudantes com talento. Uma forma de seguir este objetivo é criar
problemas que requeiram uma grande dose de sentido comum, imaginação, e
muitas vezes, uma estratégia específica de resolução de problemas. Este artigo
introduz uma dessas estratégias, o "princípio do elemento extremo". Ainda que este
nome não seja amplamente usado, este princípio pode lhe ajudar a resolver
problemas matemáticos que aparecem freqüentemente em olimpíadas. O material é
baseado na experiência pessoal ganha ao trabalhar com estudantes com talento em
matemática e na minha participação como organizador de várias competições
olímpicas.

2.- A idéia do pr incípio.
Considere uma fileira de estudantes ordenada em forma decrescente segundo a
altura. A maioria deles tem dois vizinhos. Dois "elementos extremos", o mais alto e
o mais baixo, tem somente um vizinho, porém estes dois elementos extremos
possuem outras propriedades muito úteis. Por exemplo, quando contamos os
estudantes na fileira, a melhor maneira é começar com um destes elementos
extremos.
Em matemática, algumas vezes trabalhamos com conjuntos cujos elementos
parecem ser equivalentes e cujas propriedades conhecidas são poucas. Uma
estratégia poderosíssima em tais casos é considerar o elemento, ou os elementos,
que de alguma forma são elementos extremos. Por exemplo, quando consideramos
um conjunto infinito de números naturais, o elemento extremo é seu elemento
menor. Para um conjunto finito de números reais os elementos extremos são o
máximo e o mínimo do conjunto.
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Em muitos casos o elemento extremo é atrativo devido a que suas propriedades
adicionais nos permitem obter concluir sobre o mesmo elemento, ou sobre o do
conjunto como um todo. Por exemplo, em um triângulo o lado maior se opõe ao
ângulo maior e vice-versa. Na continuação apresentamos mais exemplos.

Exemplo 1. Sejam gba ££ os ângulos de um triângulo. Como g  é o ângulo

maior, então  já que, caso contrário, teríamos   e

, o que condradiz o fato de que  Da mesma forma

podemos concluir que 
Também não é difícil  obter que, se  é o menor ângulo de um polígono convexo
com n lados (n > 3), então  Para provar isto assuma o contrário, e
use o resultado que estabelece que a soma dos ângulos no polígono é igual a

.

Exemplo 2. Considere três raios com origem comum num mesmo plano, formando
três ângulos  tal que a + b + c = 2 . É fácil ver que  e

.3/2 p£a  Expressões similares podem ser encontradas se, em lugar de três raios
considerarmos n raios com um origem comum.

 b

 c

Exemplo 3. Os exemplos anteriores podem ser generalizados se considerarmos
uma sucessão  de números reais tais que 

Então  e 

Estes exemplos são elementares, mas eles preparam o caminho para resolver o
primeiro exemplo não trivial.

Exemplo 4. Seis pontos em um plano são tais que quaisquer três deles não são
colineares. Prove que três desses seis pontos formam um triângulo que possui um

ângulo interno maior ou igual a .
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Solução: Denote os pontos por  e seja  M  seu fecho convexo. Podem

ocorrer dois casos:

• M possui seis vértices. Aplicando o resultado da segunda parte do exemplo
1, para n = 6, vemos que o maior dos ângulos  de M satisfaz a
desigualdade  Se denotarmos por o vértice de , e por  e

 os vértices adjacentes a , então o triângulo  tem a

propriedade requerida.

• M possui menos de seis vértices. Neste caso existem três vértices
 de  M, e um ponto  dentro do triângulo .

 Ai

 Al

 Ak

 a

Aplicando o resultado do exemplo 2 aos raios AlAi, AlAj,  e AlAk,  segue-se que o
maior dos ângulos  satisfaz a desigualdade  Então o triângulo

kjl
AAAD  possui a propriedade requerida.

3.- Aplicações Geométr icas.
As aplicações nesta seção estão relacionadas com objetos geométricos. Em cada
caso o problema é resolvido ao encontrar a maior ou a menor distância, ângulo ou
área.

Problema 1.- Em certo país existem 100 cidades. As distâncias entre cada par de
cidades estão especificadas, e todas são diferentes.
Uma estrada conecta duas cidades A e B se, e somente se, B é a cidade mais
próxima de A ou A é a cidade mais próxima de B.

• Prove que existem no máximo 5 estradas que saem de cada cidade.
• É possível que algumas das estradas formem um polígono?
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Solução: Provemos a primeira parte. Considere uma cidade X e duas estradas XA e
XB que ligam X a A e a B, respectivamente.

   X

 B

Segue-se que AB é o maior lado do triângulo . Isto é verdade, pois, se (por
exemplo) AX for o maior lado do triângulo , então nem A é a cidade mais
próxima para X, nem X é a cidade mais próxima para A e portanto a estrada X não
deveria existir. Portanto, o ângulo  é o maior ângulo no triângulo .

Segue-se (exemplo 1) que °¹ 60
ˆ

BXA porque é escaleno.
Suponha que exista uma cidade X e que seis estradas vão desde X até outras
cidades. Então a soma dos seis ângulos em volta de X deveria ser maior que

, o que é impossível.
Mostremos a segunda parte.  Para isto suponhamos que existam estradas que
formam um polígono.
A estrada AB foi construída por um dos seguintes motivos:

 C

 B

  D

• B é a cidade mais próxima de A, ou
• A é a cidade mais próxima de B.

Considere ainda sem perda de generalidade, que AB é o maior lado do polígono.
Então CA < AB e BD < AB. Portanto, B não é a cidade mais próxima de A e A não é
a cidade mais próxima de B. Logo, a estrada AB não deveria existir. Segue-se que
tal polígono não existe.

Problema 2.- Os comprimentos das bissetrizes de um triângulo ABC são menores

ou iguais a 1. Prove que a área do triângulo é menor ou igual a 
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Solução: Seja o menor ângulo do triângulo, e seja AD a sua bissetriz.
AB e AC não podem ser ambos maiores que  Para demonstrar isso,
veja a figura:

Suponhamos que . Como , então

Denotemos por  e  a altura e a bissetriz do vértice C do triângulo ABC,

respectivamente. Então, a área do triângulo é:

Problema 3.- Sejam pontos num plano tais que a área de qualquer
triângulo com três desses pontos como vértices não seja maior que 1. Prove que
todos os pontos estão contidos num triângulo, cuja área é menor ou igual a 4.

Solução: Este problema tem o aspecto de ser muito difícil . A idéia para resolvê-lo
está baseada no seguinte: se você tem um triângulo de área 4, como poderia
relacioná-lo com um triângulo de área 1? Uma boa idéia é conectar os pontos
médios dos lados do triângulo de área 4. A área do triângulo obtido é 1.
Raciocinando inversamente, se temos um triângulo de área 1 e se traçarmos
paralelas m, n, p aos lados AB, BC e CA (de modo que C e ),
respectivamente, obteremos um triângulo de área 4.
Agora não é difícil completar a solução. Considere todos os triângulos cujos
vértices são três quaisquer dos n pontos dados. Seja ABC o triângulo de maior área.
Trace as retas m, n, p como foi descrito anteriormente. Se o ponto A e o ponto X
onde X é um dos n pontos dados estão em diferentes lados de m, então

Os outros casos são análogos. Segue-se que nenhum dos pontos
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dados está fora do triângulo MNP triângulo formado pelas interseçcões de m, n, p.
Como  então o triângulo MNP contém os pontos, e 4.)( £MNP

4.- Aplicações Algébr icas.

Problema 4.- Em cada quadrado de um tabuleiro com infinitas fileiras e colunas,
se escreve um número natural. O número escrito em cada quadrado é igual à média
dos números escritos em todos seus quadrados vizinhos (Dois quadrados são
vizinhos se eles compartilham um lado em comum.) Prove que todos os números
escritos são iguais.

Solução: Aqui aplicaremos o famoso resultado sobre conjuntos não vazios de
números naturais, o qual estabelece que sempre há um elemento mínimo. Seja f o
menor dos números naturais escritos no tabuleiro, e sejam a, b, c, d os números
escritos nos quatro quadrados vizinhos de f. Então

quer dizer . Como f é o elemento mínimo, segue-se que

 e  .fd ³  Se uma destas quatro desigualdades não é uma

igualdade, então teríamos  o que é um absurdo. Portanto, se x
é um número escrito em uma casa da mesma coluna da casa na qual está escrito o
número f, então x = f. O mesmo resultado é válido para as linhas. Logo, todos os
números escritos são iguais.

Problema 5.- Em cada quadrado de um tabuleiro de m fileiras por n colunas, se
escreve um número real. O número em cada quadrado é igual a média dos números
escritos em todos seus quadrados vizinhos. (Dois quadrados são vizinhos se eles
compartilham um lado comum.) Prove que todos os números escritos são iguais.
A solução deste exercício é um pouco diferente da do exercício prévio.

Solução: Há duas coisas diferentes. Primeiro, alguns quadrados tem menos que
quatro quadrados vizinhos. O leitor pode adaptar facilmente a situação ao
raciocínio da solução do exemplo 4. Segundo, a existência do número menor se
baseia em uma razão diferente: cada conjunto finito de números possui um
elemento menor. Este é um assunto importante. Se estamos tratando com
elementos extremos, devemos estar certos de que existem, qualquer que seja a
razão.
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Problema 6.- Prove que não existem inteiros positivos x, y, z e t tais que

Solução: Algumas vezes não é fácil imaginar como introduzir um elemento
extremo. Uma boa ideia nestes casos é assumir a negação da proposição, e ver onde
se pode encontrar uma contradição.

Assuma que existem inteiros positivos x, y, z e t tais que  Já

que 22

yx +  é divisível por 3, então x, y também são divisíveis por 3 (Prove).
Portanto, x = 3m e y = 3n, onde m, n são inteiros positivos. Depois de substituir 3m
por x e 3n por y na equação, e dividindo por 3, obtemos que

Pela mesma razão que antes se conclui que z = 3p e t =3q, onde p, q são inteiros
positivos. Logo, a equação original é equivalente a

Portanto, obtivemos inteiros positivos m, n, p e q, que satisfazem a equação, e tais
que m < x, n < y, p < z e q < t. O argumento anterior pode ser usado
indefinidamente para obter sucessões decrescentes de números inteiros positivos, o
que é impossível. Logo, a idéia é considerar o menor elemento, em algum sentido.

Sejam x, y, z e t inteiros positivos tais que e a soma

é a menor entre todas as soluções da equação. Seguindo o raciocínio de
antes obteremos os números m, n, p e q, que satisfazem a equação, com m < x e n <
y. Portanto,

Esta é uma contradição.

5.- Aplicações Var iadas.

A pergunta "Como começar a solução?" parece ser a principal pergunta nas
soluções dos problemas deste artigo. Espera-se que, quanto maior a quantidade de
exemplos que o leitor vir, maior será a experiencia ganha. Portanto exporemos
mais exemplos que ajudem a exempli ficar o princípio do extremo.

Problema 7.- Existirá uma função f : ê * → ê *; onde ê * é o conjunto dos inteiros
positivos tais que se cumpra a seguinte igualdade para cada número natural n > 1:

Solução: A resposta é NÃO. Para ver isto observe que entre os valores
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deve haver um elemento mínimo, digamos que seja f(n0), onde n0 > 1.
Observe que

Como
 então 

Portanto,  o que implica que

o que é impossível.

Problema 8.- Cada quadrado de um tabuleiro de dimensões 8 × 8 contém ou um 0
ou um 1. Para cada quadrado A que contém um 0, a soma dos números na mesma
fileira de A e os números na mesma coluna de A é maior ou igual a 8. Prove que a
soma de todos os números no tabuleiro é maior ou igual a 32.

Solução: Considere a soma dos números em cada fileira e em cada coluna. Escolha
a menor destas somas. Suponha que tal soma corresponda à fileira L. Denote por k
o número de números 1 que aparecem em L. Podem ocorrer os seguintes casos:

• k ≥ 4. Então cada fileira contém ao menos quatro números 1. Portanto, a
soma de todos os números no tabuleiro é maior ou igual a 4 × 8 = 32.

• k < 4. Então existem 8 – k zeros em L. Cada coluna que cruza L em um
quadrado com um 0 contém não menos que 8 – k uns. Portanto, a soma de
todos os números no tabuleiro é maior ou igual a

Uma extensão do princípio do extremo é a seguinte regra: "ordene os elementos
segundo o seu tamanho (valor)". Esta regra é usada na solução do seguinte
problema.

Problema 9.- A soma de 17 inteiros positivos distintos é igual a 1000. Prove que
podem ser escolhidos 8 destes inteiros de tal forma que a sua soma é maior ou
igual a 500.
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Solução: Ordene os inteiros em uma fileira   Considere o

número  que é a metade da fileira, e o valor médio da soma, parte inteira de

1000/17, que é 58. Podem ocorrer os seguintes casos:

• a9 ≥ 58. Então a10 ≥ 59, a11 ≥ 60,..., a17 ≥ 66. Portanto,
a10 + a11 +...+ a17 ≥ 59 + 60 +...+ 66 = 500.

• a9 < 58. Então a9 ≤ 57, a8 ≤ 56,..., a1 ≤ 49. Portanto,
a1 + a2 +...+ a9 ≤ 49 + 50 +...+ 57 = 477.

Segue que a10 + a11 +...+ a17  ≥ 1000 – 477 > 500.

Problema 10.- Encontre todas as soluções positivas do sistema

Solução: Sejam x e y o maior e o menor dos números respectivamente.

Observe que temos que  e  Como x > 0 e y > 0 segue-se que

 e que  logo se conclui que

Portanto, segue-se que a única solução do sistema é dada por

6.- Exercícios.

Nesta seção voce encontrará alguns problemas que são resolvidos por meio do
princípio do extremo, estando claro que pode haver outras soluções que não usem
este princípio. Mas pede-se ao leitor que faça todo o esforço possível para
resolver os seguintes exercícios usando unicamente o princípio do extremo.

1. Os números positivos x, y e z são tais que

Prove que x = y = z.

2. Seis círculos iguais num mesmo plano possuem um ponto em comum. Prove
que um dos círculos contém o centro de outro dos círculos.
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3. Oito pontos são escolhidos dentro de um círculo de raio um. Prove que existem
dois pontos cuja distância é menor que 1.

4. A soma de vários números reais não negativos é 3, e a soma de seus quadrados
é estritamente maior que um. Prove que podem ser escolhidos três destes números
cuja soma é estritamente maior que um.
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Recordamos inicialmente uma propriedade da função ϕ de Euler, provada em [2]
(Lema 2, página 52). Lembremos que, para n inteiro positivo,

Teorema 1: Para todo natural n,

Prova: Considere as n frações

                                               

e simplifique cada uma delas: obtemos assim, para cada d|n, ϕ(d) frações com
denominador d, donde segue a identidade do enunciado.

Mais formalmente, dado , sejam d = n/(n, a) e a' = a/(n, a).

Claramente )*,/(' ZZ da Î e definimos assim uma função de  para a união
disjunta dos conjuntos , onde d varia sobre os divisores de n. A inversa

desta função leva  em  donde a função é uma

bijeção ❏

O processo de construir g a partir de f como

é bastante comum em teoria dos números Um fato interessante sobre este tipo de
construção é ligado à noção de funções multipli cativas. Dizemos que 

é multipli cativa se  A função ϕ de Euler, por
exemplo, é multiplicativa (ver o corolário da página 47 de [2]). Se f é uma função

multiplicativa e  é a fatoração prima de n, então

* Adaptado do livro Pr imos de Mersenne (e outros pr imos muito grandes), dos mesmos
autores([1]).
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Além disso, vale a seguinte

Proposição: Se  é multiplicativa então , é

multiplicativa.

Prova: Se  

❏

Note que esta proposição fornece uma nova prova do Teorema 1: pela
multiplicidade de , basta provar que se n é potência de

primo, mas se p é primo

Seria interessante poder inverter em geral identidades do tipo 

para escrever f a partir de g. O teorema anterior nos mostra que se fazemos f = ϕ
na equação acima temos g(n) = n; invertendo esta identidade teríamos uma
fórmula para ϕ. Vamos mostrar como fazer este tipo de inversão.

Definimos a função de Möbius   por

Assim, µ(1) = µ(6) = µ(10) = 1, µ(2) = µ(3) = µ(5) = µ(7) = – 1 e µ(4) = µ(8) =
µ(9) = 0. Note que µ é uma função multiplicativa.
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Lema: Para todo inteiro positivo n temos

Dem: Como µ é multiplicativa, é multiplicativa.

Temos h(1) = 1 e, para cada p primo e k ≥ 1 inteiro, 

donde, se n > 1, ❏

Teorema 2: (Fórmula de inversão de Möbius) Se para todo n > 0 temos

então

Dem: Basta provar que

Mas, escrevendo d'' = n/d e m = n/d' temos

 ❏

Corolár io: Para todo natural n, 

Teorema 1.22: (Segunda fórmula de inversão de Möbius) Sejam f e g funções
reais com domínio (0, +∞)  tais que f(t) = g(t) = 0 para todo t < 1. Se

para todo x então, para todo x,
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Prova: Basta provar que

mas, tomando m = kr a última soma é igual a

que pelo lema é igual a f(x) ❏

Apesar de não estar relacionada com o resto da nossa discussão, não podemos
deixar de mencionar a seguinte conjectura.

Conjectura (Hipótese de Riemann): Se  então

Esta é uma das formulações da famosa hipótese de Riemann, um dos problemas
em aberto mais importantes da matemática.
Podemos reenunciar esta conjectura assim: seja   definida por

 se t < 1 e

Então, para todo 

De fato, pela segunda fórmula de inversão de Möbius temos

[1] Carlos Gustavo T. de A. Moreira e Nicolau Saldanha, Primos de Mersenne (e outros
primos muito grandes), 22o. Colóquio Brasilerio de Matemática IMPA, 1999.

[2] Carlos Gustavo T. de A. Moreira, Divisibili dade, congruências e aritmética módulo n,
Eureka! No. 2, pp. 41-52.
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(
 A partir deste número da )+*-,.)+/1032  apresentaremos esta nova seção

cujo objetivo é contemplar os leitores que não têm facil idade de acesso a
problemas de competições de outras nações com alguns exemplos de problemas,
de tais competições.

Nações distintas possuem culturas matemáticas distintas, portanto o leitor
pode achar alguns problemas extremamente fáceis e outros extremamente
difíceis. Tentaremos apresentar uma grande variedade de problemas
principalmente daqueles países que costumam ter um bom desempenho na
Olimpíada Internacional  de Matemática. Divirtam-se e mandem suas soluções.

Antonio Luiz Santos415.687.9	:1;=<.>3?

1. @�ACBED FHG�IKJ LNMPORQSQ�TPU  Seja . Determine o número de soluções reais

distintas da equação .

2. @�VEW�XZYZ[ED J \RLN]_^�\a`bW�\RL�WdcN]�D ebfNL�\PLNMRORQNQ�TgU  Determine todos os números reais x tais que
.

3. @ hiBH]NjPIKJ LNkml�eED nEoZJ LNMPORQSQ�TPU  Considere todos os pares ordenados  de números

naturais tais que o produto , escrito na base 10, termina com exatamente
98 zeros. Determine o par  para o qual o produto é o menor possível.

4. @�VEW�J oEe=pCoEJ qEebMPORQNQ�TRU  Em um triângulo ABC, D é o ponto médio de AB e E é um
ponto do lado BC tal que BE = 2EC. Sabendo que ∠ADC = ∠BAE determine
a medida do ângulo ∠BAC.

5. @ ^CBZIKrEBZJ LNMPORQNQ�TPU  Seja  ( )
n

a  uma seqüência de números reais definida por  e

 para . Para quantos valores distintos de t teremos

0
1998

=a ?

6. @�VCYH]N]�J LSMPORQNQ�TgU  Um número de 10 algarismos é dito interessante se todos os seus
algarismos são distintos e ele é um múltiplo de . Quantos números
interessantes existem?

7. @�VCYH]N]�J LSMPORQNQ�TgU  Existem números de 5 algarismos M e N onde todos os algarismos
de M sejam pares, todos os algarismos de N sejam ímpares, cada um dos
algarismos de 0 a 9 ocorrendo exatamente uma vez entre M e N e tais que M
divide N?
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8. @�VCeEsut�oZJ LNMPORQaQ�TRU  O volume de um paralelepípedo é  e a sua área total é

. Mostre que o paralelepípedo é um cubo.
9. @�v IKD L�oZqHLNMPORQNQ�TgU  Um triângulo ABC possui medidas dos lados expressas por

números inteiros, ∠A = 2∠B e ∠C > 90°. Determine o valor mínimo do
perímetro deste triângulo.

10. w�xEy�zby�{H|N}P~g�N���R�  Em um triângulo ABC tem-se que ∠BAC = 40° e ∠ABC = 60°.
Sejam D e E pontos sobre os lados AC e AB respectivamente tais que ∠CBD
= 40° e ∠BCE = 70°. Mostre que a reta que contém AF é perpendicular à que
contém BC.

11. w�xC�E� zHyN}P~R�N�S�a�  A base de uma pirâmide é um polígono convexo de 9 lados. Pinta-
se cada uma das diagonais da base e cada uma de suas arestas laterais de
preto ou de branco (observe que os lados da base não estão coloridos). Mostre
que existem três segmentos coloridos com a mesma cor que formam um
triângulo.

12. w v �K� y�zZ{HyN}P~R�N�N�S�  Três números  estão em progressão aritmética se
. Definamos a seqüência ( )

n
u ,  da seguinte

maneira : 0
0

=u ,  e para cada , 
1+n

u  é o menor inteiro positivo

tal que  e  não possui três elementos em

progressão aritmética. Determine 
100

u .

13. w v �K� y�zZ{HyN}P~R�N�N�S�  Uma função f  : � → �  satisfaz às condições :

Mostre que  e .

14. ������� �E�Z���Z�Z�E�Z�  Determine todas as funções f : � \ { }0 → �  satisfazendo

para todo x ∈ � \ { }0 .

15. w����Z� �RyN}P~P�S�N�N�  Dois círculos intersectam-se em dois pontos M e N. Um ponto A
qualquer do primeiro círculo, distinto de M e N, é unido aos pontos M e N de
modo que as retas AM e AN intersectam novamente o segundo círculo nos
pontos B e C. Mostre que a tangente ao primeiro círculo em A é paralela a
BC.

16. w��N�N�P�EzZ� yN}P~g�N�N�N�  Mostre que o segmento que une o ortocentro e o baricentro de um
triângulo acutângulo ABC é paralelo ao lado AB se, e somente se,

.
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17. w��C� � � zZ� yS}P~R�N�a�S�  Mostre que o número  é composto.

18. w � �msut zZ� yN}P~R�S�N�a�  Resolva a equação 

19. w� E� ¡P¢ � zZ� yN}P~R�N�S�a�  Duas cordas AB e CD de um círculo intersectam-se no ponto K.
O ponto A divide o arco CAD  em duas partes iguais. Se AK = a, KB = b,
determine a medida da corda AD.

20. w�£N¤�¥Hy�zZ�HyN}P~R�N�N�S�  Mostre que existe uma seqüência de inteiros positivos

( ),...,...,,
21 n

aaa  tal que  é um quadrado perfeito para todo
inteiro positivo n.

21. w�£N¤N¡P¦EzZ� yN}P~g�N�N�N�  Determine o valor da expressão

        supondo que .

22. w�£N¤ � §b¨Nt zZ� yN}P~g�N�N�N�  Inicialmente os números  são escritos

em um quadro negro.

Em  cada  passo, escolhemos dois destes números, digamos  a  e  b,  e  os
substituímos  pelo número . Continuamos  desta  maneira até que
reste um único número no quadro negro. É possível que este número seja
2000? Justifique sua resposta.

23. w�©CªH¤N¤�� yS}P~R�N�N�S�  A soma dos algarismos de um inteiro positivo escrito no sistema
de numeração decimal é igual a  e a soma dos algarismos do número

é 800. Determine a soma dos algarismos do número .

24. w�©CªH¤N¤�� yS}P~R�N�N�S�  Um círculo que passa pelos vértices A e B de um triângulo ABC é
tangente ao lado BC, e o círculo que passa pelos vértices B e C e é tangente
ao lado AB intersecta o primeiro círculo no ponto K, K ≠ B . Se O é o centro

do círculo circunscrito ao triângulo ABC, mostre que 
2

p

=Ð BKO  .

25. w�£N¤�¥Hy�zZ�HyN}�«�¬N¬N¬g�  Determine o maior número inteiro N que satisfaz as seguintes
condições :
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(a)  possui seus três algarismos iguais.

(b)  é igual à soma de n números naturais consecutivos a partir de 1.

26. w�£S¤�¥by�zE�byN}�«�¬a¬N¬R�

  A

A figura mostra um plano com ruas que
delimitam 12 quadras quadradas. Uma
pessoa P caminha de A até B e outra Q
caminha de B até A.
Ambas partem ao mesmo tempo
seguindo caminhos de comprimento
mínimo com a mesma velocidade
constante.
Em cada ponto com duas possíveis
direções a tomar, ambas possuem a
mesma probabilidade.
Determine a probabilidade de que P e
Q se cruzem.

27. w�­ §Z� § zE� ya}�«�¬N¬N¬R�  Prove ou disprove a seguinte afirmativa :

Todo número racional positi vo pode ser escrito sob a forma onde a,

b, c e d são inteiros positivos.

28. w�­ §Z� § zE� ya}�«�¬N¬N¬R�  Seja I o incentro de um triângulo ABC com AB ≠ AC. As retas
suportes dos segmentos BI e CI intersectam os lados AC e AB nos pontos D e
E respectivamente. Determine todos os ângulos ∠BAC para os quais a
igualdade DI = EI pode ser satisfeita.

29. w ®i¢H¤N¡ � � yN¯m­ §E� § zZ� yN}P~R�S�N�a�  Determine todos os pares de inteiros positivos  tais

que .

30. w�­ §Z� § zE� ya}P~R�N���R�  Determine todos os pares de inteiros positivos  tais que
50

xy

x

= .

31. w�°Ey � ¡P� ��±²yS³N}P~R�S�N�a�  As bissetrizes dos ângulos ∠A e ∠B do triângulo ABC
intersectam os lados BC e CA nos pontos D e E respectivamente. Supondo
que , determine a medida do ângulo ∠C.
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36) Na figura abaixo o triângulo DEF tem área de medida S. Sabendo-se que o
triângulo DEF está inscrito num triângulo arbitrário ABC, mostre que as
medidas Si ( i = 1, 2, 3) das áreas dos outros triângulos formados satisfazem a

desigualdade e que a igualdade ocorre se e só se os

pontos DEF são os pontos médios dos lados do triângulo, ABC.

  S
 S1

 S3

   A

   F

  B
 D

  E

 C

Ö1×	ØÚÙ	Û�Ü�×¸Ý	Þ�ß.à�ágØâ×	ã�ä.ØÚåæÞ�áèçé×êÝ	à�Ö1ëÚØÚì�à�í1ëÚî�çé×	á1ïéð.ëÚ×êÝæÞ_ñ�à�ò	Þ�ëâág×¸ó	ð.ñ�ôbõ

  S
 S1

 S3

    A

   F

  B
 D

  E

 C

   b – x

   a – y

   c – z  x

 z

 y

 

Provar que é idêntico a mostrar que 
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Se k a área de ABC, temos então:

;  e 

Façamos também:

 e  e evidentemente teremos ; ;

;  e consequentemente: e

Seja 

Portanto 

ou seja:

como a soma de qualquer número positivo x com o seu inverso é sempre maior do
que 2 ou igual a 2, valendo a igualdade se e só se x = 1 ( de fato,

 teremos:  observe também

que só temos 2
1

=j  quando   quando 
21

1 mm -=  e que 

quando 
13

11 mm -=- ; ou seja o que garante que os pontos

D, E e F são médios dos lados correspondentes e como consequência teremos o
mínimo de 
Conclusão:  e a igualdade ocorre para os pontos médios.
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37) Cinco quadrados são dispostos conforme ilustra o diagrama abaixo. Mostre
que a medida da área do quadrado S é igual a medida da área do triângulo T.

 T

ö1÷	øÚù	ú�û�÷¸ü	ý_þ�ý�ÿ���øÚü	÷��1ý�ÿèø����	÷��
	�����
	ý���ý�ÿ������_ü��=ö1ý�ÿèÿ����	ö������

b a

  h

 e
 d

 d
      e

   b
   q

 b  a

   b
 S1

  b – a

   c

   b   a
 c

 b

 ê
   a

   a
  a   b

    a

   ê   q

            a

Prove : S1 = S2 S1 = c2         e   (Pitágoras)

2

2

dh

S =

;  e .4

222

bae +=
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38) Os lados e diagonais de um polígono regular de n lados são coloridos em k
cores tais que:

i) para cada cor a e dois vértices A e B do polígono, o segmento AB é colorido
de a ou existe um vértice C tal que AC e BC são coloridos de a.

ii)  os lados de qualquer triângulo com vértices entre os vértices do polígono são
coloridos usando no máximo 2 cores.
Prove que k �  2.

ö1÷	øÚù	ú�û�÷��
Suponha que haja pelo menos 3 cores a, b  e c. Vamos construir um subconjunto
infinito de vértices de X, o que é uma contradição.
Fixemos um vértice Z ∈ X. Existe um vértice A1 tal que A1 Z tem a cor a, e um
vértice B1 tal que a cor de B1 A1 e de B1 Z é b. Existe um vértice C tal que as cores
de C1 Z e C1B1 são C. Considerando os triângulos C1 A1 Z e C1 A1 B1, e usando  a
condição ii), concluímos que a cor de C1A1 tem que ser C.
Vamos construir por indução vértices  para cada inteiro positivo n,

todos distintos tais que, para todo i < n, as cores de  são

a, as cores de  são b e as cores de

Suponhamos contruídos  para 

Por i), existe  tal  que as cores de  e  são  a. Considerando os

triângulos  e (e usando a condição ii), concluímos que a cor

de  tem que ser a, para cada ponto P criado anteriormente. Do mesmo

modo, existe  tal que as cores de  e são b. Considerando os

triângulos  e  para cada ponto P criado anteriormente,

concluímos que a cor de tem que ser b. Por fim, existe  tal que as

cores de  e  são c, e, considerando os triângulos  e

 para cada ponto P criado anteriormente, concluímos que a cor de
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 tem que ser c. É fácil ver que os pontos criados são todos distintos. Por

exemplo: como a cor de é a, temos e  para todo k. Como a

cor de  é  a, , e como a cor de  é  a,  para todo

39) Sejam x, y e z os ângulos de um triângulo de lados opostos a, b e c

respectivamente. Prove que 

ö1÷	øÚù	ú�û�÷��

 Suponha sem parda de generalidade que 

Teremos por tanto logo 

Temos então 

Somando essas 3 desigualdades obtemos a desigualdade do enunciado.

40) a) Calcular a soma dos divisores positivos de um número natural em termos
de sua fatoração prima.
b) Dizemos que n �  1 é abundante se a soma de seus divisores é maior que
2n. Prove que se n é abundante então kn é abundante para todo inteiro k �  1.
c) Prove que existe n0 �  �  tal que todo inteiro n �  n0 pode ser escrito como
soma de dois números abundantes.



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°8,  2000

56

ö1÷	øÚù	ú�û�÷¸ü	ý�����ÿ����â÷� "!é÷���#�÷� "#�#���ü%$.÷�&	ý����
'"�Ú÷¸ü	ý�(����	ý��Úÿè÷���'"(����
a) Seja 

Todo divisor de k é da forma com e reciprocamente.
Portanto a soma de todos os divisores é:

(pois é constante para o somatório em an).

(soma da P.G.)

 (pois é constante em relação às

variáveis ).

Procedendo de maneira análoga, agora para o termo , e assim por diante
obtemos:

, que é o que queríamos.

b) Vamos analisar a razão para 

Temos que

Agora se multiplicarmos k por , duas coisas podem acontecer:
i) Para cada primo  que aparece na fatoração de k e de , o fator

referente a ele no produtório  aumenta, pois, 

e portanto, 
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ii) Para cada primo  que só aparece na fatoração de k, vemos que ao

calcularmos  aparecerá um novo fator de modo que

.

Em qualquer caso portanto, vale  Em particular, k

abundante 

c) Note que na letra b), vale a desigualdade estrita para todo

• Em particular, como 

vemos que todo múltiplo de 6, maior do que 6 é abundante. (pois

• Logo, se para um natural N, existe abundante tal que e

então  pode ser escrito
como soma de dois números abundantes.

• Nosso problema se resume então a descobrir 6 números abundantes, dois
a dois distintos módulo 6: mas para isso é suficiente achar N abundante tal que

 (pois nesse caso  e 2N é abundante pela letra b); e
analogamente,  e são todos abundantes
e distintos módulo 6).
Também seria suficiente achar algum T abundante tal que  pois nesse
caso, 5T é congruente a 1 mod 6 e recaímos no caso anterior.

• Note agora, que todo número da forma
ou

Obs: todo primo p > 3 é congruente a 1 ou –1 mod 6, pois do contrário teríamos:
 é par ou é múltiplo de 3.
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• O problema então fica sendo o de encontrar um número da forma

abundante.

Isso é possível mesmo se nos restringirmos apenas a números em que

Basta ver que nesse caso, 

Em particular, 

Logo, é abundante.
(temos 

Tomando portanto  temos são abundantes
distintos módulo 6. Fazendo então  vemos pelas observações
anteriores que  tem-se que n pode ser escrito como soma de dois números
abundantes!.

��'")+*",�-��� /.�$"0"1"2�	�$")%.��
�1ù�3	ø4������ü	÷�����-1ù	ÿèý�5��7698 : ;�<����
Prove que para qualquer conjunto de inteiros positivos A e para todo inteiro
positivo k existe um conjunto infinito de números primos S tal que o produto de k
elementos distintos de S está sempre em A ou o produto de k elementos distintos
de S nunca pertence a A.

ö1÷	øÚù	ú�û�÷¸ü	ý�="�����Úý�ø�����#�#>��5���?���@��>@¸÷��é÷��éö1û�÷�����ù	øÚ÷��æö������
Considere o Conjunto P formado por todos os primos.
Para todo subconjunto de P com k elementos, pinte-o de azul se o produto destes
pertencer a A e de vermelho caso contrário. Pelo Teorema de Ramsey Infinito,
existe um subconjunto infinito de P tal que todos os seus subconjuntos de k
elementos são da mesma cor, ou seja os produtos de seus elementos sempre
pertencem ou nunca a A. Chamando-o de S, acabamos o problema.
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 "A	ÿ���ü	ý���ý�@¸÷�#��
��@�3CB�@ ÷¸ý���D���÷êü���#�#�÷	øÚù	ú�E	ý�#�ý�����÷	øF��3	÷	ÿ���ú�û�÷¸ü�ý7�
GIH J�K�LIM�NONPJRQSGIT�NOJVU WYXIZ [�JRNPM�ZR\�]I^R_LIQVNPH M�`SGIaVbcM�deJV` WYXIQf[gQRHV\�]7XI_hIZ JRi�MeG7H jCQVNOJVkcG�NPQRlnmPMoLIM�NpNPJVZ Q WYq�M�N [gQVH JRkrQs\�LItC_tC`f[gZ H H QRuSv�Z w�`SxsQVuRZ JVHRyIM�NPi�JV`sq�Z H z�M WYyIJVH {Rd|\�}CGI_q�QRT�NP~ uRZ Mo�CZ ��U�JRZ NPQSyIJRw�J�j�Z ��JV` WYq�M�N [gQVH JRkrQs\�LItC_q�JRNPw�QRw���MoLIQVNFj�QRH z�Mo]IQRdoM�` WY�CQRwn[gQSxSQRNPZ QS\�]I�C_b�JRNPQRH ��Mo}CJRNPH Z w�Mo^Rl�w�Z M�N WY�C�RMo}CQVU�H Mo\��C}C_^VM�`V{sLIH M�j�Z `sG7���VMexSQRuVJR��M WYxSQ�[g�VMo\��C}C_^VM�`V{sb�U�Z H z�JVNOdoJSxsM�NPJRZ NPQS}CZ wn[gM WY^RU�Z k���JSq�M�NPQs\�xSbc_v�U�uVZ QRw�MoxsQVNPZ w�z�Moq�Z H z�M WY]IJVuRZ ��Js\�}CtC_v�U�Z kcq�JRNPw�QVw���MoG�[gz�Q�����JS^�l�w�Z M�N WY]IZ Mo��Js^VQRw�JRZ NPMo\�]I^R_xSQRNPuRJVH Mo]IUn�gZ w�Mo��JS�cH Z jCJRZ NOQ WYyIJVH {Rd|\�}CGI_XIZ mPQRZ NCG�NPQVl�mPMo}CZ wn[gM WYq�M�N [gQVH JRkrQs\�LItC_��`�jCQVH ��MexSJRH H Mo�C��M�w���U�Z QR�>M WY�cH ~ do��Z QS\��C}C_}CQVU�H Mo��Js�CM�U�`RQS�CM�T�NPZ w�z�M WYXIQf[gQRHV\�]7XI_
-1ÿèÿ����
�7�
O problema No. 4 (Olimpíada Romênia 92) publicado Na Eureka! No. 6, pág 37,

deveria dizer: Sejam p, q ∈ � , q ≠ 0. Se as raízes da equação  têm

o mesmo módulo, mostre que  é um número real.

O problema No. 8 (Olimpíada Hungria 1899) publicado Na Eureka! No. 6, pág 38,
deveria dizer: dividem a circunferência unitária em cinco partes

iguais. Prove que 

�����o���������p���
�������� C¡V¢¤£¥¡>��¦���§�¨©�¤£ª��§«¨>��¬C¢«¨�­F®7 �¯� �¯°¡©��¦� C¡©®I�«¯�®7��£e¢±­F �¡³²>¢�¡�®I�´²C¡«­�£� «¯
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�� #��¹#��"��º���·�� '�������²»¼���

ø
   ù�ú:û�üþý ÿ���� ú��.ú � � ý � ú��	� � û/ü ý ���	� ú � 
��
��� �.ÿ¥ú������ ú�� � � ��������� ú���ú��
� ú�� � � 
���� �
� ��� �(ÿ � û¥ú/üþú��

��� ú�� � � ������������� ú�����������ý � ú���û���� � � ú�� .
41)  Se a  e b são números reais positivos, então 

42) Suponha que a, b e c são as medidas dos lados de um triângulo ABC, com
 semi-perímetro p e área S, verifique que

e mais ainda: verifique que a igualdade acima ocorre apenas se o triângulo
for equilátero.

43) Prove que se p é um primo da forma 4k + 3, então 2p + 1 também é primo se
e somente se 2p + 1 divide 2p – 1.

44) O produto de dois inteiros positivos consecutivos pode ser igual ao produto
de dois inteiros positivos consecutivos pares?

45) Existe uma seqüência infinita de:
a) Números reais
b) Números inteiros

Tais que a soma de quaisquer dez termos consecutivos é positiva, enquanto
que para todo n a soma dos primeiros 10n + 1 termos consecutivos é
negativa?

46) 
W yIQRH [�Z u! ³Q���"�#�$�$�%V_
i) Prove a existência de dois conjuntos infinitos A e B, não necessariamente
disjuntos, de inteiros não negativos tais que cada inteiro não negativo pode
ser representado de uma única forma como a + b, com a ∈ A e b ∈ B.

ii) Prove que em cada tal par (A, B), ou A ou B contém apenas múltiplos de
algum inteiro k > 1.

}CNPM�T�H JVdoQR`�&�# J�&�' ��NPM���M�`�[�M�` ��M�N7LIQVNOH M�`oGIH JfKCQVw���NPJ)(�M�doJV`e��Qo�CZ H j�QeW XIQ�[�QRH�\�]IXI_�"���NOM�T�H JRdoQR`
&�&sJ�&�*SM�Tn[gZ ��M�`s�>M�'�# + a�,IM�NPw�JVZ Mo��QV`sL7Z ��QV��JV`�\�}CNPZ doQ�j�JRZ NPQ�'�-�-�-Ra
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.0/2143657. 8:9<;>=@?4A>B7.

C 	�) ,�	����!D� "=c �=")|$") 8"- ö�0",
14 a 19 de abril de 2000
Montevidéu – Uruguai

♦♦
E 	�)+,¤	����!D4 c=" �="-³�� "	�)

13 de maio de 2000

♦♦
C!C 	�	�)+,¤	����!D4 c=" �*"'" .ö�	�,�-�	�'" �="-³�� c2¤-���1"2�	�$" ���FHGIGHG

Primeira Fase – Sábado, 10 de junho
Segunda Fase – Sábado, 02 de setembro

Terceira Fase – Sábado, 21 de outubro (níveis 1,2 e 3)
Domingo, 22 de outubro (nível 3 - segundo dia).

♦♦
C ,�	�) ,�	����!D� "=" �	�8"2�-�'"8" c$"	�) 8" ",�="-³�� "2�-���1"2�	4$c 

13 a 25 de julho de 2000
Taejon, Coréia do Sul.

♦♦
C!E ) ,�	����!D� "=" �	�*"-�'c)  "��-�'c	4$c "8" �="-³�� c2¤-���1"2�	�$" 

16 a 24 de setembro de 2000
Caracas, Venezuela

♦♦
	�	�	�) ,�	����!D� "=c �	4*c-�'")  "��-�'"	�$" "8" �="-³�� "2�-���1"2�	�$" �0"8"	 E -Ö'.ö�	�2�1"'"	� 

7 de outubro de 2000
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Amarisio da Silva Araújo (UFV) Viçosa - MG
Alberto Hassen Raad (UFJF) Juiz de Fora - MG
Angela Camargo (Centro de Educ.de Adultos - CEA) Blumenau - SC
Benedito T. Vasconcelos Freire (UFRN) Natal - RN
Claudio Arconcher (Col. Leonardo da Vinci) Jundiaí - SP
Claus Haetinger (UNIVATES) Lajeado - RS
Crescêncio das Neves (UFAM) Manaus-AM
Élio Mega (Col. ETAPA) São Paulo - SP
Enzo Marcom Takara (Col. Singular) Santo André - SP
Florêncio F. Guimarães Filho (UFES) Vitória - ES
Francisco Dutenhefner (UFMG) Belo Horizonte  - MG
Gisele de A. Prateado Gusmão (UFGO) Goiânia - GO
Ivanilde H. Fernandes Saad (U. Católica Dom Bosco) Campo Grande - MS
Jacqueline F. Rojas Arancibia (UFPB) João Pessoa - PB
João Benício de Melo Neto (UFPI) Teresina - PI
João F. Melo Libonati (Grupo Educ. IDEAL) Belém - PA
Ir ene Nakaoka (UEM) Maringá - PR
José Carlos Pinto Leivas (UFRG) Rio Grande - RS
José Cloves Saraiva (UFMA) São Luis - MA
José Gaspar Ruas Filho (ICMC-USP) São Carlos - SP
José Luis Rosas Pinho (UFSC) Florianópolis - SC
José Paulo Carneiro (Univ. Santa Úrsula) Rio de Janeiro - RJ
José Vieira Alves (UFPB) Campina Grande - PB
Leonardo Matteo D'orio (Sistema Titular de Ensino)Belém - PA
Licio Hernandes Bezerra (UFSC) Florianópolis - SC
Luzinalva M. de Amorim (UFBA) Salvador - BA
Marcondes Cavalcante França (UF Ceará) Fortaleza - CE
Pablo Rodrigo Ganassim (L. Albert Einstein) Piracicaba - SP
Paulo H. Cruz Neiva de L. Jr.    (Esc. Tec.Everardo Passos)  SJ  dos Campos - SP
Reinaldo Gen Ichiro Arakaki (INPE) SJ dos Campos - SP
Ricardo Amorim (Centro Educ. Logos) Nova Iguaçu - RJ
Roberto Vizeu Barros (Colégio ACAE) Volta Redonda - RJ
Sergio Claudio Ramos (IM-UFRGS) Porto Alegre - RS
Seme Gebara Neto (UFMG) Belo Horizonte - MG
Silvio de Barros Melo (UFPE) Recife - PE
Tadeu Ferreira Gomes (U. do Estado da Bahia) Juazeiro - BA
Tomás Menéndez Rodrigues (U. Federal de Rondonia) Porto Velho - RO
Valdenberg Araújo da Silva (U. Federal de Sergipe) São Cristovão - SE
Wagner Pereira Lopes (Esc. Tec. Fed. de Goiás) Jataí - GO
Waldemar M. Canalli (P.M. S. João de Meriti ) S. João de Meriti - RJ
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