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Saiedade Brasileira de Matematica

AOS LEITORES

Este nimero da Eurekal contém as provas das competicoes internacionais
de que participamos na primeira parte do ano 2@0: a Olimpiada de Maio, a
Olimpiada do Cone Sul e aOlimpiada Internacional de Matematica Estas provas
fornecan material que podk (e deve) ser usado na preparagio para aTercera Fase
da Olimpiada Brasileirade Matematica

Na se¢do de atigos, € com prazer que pulicamos artigos de novos
colaboradores da Eurekal. Destacanos o artigo do Prof. José Rosales Ortega, da
Costa Rica, que esperamos dé inicio a uma olaboragdo intensa com professores
de outros paises, igualmente dedicados a disseminac® da matemética entre os
jovens.

Neste ndmero inauguramos uma nova sec¢®, “Olimpiadas a0 Redor do
Mundd', organizada pelo Prof. Antdnio Luiz Santos, que trar problemas de
Olimpiadas realizadas em outros paises. Esta se¢do se junta a de problemas
propcstos no djetivo de forneger ainda mais material para treinamento e
desenvolvimento individual .

Aproveitamos para registrar, com satisfagdo, um grau cada vez maior de
participac&o de nossos |eitores. Temos recebido um ndmero crescente de solugdes

para os problemas propostos, aém de sugestdes de novos problemas. Obrigado a
todaos que tém colaborado!

Comité Editorid
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XI OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
14 a 19 de abril, Montevidéu - Uruguai

A Xl Olimpiada de Matemética do Cone Sul foi redizada em
Montevidéu, Uruguai, no periodo de 14 a19de aril de 2000.A equipe brasileira
foi liderada pelos professores Paulo José Bonfim Gomes Rodrigues e Marcelo
Mendes, ambas de Fortaleza - CE. Nesta opatunidade a eguipe brasileira obteve
a maior pontuacdo entre os paises participantes e aunica medalha de ouro da
competicéo.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 | Carlos Stein Naves de Brito Prata
BRA2 | Davi Maximo Alexandrino Nogueira Bronze
BRA3 | Humberto Silva Naves Ouro
BRA4 | Larissa Cavalcante Queiroz de Lima Prata

PROBLEMA 1

Dizemos que um nuimero é descendente se cada um de seus digitos € menor do
gue ou igua ao digito anterior, da esquerda para adireita. Por exemplo, 4221e
751 s@0 nimeros descendentes, enquanto 476 e 455 réo sdo descendentes.
Determine se eistem inteiros positivos n para os quais 16" é descendente.

SOLUCi\O DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA -GO)
Sabemos que 16" =6(modl10), pais 6" =6(modl0).
Asdsm o digito das unidades sra sempre 6.

Temos entéo:

2" = 6(mod10)

2" = 2 [k(mod10.000) pais (10.0002%") = 2%,
Temos que 2* [k = 6(mod10) — k =5q +1.

2" =2 (5q +1)(mod10.000)

2" =10(8q +1) + 6(mod10.000)

EUREKA! N°8, 2000
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Temos que 8q + 1 deve ter digitos maiores ou iguais a 6. Em particular, 8q + 1
termina por 7 ou 9. Temos entdo as sguintes possibilidades para os sus Ultimos
3 digitos:

999, 997987, 97, 887,877, 777.

Os Unicos que sdo daforma8q+ 1 sdo 977 e 777.

Como 2 divide 7776, 16 ndo termina en 77776 rem em 97776.

16" =87776mod10°) O 16" =98777mod10°). Como 2’ divide 987776, 18

n&o termina em 9987776.Como 2 divide 99776, 16 ndo termina en 99977601
16" tem no méximo 6 dgitos, e basta verificar os casos. Como para nenhum caso

havera solucdo, 16" nurca édescendente.

PROBLEMA 2

Em um tabuleiro 8 x 8 distribuimos os inteirosde 1 a 64, um em cada caa.

A seguir, colocam-se sobre o tabuleiro fichas quadradas 2x2, que mbrem
exatamente quatro casas (sem superposicdo) e de modo que os quatro nimeros
cobertos por cada ficha determinem uma soma menor que 100.

Mostrar uma distribuicgo desses inteiros que permita @locar 0 maior nimero de
fichas, e demonstrar que ndo € possivel obter uma distribuicdo que permita
colocar maisfichas.

SOLUCAO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA - GO)

Sabemos que 0 somatério dcs nimeros bre os quais colocamos fichas dividido
pelo nimero de fichas deve ser menor que 100.

Logo se preenchessemos todo otabuleiro (com 16 fichas):

(64+1)64

142+3+...+64 5 3265

6 <100 « <100 <100~ 130<100. Absurdo

Entéo a cala ficha amenas que colocamos devemos tirar o0 maior somatério de
numeros $m estar preenchidos, pois assim arazao anterior vai ser minima.

A cada ficha que retiramos tiraremos 64, 63,62, 61, depois 60, 59, 58 57...até a
razédo dosomatorio dos nimeros preenchidos dividido pelo nimero de fichas sr
menor que 100.Diss temos:

Dado: 0 somatorio inicia € 2080 e o numero inicial de fichas € 16 e sendo n o
nudmero de fichas retiradas que deve ser minimo

EUREKA! N°8, 2000
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2080 - [64 + (64 —1) + (64 — 2) + ... + (64 — (4n - 1)) ]
16 - n

0 (4n-1+0)4n
2080 - 4n (b4 -
g B

<100 -

<100 -
16 — n

2080 — 256n+8n2 -2n <1600 —100n = 4n2-79n+240 <0

n,=16
n:794_r49 1 H

2 -
§4n -79n+240 =00 3 <n2:3’75D

>
3,75&/ 16

Como se quer 0 n minimo, gue satisfaca a desigualdade, n é 4 e teremos 12 fichas
No mMaximo.

Paran = 3, com 13fichas:

Podemos colocar 12 fichas, doseguinte modao

Vamos ter os nimeros de 1 até 48. E agrupamos eles de 4 em 4 para a soma ser
menor que 100.

Esesgrupossdo {1, 24, 25, 4§,{2, 23,26,47},..{12, 13 36, 3%.
Daforma{l+n, 24 —n, 25+ n, 48—n} comn {0, 1, ..., 1}.

Ent&o colocaremos esses nUmeros em espagos 2 X 2:

1 24 2 23 3 22 4 21

25 45 26 47 27 46 28 45

Faremos isso com todcs os grupcs, sobrando ainda um espaco 2 x 8, que ndo
terdo ficha, orde @locaremos aleatoriamente os nimeros {49, 50,...64}.
Sendo essa uma solucdo com cada ficha sob um grupo daqueles citados.

EUREKA! N°8, 2000
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Exemplo completo:

|1 |24 |2 [23 |3 |22 |4 |21]
|25 |48 |26 |47 |27 |46 |28 | 45|
|5 |20 |6 [19 |7 |18 |8 |17
|29 |44 [30 [43 [31 |42 |32 |41]
|9 |16 [10 [15 |11 |14 |12 | 13|
|33 |40 [34 [39 [35 |38 |36 |37]
|49 |50 |51 [52 |53 |54 |55 |56 )|
|57 [58 |59 |60 |61 |62 |63 |64 ]

PROBLEMA 3

Um quadrado de lado 2 € dividido em reténgulos mediante vérias retas paralelas
aos lados (algumas haorizortais e outras verticais). Os reténgulos 8o coloridos
alternadamente de preto e branco, como se fosse um tabuleiro de xadrez. Se deste
modo a &ea branca resultou igual a &rea preta, demonstrar que a recortar 0s
reténgulos pretos ao longo de seus bordos, € possivel formar com estes (sem
superposi¢an) um retangulo preto 1x 2.

SOLUCAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SAO PAULO - SP)

Sga X;; X,; Xg;...; X, asdisténcias entre asretas verticas ( x; é distancia entre a
i-esimareta ea (i — 1)-esmareta) e y;;y,;.... y, as distancias entre as retas
horizontais: (y; € adistancia entre ai-ésimaretavertical e a(i — 1)-ésimareta).
Por simetria, podemos considerar:

Areasombreada = > X Y= > Xyt Z Xi Y
ie|de i e ] pares i e j impares
mesma
paridade

Logo, &reasombreada =

2= zxiyj+ 2 Xiyj:Hin ZYiE‘*E Xj@ ij
i e ] pares ie] par par j Impar j impar

impares

e denotamos:
A= Z X, €B = z Yi
"i" par "i "par

EUREKA! N°8, 2000
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m o= . o= L =2- m m
sy X ”i%arxl ”j”%par x; =20 "j%pa)fj 2- A,e de mesmo modo
concluimos que: Z y; =2-B.
" j" impar
Logo: Areasombreada=2= A[B + (2 - A)(2-B) =
2=2AB+4-2(A+B) = 2(A+B)-2AB =2 =

A+B-AB=1- A(l-B)=1-B « (A-1)(1-B)=0

A-1=0
Logo de-vemosterD B = 0ou

O A=1ou B =1Agorao problemaficafadl, pois £ A =1 (por simetria),
temos: Z X; = Z X, logo besta juntar os "quadradinhos’ de cada linha, ai
i par j impar

vai formar um reténgulo de base 1, e se juntarmos todos esses reténgul os de base
1, vamos formar outro retangulo, cujos lados medem: 2 e 1.

PROBLEMA 4

Sejam ABCD um quadrado (sentido haério) e P um porto qualquer pertencente
ao interior do segmento BC. Constroi-se o quadrado APRS (sentido haario).
Demonstrar que areta CR € tangente acircunferéncia drcunscrita & triangulo
ABC.

SOLUGAO DE LARISSA CAVALCANTE QUEIROZ DE LIMA (FORTALEZA-CE)

_ B O AABCé retangulo, portanto o
P centro da drcunferéncia drcunscrita
a esta no poto médio de sua
5 hipotenusaz. AC [0 centro da
) A circunferéncia éo ponto M
s . *ABCD € um quadrado O as
S 5 diagonais ® rtan a0 meio, e &
s A diagonais $o iguais 0 AM = BM =
D c MC =MD

EUREKA! N°8, 2000
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Sgja BAP=q e BI5A=B; a+ =90 (Aretangulo ABP); a + B +90° =180
Note que RPC =180° -90° - B0 RPC =a

* BAC = 45°(AABC é retangulo é isosceles)

0 PAC=BAC-BAP=45-q

P=PR - ~
* A APRéisosceles e retdngulo EAA 0 PAR=PRA=45°
EAPR=90°

0 RAC=PAR-PAC =45 - (45° -a) =45 - 45 +a =qa
0 RAC=RPC=a [ APCRéum quadrilétero inscritivel
0 APR=ACR=90°

[0 CR é perpendicular a AC e que é o didmetro da circunferéncia circunscrita a
ABC O CR étangente.

PROBLEMA 5

No plano cartesiano, considere os portos de wordenadas inteiras. Uma operacdo
consiste em:

Escolher um destes portos e redliza uma rotagéo de 90°. no sentido anti-horério,
com centro neste ponto.

E possivel, aravés de uma seqiéncia dessas operagdes, levar o tridngulo de
vértices (0, 0), (1, 0, e(0, 1) no tridngulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1)?

SOLUGAO ADAPTADA DA SOLUGAO DE DAVI MAXIMO ALEXANDRINO NOGUEIRA
(FORTALEZA - CE)

Considere afigurarelativa ademonstragio:
YA

B |[A (B |A [B |A
PA 4B A ¢B BA

W > W > W > w

»

AlooB A B A B A X

Considere duas cores A e B. Pinte o pato (0,0) de A. A partir dai, pinte todos os
outros pontos (coordenadas inteiras) do plano com as cores A e B,
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alternadamente. Isto €, pintamos (a, b) de Asea+ b épar,edeBsa+bé
impar. Vamos provar que um porto e suaimagem possiem amesma ofr.

De fato, se P = (%, y), a imagem de (a, b) pela rotacdo de 90° no sentido
antihorario com centroem P e (x + y —b, X + y + a), cuja soma das coordenadas é
2x+2y+a—-b=a+b(mod 2.

Como o grimero tridngulo tem um porto da cr A e dois da @r B e 0 segundotem
dois pontos da cr A e um da cr B néo é possivel tal coisa

PROBLEMA 6

Existe um inteiro pasitivo divisivel pelo produto de seus algarismos e tal que ese
produto é maior que 107°°%

SOLUCAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SAO PAULO - SP)
Primeiramente vamos provar que 10 é raiz primitivanoméduo 7"
*Sabemos que quandon =1 oun = 2, isto é verdadeiro.

** Suporhamos que 10 sgjaumaraiz primitivanoméduo 7" (n=2)
Seja"a" umaraiz primitivano méduo 7" (ela existe pois 7" é uma paténcia
de um primo), isto & a’ percorre todas as classes de mngruéncia que s30 primas
com 7, no méduo 7™, consequentemente "a" também é raiz primitiva no
méduo 7".
Peladefinicéo de "a", existeum xON eum y[ON, taisque:

a* =10(mod7")

a¥ =10(mod7™*)
Temos que mdc (x;¢(7")) =1, pais 10também éraiz primitivanomaéduo 7".
Semdc(y;¢(7™")) =d #1, teriamos:

Y =10(mod7"
a¥ =10(mod7™*) O éli x )D

Fa* =10(mod7")

O y éprimocom¢(7") (poisx tambémng)

a*=a’(mod7") 0 x=y(modg(7")) O

Chegamos a uma wntradi¢go, poismde (y; ¢ (7")) =d e

mdc (y;¢(7")) =1, isto quer dizer:

mdc (y;67") #1lemdc (y;67"™") =1(com n=2), que éum absurdo.
Dai concluimos que mdc (y;¢(7™*)) =1.

EUREKA! N°8, 2000
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Logo 10também é umaraiz primitivanoméduo 7™, e por indugdo concluimos
que:

OnON; 10éraiz primitivanoméduo 7".

Agora vamos achar um exemplo:

Considere a, tal que: 7% >10%°%°

E como 10éraiz primitivanomoéduo 72, considere b > a, tal que:
10° =7 - 6[10%(mod7?), temos que:

a b_ a
0 X:HLOQ 1[7%10 19" -0 (mod7®) 0 x=0(mod7?)

H 9

mas:
b-a digitos  a digitos

——N— —
Xx=1111111..1000.0+777.7=1111111..1777...7
T

totalde "b-a" "1"s "a" O's "t 7'

Ou sgjax édivisivel pelo produto de seus digitos.

Vocé sabia...

Que foi novamente batido o record de maior primo de Fermat
generalizado conhecido?

E o nidmero 48594°%°% + 1 descoberto este ano por Scott e Gallot,
que € o 6°. maior primo conhecido (e o Unico primo conhecido com
mais de um milhdo de bits que ndo é de Mersenne). Com isso, os
9 maiores primos conhecidos sdo de Mersenne ou de Fermat
generalizados. Sdo eles: 2%97%°%% -1, 2

‘

EUREKA! N°8, 2000
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| OLIMPIADA DE MAIO
1 de aiode

PRIMEIRON EL
3

PROBLEMA 1

Encontre todos 0s nimeros naturais de quatro algarismos formados por dois
digitos pares e dais digitos impares tais que, a0 multiplicalos por 2, se obtém
ndmeros de quatro agarismos com todos 0s seus digitos pares e, ao dividi-los por
2, se obtém ndmeros naturais de quatro algarismos com todos os sus digitos
impares.

PROBLEMA 2
Seja ABC um tridngulo retdngulo em A, cujo cateto AC mede 1cm. A bisstriz do

angulo BAC corta ahipatenusa en R; a perpendicular a AR tracada por R corta o
lado AB em seu porto médio. Encontre amedidado lado AB.

PROBLEMA 3

Para escrever todos 0s nUmeros naturai s consecutivos desde 1ab até ab2 inclusive
foram utilizados 1abl algarismos. Determine quantos agarismos a mais
precisam-se para escrever 0s nimeros naturais até o aabinclusive. Diga todas as
possibili dades. (a e b representam digitos).

PROBLEMA 4

Temos pegas com forma de tridngulo equilatero de lados 1; 2; 3; 4; 5 e 6 (50
peca de cada medida).

Precisa-se amar um tridngulo equildtero de lado 7 utilizando algumas destas
pecas, sem buracos nem superposicdes. Qual é o menor nUmero de pegas
necessérias?

PROBLEMA 5

Numa fileira temos 12 cartas que podem ser de trés tipos: com as duas faces
brancas, com as duas faces pretas ou com uma facebranca ea outra preta.
Inicialmente temos 9 cartas com a face preta voltada para dma.

Viram-se @& is primeiras cartas da esquerda eficam 9 cartas com a face preta
voltada para dma.

Continuando, viram-se & sis cartas centrais, ficando 8 cartas com a face preta
voltada para dma.

EUREKA! N°8, 2000
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Finamente, viram-se seis cartas: as trés primeiras da esquerda eas trés Ultimas da
direita, ficando 3cartas com aface preta voltada para dma.

Diga se mm esta informacé se pode saber com certeza quantas cartas de cada
tipo existem nafileira

SE UNDON EL

PROBLEMA 1

O conjunto {1, 2,3, 4 pode ser dividido em dois subconjuntosA={1, 4 eB =
{3, 2 sem elementos comuns e tais que a soma dos elementos de A sgjaigual a
soma dos elementos de B. Essa divisio € imposdvel para o conjunto {1, 2, 3, 4,
5} etambém parao conjunto{1, 2, 3, 45, 6.

Determine todos os valores de n para os quais 0 conjunto dcs primeiros n
ndmeros naturais pode ser dividido em dois subconjuntos sem elementos comuns
tais que asoma dos elementos de cada subconjunto seja amesma.

PROBLEMA 2

Num paralelogramo de &eal sdo tragadas retas que unem cada vértice @m o
porto médio de cada lado réo adjacente aele. As oito retas tracadas determinam
um octoégono nointerior do paralelogramo. Calcule aérea do octégono.

PROBLEMA 3

Segjam S uma drcunferéncia de raio 2 S uma drcunferéncia de raio 1 tangente
interiormente aSem B e S, uma drcunferéncia de raio 1tangente aS, no paito
A, mas que ndo é tangente aS. Se K é o pato de intersecdo da reta AB com a
circunferéncia S, demonstre que K pertence acircunferéncia S,.

PROBLEMA 4

Temos um cubo &3 3 3 formado pala unido de 27 cubinhcs1 1 1.
Retiramos alguns cubinhos de ta modo qwe os que permanecean seguem
formando um sélido constituido por cubinhos que estdo uridos pelo menas por
uma face @ resto do solido. Quando un cubinho é retirado, os que permanecan
ficam no mesmo lugar em que estavam inicial mente.

Qual é o maximo nimero de aubinhos que podem ser retirados de modo que a
areado sblido queresulte sgjaigua aareado cubo aiginal?

PROBLEMA 5

Um retdngulo pock ser dividido em n quadrados iguais e também pode ser
dividido em n + 98 quedrados iguais. Se a &reado retangulo € n, com n inteiro,
encontre os lados do retngul 0. Diga todas as possibilidades.

EUREKA! N°8, 2000
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XLI OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
1 a deul o aeon- oréiado ul

A XLI Olimpiada Internacional de Matemética foi realizada en Tagjon,
Coréia do Sul, no periodo ¢ 13 a 25 de julho de 2000. A equipe brasileira foi
liderada pelos professores Elio Mega e Edmil son Motta, ambos de Sdo Paulo -
SP.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 D N u B

BRA2 D M B

BRA3 F S B B

BRA4 H s N | e———
BRA5 | S T [ —
BRAG6 U M A M H
PROBLEMA 1

Duas circunferéncias I', e I, intersectam-se en M eN.

Sejal atangente omuma I, e I, que estd mais proxima de M do que de N. A
retal étangente al’, em Ae al,em B. A reta paralela a | que passa por M
interseda novamente acircunferéncia I, em C e novamente a circunferéncia
r,emD.

Asretas CA e DB intersectam-se an E; as retas AN e CD intersectam-se em P; as
retas BN e CD intersectam-se an Q.
Mostre que EP = EQ.

PROBLEMA 2
Sgjam a, b, ¢ nimerosreais positivostais que abc = 1. Prove que

th-1+ 2t -1+ 1M -1+ 1Hea
bm cm aQ

O

EUREKA! N°8, 2000
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PROBLEMA 3

Sgja n=2 um ndmero inteiro pasitivo. No inicio existem n pugas numa reta
horizontal, nem todas no mesmo porto.

Para um nuimero real positivo A, define-se um salto da seguinte maneira:

» Escolhem-se duas pulgas quai squer nos pontos A e B com o porto A a esquerda
do porno B;

* A pulga que estd an A salta até o ponto C da reta, a direita de B, ta que

Determine todos os valores de A para 0s quais, para qualquer pornto M nareta e
quaisquer posicdesiniciais das n pugas, existe uma sucessao finita de saltos que
levam todas as pulgas para pontos adireita de M.

PROBLEMA 4

Um magico tem cem catdes numerados de 1 a 100. Colocaos em trés caxas,
uma vermelha, uma branca e uma aul, de modo e cada caxa @ntém pelo
menos um cartdo.

Uma pessa da platéia escolhe duas das trés caixas, seleciona um cartdo de cada
caxa eanurcia a somados nimeros dos dois cartdes que escolheu. Ao saber esta
soma, 0 mégico identifica acaixa da qual ndo se retirou nenhum cartéo.

De quantas maneiras podem ser colocados todaos os cartdes nas caixas de modo ce
gue ete truque sempre funcione? (Duas maneiras consideram-se diferentes %
pelo menos um cartdo é wlocado numa caxa diferente).

PROBLEMA 5
Verifique se existe uminteiro pasitivo n tal que n é divisivel por exatamente 2000

numeros primos diferentes e 2" +1 édivisivel por n.

PROBLEMA 6
Sgam AH,,BH,,CH; as dturas de um tridngulo acutdngulo ABC. A

circunferéncia inscrita no tridngulo ABC é tangente aos lados BC, CA, AB em
T,,T,,T; respectivamente. Sgja |, areta smétricadareta H,H ;relativamente a
reta T,T;,1,a reta smétrica da reta H;H, relativamente areta T,T, e |;a reta
simétricadareta H,H , relativamente areta T, T, .

Prove que I,,l,,l; determinam um tridngulo cujos vértices pertencem a
circunferénciainscrita no trigngulo ABC.

EUREKA! N°8, 2000
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INTRODU O  EOMETRIA PRO ETI A

u iano

Comegamos com um problema de Geometria Eucli diana:

As tangentes a uma drcunferéncia de centro O, tragadas por um porto
exterior C, tocam a drcunferéncia nos pontos A e B. Sgja S um porto qualquer da
circunferéncia. As retas SASB e SC cortam o dametro perpendicular a OS
nos pontos A, B' e C ', respectivamente.

Prove que C' € 0 paito médio de AB'.

Encorgjamos o leitor a resolver este problema utilizando métodos da Geometria
Euclidiana, antes de prosseguir.

Nossa principal meta € desenvolver ferramentas da Geometria Projetiva que nos
permitam resolver este e outros problemas simil ares de forma direta enatural .

Dada uma drcunferéncia y, de ceitro O e raio R, vamos criar uma
asciacdo entre pontos e retas do dano, da seguinte maneira: Para cala ponto A
distinto de O, sgia A" 0 porto da semi-reta OA ta que OAXOA=R?. (A' é
chamado inverso de A em relacdo a y. A transformacd® A —» A’ € ainversdo
relativa ay ). Sejaa aretaperpendicular a OA passando pa A'. Dizemosque a é
aretapolar deAemrelacdoa y,equeAéo pdodeaemrelagdoa y .
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A transformac@® doplano qLe leva cala ponto em sua polar e cada reta em seu
pdo é chamada de pdaridade. Para simplificar a notag&o, usaremos a mesma
letra para designar um porto (maiUscula) e sua polar (minuscul a).

Sgam Ae B dds pontosdo pano, a e b suas respectivas polares. Se
B [ a, entdo A [ b. Neste @aso, dzemos que A e B s&o conjugados.

a  Considereum porto B [J a.
Sga B 0 OB ta que ABLIOB. Os

tridngulos OAB e OBA' sdo reténgulos e tém
um angulo comum (AOBOBOA), logo
s80 semelhantes. Assim,

OA_OB  0BxOB'=0AxOA=R’.
OB OA

Logo B'éoinverso de B, deonde AB' =be
AlD.

Asdm, se imaginarmos o porto B variando ao longo da reta a, sua polar, b,
variard a longo dofeixe de retas que passam pelo ponto A.

Diremos que um porto e uma reta sdo incidentes quando oporto pertence areta,
0 qLe éo mesmo qLe dizer que areta passa pelo ponto.
A polaridade, portanto, € umatransformaca que preservaincidéncias.
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Se um porto é mnugado a s mesmo, entdo ele pertence a
circunferéncia esua polar € atangente acircunferénciapor ele.

Este resultado nos permite desenvolver a seguinte onstrucdo para a reta polar de
um porto A exterior acircunferéncia

Se A é eterior & drcunferéncia, sjam B e C os pontos de mntato das
duas tangentes a drcunferénciatracalas por A. A reta BCé apadar de A.

B Como A pertence & poaresde B e C, entdo
B e C pertencemapolar deA. Logo a=BC

A pdaridade definida anteriormente sugere que portos e retas tém
comportamentos parecidos em relac® a incidéncia. H&4 algumas falhas, paém. A
transformacé® néo esta definida para o porto O, centro da circunferéncia, nem
tampouco para as retas que passam por O.

Podemos resolver este problema ampliando o plano euclidiano,
aaescentando-lhe uma nova reta que chamaremos de "reta do infinito", que
representaremos por 0. Esta novareta ser4 apdar do porio O.

Formalmente, os pontos da nova reta do infinito estdo em
correspondéncia biunivoca mm os feixes de retas paralelas no plano euclidiano.
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Vegamos como a poaridade nos leva naturalmente aesta definicdo para
os pontos do infinito.

Por exemplo, vamos identificar o pdo de uma reta r que passa por O.
Sejam A e B os pontos de contato de r com a drcunferéncia. Como A e B estéo
sobre aretar, suas retas polares a e b passam pelo pdlo R. Logo R € 0 paito de
encontro das duas retas a e b, que no dano Euclidiano seriam paralelas. De fato,
a reta polar de qualquer ponto de r sera perpendicular ar no plano euclidiano.
Estas retas passam a ser, no plano projetivo, um feixe de retas concorrentes (no
porto do infinito R).

Esta éa maneira de trabalhar com a reta do infinito: cada um de seus
portos corresponde aum unico feixe de retas paradeas no plano euclidiano. E
viceversa: a cala feixe de retas paralelas no dano euclidiano corresponce um
anico porto daretadoinfinito.

Os porntos e retas do pano projetivo tém exatamente 0 mesmo
comportamento em relagd a incidéncia. Assim, quelquer propriedade
envolvendo ponos, retas e incidéncia permenecevalida ao trocarmos portos por
retas e retas por portos. A nova propriedade assm obtida édenominada "dual" da
primeira.

Em outras palavras, paratodoteorema da Geometria Projetiva recdsemos
outro gétis, oferecido pelo Principio da Duali dade. Basta trocar a palavra " ponto"
pelapalavra'retd’ eviceversa.
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Dada uma reta, sempre existe um | Dado um porto, sempre existe umareta
porto ndo incidente aela. nado incidente aele.

Cada reta éincidente apelo menos | Cada ponto éincidente apelo menostrés
trés pontos distintos. retas distintas.

Dois pontos distintos determinam | Duas retas distintas determinam um Gnico
umaunicaretaaelesincidente. porto a dasincidente.

Apesar de termos definido o plano projetivo como uma extensdo do plano
euclidiano, isto nfo é necessé&rio. O plano projetivo existe de formaindependente,
podendo ser caracterizado a partir de um conjunto de aiomas, entre 0s quais
estdo as propriedades duais citadas anteriormente.

No plano euclidiano, se quatro portos A, B, C e D de uma reta sfo tais
que:
AC _ AD

BC BD’

dizemos que C e D "dividem harmonicamente” o segmento AB.

Observe que, de acordo com a definicao, isto também implicaque A e B dividem

harmonicamente o segmento CD . Representaremos esta situaga com o simbolo
(AB,CD). Também diremos que A, B, C e D , nesta ordem, formam uma

"quadrupla harménica'.

Dados os portos A, B e C sobre uma reta, o porto D ta que (AB;CD)é

chamado "conjugado harmdnico" de C emrelacdo a AB.

Surpreendentemente, apesar da definicdo utilizar a nocdo de distancia (que ndo

faz sentido noplano projetivo), o conceito de quédruplas harménicas faz sentido
no Plano Projetivo, por meio da seguinte construg&o para o conjugado harménico:

EUREKA! N°8, 2000
20



Saiedade Brasileira de Matematica

Figural

A C B D

Dados os portos A, B e C sobre umareta r, tracanos duas retas quaisquer a; € a,
passando pr A e umareta ¢ passando por C. Unindo a B os pontos de incidéncia
de c com a; e a;, , respectivamente, oltemos as retas b, e b,. Fica entdo formado
um quadrilatero (EFHG, na figura) tal que os lados opastos concorrem em A e B,
eta que uma de suas diagonais passa por C. SgaD o ponto de encontro der com
a outra diagona do quadrildtero. Entdo D € o conjugado harménico de C em

relac@® a AB.

Esta onstrucdo € a definicdo de quéadruplas harmbnicas no dano rojetivo.
Ve amos que ela coincide, no plano Euclidiano, com a definicgo usua. Sejam os
portos E, F, G como mafigural.

Aplicando oTeoremade Menelaus® no AABE, secaite DGF, temos:

ADBGEF 1

BD EG AF

No AABE, aplicamos o Teorema de Ceva* para as cevianas concorrentes
EC,BF e AG:
AC BG EF

— =1. (2
BC EG AF
De (1) e (2) temos —AC = —AD.
BC BD
*Ver gpéndice

EUREKA! N°8, 2000
21



Saiedade Brasileira de Matematica

O principal indicio de que quéadruplas harmbnicas €0 uma nogéo
projetiva éo fato de, no plano euclidiano, o ponto médio de um segmento ndo
posalir conjugado harménico.

Porém, no gano projetivo, sejam A e B pontos obre aretar e C o paito

médio de AB. Ao redizarmos a onstrugdo da figura 1, verificamos que FC é
paraelo ar. No pano projetivo, o conjugado herménico D € o porto doinfinito
correspondente ao feixe deretas paralelas ar.

Vamos agora dualizar a definigéo de quadrupla harménica Dadas 3 retas
a, b e ¢ concorrentes em um pornto R, podemos dualizar, passo a passo, a
construcdo doconjugado harmdnico:

Sobre areta a tomamos dois pontos distintos A; e A; e sobre areta c
tomamos um porto C. Sgjam B; e B, 0s pontos de interseazdo da reta b com as

retas a e C‘—A2 , respectivamente. Sgja d a reta determinada pelos pontos R e

AB, n A,B,. Chamamos d de mnjugado hermdnico de c em relagdd a a e b.
Dizemos que & quatro retas concorrentes a, b, ¢, e d formam um "feixe
harmdnico”. Representamos esta situagdo com o simbolo  (ab, cd).

L
N

: Uma reta qualquer do dano corta um feixe harménico em quatro
portos que formam uma quadrupla harménica

Figura2
d
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Se vocé percebeu a semelhanca etre & figuras 1 e 2 deve ter
desconfiado deste fato. A demonstracéd® € imediata.
Na onstrucéo dafigura 2, os pontos A; e B, podem ser escolhidos ©bre umareta
s arbitréria (que ndo passe por R), e o ponto C fora de s. As retas

E e @determinam os portos B; e A,. Sendo cns=C' e dns=D,
vemos que o quedrilatero RACB, posaii dois ladas opostos concorrendo em Aq

e By, com suas diagonais passando pa C e D . Portanto (A B,;C'D), como
gueriamos demonstrar.

Escreva o dual doTeorema anterior.

Sem divida, € um dos mais bel os teoremas da Geometria Projetiva. E vélido para
qualquer cbnica, apesar de que aqui sO veremos a demonstracdd para a
circunferéncia, no plano euclidiano. E importante mencionar, no entanto, que no
Plano Projetivo ndo hé qualquer diferenca entre uma drcunferéncia e qual quer
outra ddnica ndo-degenerada.

Os portos de encontro entre os 3 pares de lados opastos de um
hexdgono ABCDEF (convexo ou réo) inscrito em uma drcunferéncia sdo
colineares.

X Consideremos o tridngulo XYZ indicado ra
figura. Aplicamos o Teorema de Menelaus
trés vezes:

AXYZ, secante PDE:
PXPYEZ_,

PY DZ EX

AXYZ, secante QBC:
QZ BX LY _,
QX BY Cz

AXYZ, secante RAF
RY AX FZ _
RZ AY FX

1
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Multi plicando essas trés Ultimas equagdes e lembrando qe

XA [XB = XE [XF,

YALYB=YCL¥YD e

ZC 00ZD = ZE 0OZF (poténcia dos portos X, y, z em relagcdo a
PX

circunferéncia), okbtemos —— E—IQ—Z E—&( =1
PY QX RZ

Logo, pelo redproco do Teorema de Menelaus no triangulo XYZ, secaite
POR, temos que P, Q e R s&o coli neares.

Fazendo coincidir certos pares de portos no hexdgono ABCDEF, pademos
deduzir teoremas andlogos ao de Pascal para pentagoncs, quadril &eros e
até tridngulos inscritos na drcunferéncia. Por exemplo, fazendo coincidir

AcomBeD comE, asretas AB e DE tornam-se tangentes a circunferéncia,
e obtemos a seguinte @nfiguracé:

Figura3

Na figura anterior, verifique que o pato comum as tangentes em C e F também
pertence areta POQR.

Agora estamos prontos para retomar noso estudo das polaridade. Aproveitando
tudo oque vimos até aui, vamos deduzir algumas propriedades mais avangadas.
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(Construcéo dareta polar usando apenas régua)
Sgja y uma drcunferéncia eA um porto exterior aela

Consideremos duas retas distintas passando or A e cortando y nos pontos B, C,
D e E (figura). Entdo areta polar de A em relacdo a y € areta que une 0s pontos

BDn EC e BEnCD.

/

As pdaresde B, C, D e E so as retas b,
c, d e e tangentes a yem seus

respedivos polos.

Sendo R=bnc e S=dne temos

gue & poares de R e S sdo as retas
A r:%es:ﬁ.

Como A=rns, sua pola é areta

a=RS
%doP=ﬁm@eQ:ﬁQ§,

um dos corolarios do Teorema de Pascal
garante que P, Q, R e S sdo colineares,

logo como  queriamos
demonstrar.

Relacao entre reta polar e quédruplas harménicas)
Dados uma drcunferéncia . e um porto exterior A, qualquer reta secante a

circunferéncia passando pa A corta apolar a no conjugado harmdnico do ponto
A em relagio ao segmento com extremos nas dois pontos de rte da secante com
a drcunferéncia.

(Dica: na figura anterior, use o quadrildtero PBQC para encontrar o conjugado
harmbnicode Aemrelacdpa .. ).
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agora gresentar uma solucdo simples e elegante para 0 problema
0 inicio deste atigo.

Doo

Sejad o dametro perpendicular a OS.
Sga D., 0 paito do infinito correspordente a feixe de retas paraelas a d.

Queremos provar que  (A'B',C'D_) . Paraisto, besta provar que & retas SA,
§3, ~ e formam um feixe harmdnico. Parecenatura tentar verificar que

—

areta . cortaofeixe en uma quadrupla harmdnica Mas isso equivale aprovar

— — —

gque .. € aretapolar do ponto
Isto é smples:

—

- C é ainterseccéo daspolaresde AeB, logosuapdaré. . .

— —

- € tangente acircunferénciano paito S logo € apdar de S
Assm, esuapolar é, portanto, .. , cOmo queriamos
demonstrar.
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José Paulo Q. Carneiro, Universidade Sarta Ursula

¢

1. A formula que da diretamente asoma dos quadrados

dos n primeiros inteiros paositivos pode ser deduzida de vérias maneiras (por
exemplo, [3]). Uma das mas comuns é partir da identidade:

, escrevé-laparak variando ce 1 atén:

e somar termo a termo estas n igual dades, oltendo:

once ——— , como é bem conheddo (ver [1]).

Substituindo este valor e fazendoas contas, chega-se a:

(2) no(n o+ 1 2z oa o+ 1)

Esta deducdo é bastante eficiente e répida, mas, quando apresentada pela primeira
vez a um estudante, costuma deixar aquela sensacdo de “codho tirado da
catola”, devido ao aparecimento sibito de uma identidade aijja motivagé néo se
sabe de onde veio. Este tipo de sensac@® desperta almiracd® em uns, mas em
outros inspira uma frustragcéo, proveniente da reflexdo: “eu nunca vou conseguir
bolar um artificio destes!”. Colocase, patanto, a questdo: ha dgum problema
onde asoma dos quadrados apareca naturamente? E, para este problema, ha
aguma outra maneira de resolvélo, pa meio da qual possamos deduzir a
formula da soma dos quadrados?

2. Tradicionamente, em problemas de mntagem, o simbolo ( “combinacio
de n, p ap”) representa 0 nimero de subconjuntos de p elementos contidos em
um conjunto de n elementos. Se, por exemplo, fizermos ., . . , entdo €éo
ndmero de pares (&0 ordenados) que se pode extrair de um conjunto com n
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elementos. Exemplos: o nimero de gertos de mao dados por n pesas quando
cada uma aumprimenta todas as outras smente uma vez, ou ainda 0 nimero de
partidas de futebol em um campeonato com um so turno e n equipes. Em [1], um
artigo com o mesmo titulo que o presente aproveitava justamente o Ultimo
exemplo citado para mostrar como, resolvendo um mesmo problema de cmontagem

por  dois métodos  diferentes, era possivel  dedwzir que
3. Os pitagdricos (sec.VlI a.C.) chamavam o0s numeros de numeros
triangulares. O motivo € que eles podem ser vistos como “tridngulos’ nas
figuras:

Deste moda , para .

Além dos numeros triangulares, os pitagoricos consideravam também os
nameros quadrados , , €tc., que podem ser

visualizados como quedrados (dai seu hame).

Estas figuras pitagoricas sugerem também uma relacdo interessante entre os
ndmeros triangulares e os nimeros quadrados. Se vocé partir o quedrado usandoa
diagonal sudoeste-nordeste, e incluindo esta diagonal na parte de baixo, vocé
pocderd olhar cada nimero quadrado como a soma de dois nimeros triangulares

consecutivos; mais especificamente:
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Esta relacgdo pade, é claro, ser confirmada agebricamente, j& que

4. A observac® precedente pode ser usada para alcular a soma dos quadrados
dos n primeiros numeros naturais. De fato:

Somandotermo atermo, temos: . S5

resta ggora calcular , isto é, a soma dos primeiros ndmeros
triangulares. Para isto, lembremos que eta soma € 0 mesmo Qe

, a qual vamos cdcular pelo artificio de resolver um mesmo
problema por duas contagens diferentes (ver [1]).

O numero de subconjuntos de 3 elementos contidos em um conjunto A de
elementos é representado, como j& se sabe, por . Vamos contar estes
subconjuntos.

Para formar um subconjunto de A com 3 elementos, primeiramente escolhemos
um elemento . Para isto, temos escolhas. Uma vez escolhido a,
temos n escolhas posdveis para tomar um segundo elemento b; e para cala
escolha de a e b, temos escolhas possiveis para selecionar o terceiro
elemento c. Isto d4 entdo um total de escolhas. Mas € daro que

esta contagem inclui repeticdes. Para cala escolhidos, houve 6 repeticoes,
correspondentes as 6 permutacdes destes elementos, a saber: D )

e e e e e . . Portanto:

Por outro lado, se quisermos evitar desde o inicio as repeticdes, podemos contar
do seguinte modo. Primeiramente, fixamos o elemento a; o nimero de
subconjuntos de A com 3 elementos e que posdlem a € 0 mesmo gue o de

subconjuntos de com 2 elementos, isto & . Tomemos agora um
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segundo elemento . O nimero subconjuntos de A com 3 elementos, que
possiem b mas ndo a, € 0 mesmo que o de subconjuntos de com 2

elementos, isto & . Analogamente, o nimero subconjurtos de A com 3
elementos, que @ntém ¢, mas ndo intersectam , €0 mesmo que o de

subconjuntos de com 2 elementos, isto & . E assim por diante,
até que cheguemos ao antepenultimo elemento, quando ja teremos contado todos
os subconjuntos A com 3 elementos. Logo:

Deste modo, concluimos que:

Conseguimos,

portanto, calcular a soma dos primeiros ndmeros triangulares. Dai
concluimos que:

Podemos generalizar as férmulas acima, cdculando de duas maneiras diferentes o
ndmero de subconjuntos de k + 1 elementos contidos em um conjunto Aden + 1

elementos, que érepresentado pa

A primeira expressdo para € cléssica epode ser provada do mesmo modo
guefoi feito parak + 1 = 3: temos

(lembremosquemi =1 .2 .....m).
Seja gyora O ndmero de subconjuntos de k + 1 elementos de

A que ontém . € (escolhemos os k elementos de A diferentesde . ). O
numero de subconjuntos de k + 1 elementos de A que @ntém . mas ndo contém

. é , € assm sucessvamente, o que mostra aigualdade
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Se € o "polindmio triangular

generalizado ¢k dimensdo K", temos que éum paindmioemn de grau k, e,
pelaférmula aéma, temos

Podemos, como antes, escrever . © como uma mmbinac® linear dos polindmios
+ ove e e € usar a formula acima para obter uma formula para

i

(essa formula serd a combinacdo correspondente dos
termos com
Tal férmula também pode ser obtida recursivamente como noinicio do artigo,

somando as identidades desde j = 1 até j = n,
ficando o lado esquerdo igua a e o dreito igua a

o queda —
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Resumo

O artigo expBe um principio de natureza heuristica damado o "principio do
extremo", que permite resolver problemas mateméticos de nivel olimpico de
maneira simples.

1.- Introducéo.

Muitos mateméticos profissionais desgjam contribuir para tornar a Matemética
mais atrativa as estudantes com talento. Uma forma de seguir este objetivo € aiar
problemas que requeiram uma grande dose de sentido comum, imaginagd, e
muitas vezes, uma estratégia especifica de resolucdo de problemas. Este atigo
introdwz uma dessas estratégias, 0 "principio doelemento extremo”. Ainda que este
nome ndo sga amplamente usado, este principio pade |he gudar a resolver
problemas matematicos que goarecem freglientemente am oli mpiadas. O materia é
baseado na experiéncia pesa ganha ab trabalhar com estudantes com talento em
matemdtica e na minha participa¢ggo como organizador de vérias competicoes
olimpicas.

2.- A idéia do principio.

Considere uma fileira de estudantes ordenada em forma deaescente segundo a
altura. A maioriadeles tem dois vizinhos. Dois "elementos extremos', o mais alto e
0 mais baixo, tem somente um vizinho, poém estes dois elementos extremos
posauem outras propriedades muito Uteis. Por exemplo, quando contamos 0s
estudantes na fileira, a melhor maneira € comega com um destes elementos
extremos.

Em matemética, algumas vezes trabalhamos com conjuntos cujos eementos
parecem ser equivalentes e cujas propriedades conheddas s0 poucas. Uma
estratégia poderosisssma em tais casos é mnsiderar 0 elemento, ou 0s elementos,
gue de dguma forma sdo elementos extremos. Por exemplo, quando consideramos
um conjunto infinito de nUmeros naturais, o elemento extremo é seu elemento
menor. Para um conjunto finito de nimeros reds os elementos extremos €0 0
méximo e 0 minimo doconjunto.
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Em muitos casos 0 elemento extremo é drativo devido a que suas propriedades
adicionais nas permitem obter concluir sobre 0 mesmo elemento, ou sobre o do
conjunto como um todo. Por exemplo, em um tridngulo o lado maior se ope ao
angulo maior e vice-versa. Na continuagéo apresentamos mais exempl os.

Exemplo 1.Sgam . . . . , os angulos de um tridngulo. Como . é o angulo
maior, entdo j& que, caso contré&rio, teriamos e
, 0 g condadiz o fato de que Da mesma forma

podemos concluir que

Também ndo é dificil obter que, se € o menor angulo de um paligono convexo
com n lados (n > 3), entéo Para provar isto assuuma o contrério, e
use o resultado que estabelece que a soma dos angulos no poligono é igua a

Exemplo 2.Considere trés raios com origem comum num mesmo plano, formando
trés angulos talquea+b+c=2 .E fécl ver que e
.« .. . Expreses similares podem ser encontradas se, em lugar de trés raios
considerarmos n rai0s com um origem comum.

Exemplo 3. Os exemplos anteriores podem ser generalizados se @nsiderarmos
uma sucessio de ndmeros reais tais que

Entéo e

Estes exemplos 80 elementares, mas eles preparam o0 caminho ara resolver o
primeiro exemplo ndo trivial.

Exemplo 4. Seis portos em um plano sdo tais que quaisquer trés deles ndo séo
colineares. Prove que trés desses seis pontos formam um tridngulo que posui um

angulo internomaior ou igual a —.
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A

Solucdo: Denote 0s pontos por esga M seu fedho convexo. Podem
ocorrer dois casos:

. M possui seis vértices. Aplicando oresultado da segunda parte do exemplo
1, pra n = 6, vemos que o maior dos angulos de M satisfaz a

desigualdade Sedenatarmospor o vérticede , epor e

0s vértices adjacentes a , entdo o tridngulo tem a
propriedade requerida.

. M possui mencs de seis vértices. Neste @so existem trés vértices
de M, eumporto  dentro dotridngulo

Aplicando oresultado do exemplo 2 aos raios AA, AA, e AA, segue-se que o
maior dos angulos satisfaz a desigualdade Entdo o tridngulo
.« ~ . posi apropriedade requerida

3.- Aplicacfes Geométricas.

As aplicacBes nesta secdo estdo relacionadas com objetos geométricos. Em cada
caso 0 poblema éresolvido ao encontrar a maior ou a menor distancia, angulo ou
area

Problema 1- Em certo pais existem 100 cidades. As disténcias entre cada par de
cidades estdo especificadas, e todas $o diferentes.

Uma estrada necta duas cidades A e B se, e somente se, B é acidade mais
proximade A ou A é acidade mais préximade B.

. Prove que existem no méximo 5 estradas que saem de cala cidade.
. E possivel que dgumas das estradas formem um poligonad?

EUREKA! N°8, 2000
35



B Saiedade Brasileira de Matematica

Solucéo: Provemos a primeira parte. Considere uma ddade X e duas estradas XA e
XB que ligam X a A e aB, respectivamente.

Segue-se que AB é o maior lado dotridngulo . Isto é verdade, pois, se (por

exemplo) AX for o maior lado dotridngulo , entdo nem A é a édade mais

proxima para X, nem X é a ¢dade mais proxima para A e portanto a estrada X ndo

deveria eigtir. Portanto, o angulo € 0 maior angulo no tridngulo

Segue-se (exemplol) que . . . . . porque € escaleno.

Suponta que e&ista uma ddade X e que seis estradas v8o desde X até outras

cidades. Entdo a soma dos wis angulos em volta de X deveria ser maior que
, 0 que éimposdvel.

Mostremos a segunda parte. Para isto suponhamos que eistam estradas que

formam um padigono.

A estrada ABfoi construida por um dos seguintes motivos:

\

. B é acidade mais proxima de A, ou
. A é acidade mais proximade B.

Considere dnda sem perda de generalidade, que AB é o maior lado do poligono.
Entdo CA < AB e BD < AB. Portanto, B ndo € a cidade mais préximade Ae Ando é
a ddade mais préxima de B. Logo, a estrada AB ndo deveria existir. Segue-se que
tal paligono réo existe.

Problema 2- Os comprimentos das bisstrizes de um tridngulo ABC sdo menores
ouiguaisal. Prove que aareadotridngulo é menor ouigua a x/_
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Solucéo: Sgja o menor angulo dotridngulo, e sgja AD a sua bisstriz.
AB e AC ndo podem ser ambas maiores que Para demonstrar isso,
veja afigura
Suponfkamos que . Como , entéo

NE

Denotemos por e a dtura ea bisstriz do vértice C do tridngulo ABC,
respedivamente. Entdo, a &eadotridngulo &

7

Problema 3- Sgam portos num plano tais que a area de qualquer

tridngulo com trés desses pontos como Vvértices ndo sgja maior que 1. Prove que
todas os pontos estéo contidos num triéngulo, cuja &ea émenor ou igua a4.

Solucdo: Este problema tem o aspecto de ser muito dificil. A idéia para resolvé-lo
estd baseada no seguinte: se vocé tem um tridngulo de &ea 4, como pockria
reladon&lo com um tridngulo de &ea 1? Uma boa idéia é conectar os portos
médios dos lados do tridngulo de &ea 4. A &ea do tridngulo obtido é 1.
Radocinando inversamente, se temos um tridngulo de &ea 1 e se tragarmos
paraelas m, n, p aos lados AB, BC e CA (de modo qie C e ),
respedivamente, olkteremos um tridngulo de &ea4.
Agora ndo é dificil completar a solugén. Considere todos os tridngulos cujos
vértices sao trés quaisquer dos n pontos dados. Seja ABC o tridngulo de maior area
Trace & retas m, n, p como foi descrito anteriormente. Se o ponto A e 0 ponto X
onde X é um dos n portos dados estdo em diferentes lados de m, entdo
Os outros casos 80 analogos. Segue-se que nenhum dos portos
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dados esta fora do tridangulo MNP tridngulo formado pelas intersegcdes de m, n, p.
Como entdo otridngulo MNP contém os portos, € . .

4.- Aplicacgbes Algébricas.

Problema 4.- Em cada quadrado de um tabuleiro com infinitas fileiras e colunas,
se escreve um numero netural. O nimero escrito em cada quadrado é igua a meédia
dos numeros escritos em todos us quadrados vizinhos (Dois quadrados s8o
vizinhos ® des compartilham um lado em comum.) Prove que todos os nUmeros
escritos sdo iguais.

Solucdo: Aqui aplicaremos o famoso resultado sobre @njuntos ndo vazios de
numeros naturais, o qual estabeleceque sempre h4 um elemento minimo. Sgaf o
menor dos numeros naturais escritos no tabuleiro, e sgjam a, b, ¢, d os nUmeros
escritos nos quatro quedrados vizinhes de f. Ent&o

quer dizer . Como f € o elemento minimo, segue-se que
€ . . .. Seuma destas quatro desigualdades ndo é uma
igualdade, ent&o teriamos 0 gue éum absurdo. Portanto, se x

€ um ndmero escrito em uma caa da mesma oluna da casa na qual estd ecrito o
nuamero f, entdo x = f. O mesmo resultado é valido para & linhas. Logo, todos os
nUmeros escritos so iguais.

Problema 5- Em cada quadrado ce um tabuleiro de m fileiras por n colunas, se
escreve um nimero real. O ndmero em cada quadrado é igual a média dos nimeros
escritos em todos seus quadrados vizinhes. (Dois quadrados o vizinhos se des
compartilham um lado comum.) Prove que todos os nUmeros escritos sdo iguais.

A solucdo deste exercicio € um pouco diferente da do exercicio prévio.

Solucédo: H& duas coisas diferentes. Primeiro, alguns quadrados tem menos que
quatro quadrados vizinhos. O leitor pode adaptar facilmente a situacdo ao
raciocinio da solugcd do exemplo 4. Segundo, a eisténcia do nimero menor se
baseia en uma razdo dferente. cada conjunto finito de numeros possui um
elemento menor. Este € um asuunto importante. Se estamos tratando com
elementos extremos, devemos estar certos de que &istem, qualquer que sga a
razéo.
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Problema 6.- Prove que ndo existem inteiros positivos x, y, zet tais que

Solucdo: Algumas vezes ndo é facil imaginar como introduzir um elemento
extremo. Uma boa ideia nestes casos é asumir anegaca da propasicdo, e ver onde
Se pode encontrar uma cntradicéo.

Asdaimaque istem inteiros positivosx, y, zet tais que Ja
que .. ., édivisivel por 3, entdo x, y também sdo dvisiveis por 3 (Prove).
Portanto, x = 3mey = 3n, orde m, n sdo inteiros positivos. Depois de substituir 3m
por X e 3n por y na equagdo, e dividindo por 3, dotemos que

Pela mesma razéo que antes se anclui que z= 3p et =3q, once p, q sS40 inteiros
positivos. Logo, a equagdo origina € eyuivalente a

Portanto, obtivemos inteiros pasitivos m, n, p e g, que satisfazem a ejuacéo, e tais
que m< X, n<y p<zeq<t O agumento anterior pode ser usado
indefinidamente para obter suceses deaescentes de numeros inteiros positivos, o
gue éimposdvel. Logo, aidéia éconsiderar o menor elemento, em algum sentido.

Sgam x, y, z e t intelros positivos tais que e a soma

€ amenor entre todas as ©lugdes da equagd. Seguindo oraciocinio de

antes obteremos os nimeros m, n, p € g, que satisfazem a equacd®,comm<xen <
y. Portanto,

Esta éuma oontradicéo.

5.- Aplicacfes Variadas.

A pergunta "Como comeca a solucdo?' parece ser a principal pergunta nas
solugdes dos problemas deste artigo. Espera-se que, quanto maior a quantidade de
exemplos que o leitor vir, maior ser4 a experiencia ganha. Portanto exporemos
mai s exempl os que g udem a exemplificar o principio do extremo.

Problema 7.- Exigtiraumafuncdof: * — *;onde * éo conunto dosinteiros
positivos tais que se cumpra aseguinte igual dade para cada nimero netural n > 1:

Solucéo: A resposta éNAO. Para ver isto observe que entre os valores
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deve haver um elemento minimo, dgamos que sgjaf(ng), onde no > 1.
Observe que

Como

Portanto, o geimplicaque

0 que éimposdvel.

Problema 8- Cada quadrado de um tabuleiro de dimensBes 8 x 8 contém ou un 0
ou un 1. Para ada quadrado A que @mntém um 0, a soma dos nimeros na mesma
fileira de A e os nimeros na mesma mluna de A € maior ou igual a 8. Prove que a
soma de todos 0s nimeros no tabuleiro € maior ouigual a32.

Solugdo: Considere asoma dos nimeros em cada fileirae an cada @luna. Escolha
amenor destas omas. Suponha que tal soma wrresponda afileira L. Denote por k
0 nimero de nimeros 1 que aparecan em L. Podem ocorrer 0s seguintes casos:

. k = 4. Entdo cada fileira contém a0 menaos quatro numeros 1. Portanto, a
soma de todos 0s nimeros no tabuleiro €é maior ouigual a4 x 8 = 32.

. k < 4. Entdo existem 8 —k zeros em L. Cada mluna que auza L em um
quadrado com um O contém n&o menos que 8 —k urs. Portanto, a soma de
todos 0s nimeros no tabuleiro € maior ouigua a

Uma extensdo do principio doextremo é aseguinte regra: "ordene os elementos
segundo oseu tamanho(valor)". Estaregra éusada na solugdo doseguinte
problema.

Problema 9.- A somade 17 inteiros positivos distintos é igual a 1000.Prove que
podem ser escolhidos 8 destes inteiros de tal forma que a sua soma € maior ou
igual a500.
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Solucdo: Ordene os inteiros em uma fileira Considere o

ndmero que éa metade da fileira, e 0 valor médio da soma, parte inteira de
100017, que €58.Podem ocorrer 0s seguintes casos.

. = 58.Entéo a;0=> 59, ay; = 60,...,a,7 = 66. Portanto,
o+ a1 +...+a;72 59+ 60 +...+ 66 =500.

. ag < 58.Entdo ag < 57, ag < 56,...,a; < 49, Portanto,
at+a+..+ag<49+50+.+57=477.

Segue que ajp + a1 +...+ &7 = 1000 477> 500.

Problema 10.- Encontre todas as soluc¢des positivas do sistema

Solugdo: Sejam x ey 0 maior e 0 menor dos nimeros respectivamente.
Observe que temos que e Como x > 0 ey > 0 segue-se que
eque logo se conclui que

Portanto, segue-se que aunica solugdo dosistema édada por

6.- Exercicios.

Nesta secdo voce ancontrara alguns problemas que sdo resolvidos por meio do
principio do extremo, estandoclaro que pode haver outras lucbes que ndo usem
este principio. Mas pede-se a leitor que facatodo o esforco possivel para
resolver 0s sguintes exercicios usando wicamente o principio doextremo.

1. Os nUmeros positivos X, y e Zsdo tais que

Provequex=y=z

2. Seiscirculosiguais num mesmo plano paaiem um porto em comum. Prove
gue um dos circulos contém o centro de outro dos circulos.
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3. Oito portos sdo escolhidos dentro de um circulo deraio um. Prove que existem
dois pontos cuja distncia € menor que 1.

4. A somade varios nimeros reds ndo negativos € 3, e a soma de seus quadrados
€ estritamente maior que um. Prove que podem ser escolhidos trés destes ndmeros
cujasoma é atritamente maior que um.
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14

Reoordamos inicialmente uma propriedade da funcdo ¢ de Euler, provada em [2]
(Lema 2, pagina 52). Lembremos que, para n inteiro positivo,

Teorema 1 Paratodo retural n,

Prova: Considere @& n fragdes

e smplifique cada uma delas: obtemos assm, para cala dn, ¢(d) fracbes com
denominador d, dorde segue aidentidade do enurciado.

Mais formalmente, dado — ,sgamd =n/(n, a) ea = al/(n, a).

Claramente . . .. ..., e definimosassm uma fungéo de para a uniéo
disunta dos conjuntos , once d varia sobre os divisores de n. A inversa
desta funcéo leva B em ~ donct afuncdo é uma
bijecd

O processo de @nstruir g apartir de f como

€ bastante comum em teoria dos nimeros Um fato interessante sobre este tipo ce
construcdo € ligado a nogdo de fungbes multipli cativas. Dizemos que

€ multi pli cativa se A funcd ¢ de Euler, pa
exemplo, € multiplicativa (ver o corolério dapégina47 de[2]). Sef € umafuncéo
multi plicativa e € afatoragé primade n, entdo

* Adaptado do livro Primos de Mersenne (e outros primos muito grandes), dos mesmos
autores([1]).
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Além dis, vale aseguinte

Proposicéo: Se é multiplicaiva entdo , é
mullti plicativa.

Prova: Se

Note que eta proposicdo fornece uma nova prova do Teorema 1. pela
multiplicidade de , basta provar que se n é poténcia de

primo, mas € p € primo

Seria interessante poder inverter em geral identidades do tipo
para escrever f a partir de g. O teorema anterior nos mostra que se fazemosf = ¢
na eguac® acima temos g(n) = n; invertendo esta identidade teriamos uma
formula para ¢. Vamos mostrar como fazer estetipo ceinversdo.

Definimos a funcéo de Mobius po

Assm, p(1) = p(6) = u(10) = 1, p(2) = u(3) = p(S) = p(7) =— e pu(4) = u(8) =
1(9) = 0. Note que u € uma fun¢do multiplicativa.
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Lema: Paratodointeiro pasitivo n temos

Dem: Como u é multiplicativa, € multi plicativa.

Temosh(1) = 1e, para calap primo ek = 1inteiro,
donce, sen>1, 0

Teorema 2 (Férmuladeinversdo de Mobius) Se paratodon > 0 temos

Dem: Basta provar que

Mas, escrevendod” = n/d e m= n/d' temos

Coroléario: Paratodo retural n, D

Teorema 1.2: (Segunda férmula de inversdo de Mébius) Sgam f e g funcbes
reais com dominio (0, +c0) taisquef(t) = g(t) =0 paratodot< 1. Se

paratodox entdo, paratodox,
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Prova: Basta provar que

mas, tomandom = kr a Ultima soma éigual a

que pelo lema éigual af(x)

Apesar de ndo estar relacionada com o resto da hossa discussio, nBo podemos
deixar de mencionar a seguinte wnjectura.

Conjectura (Hipotese de Riemann): Se entéo

Esta € uma das formulagdes da famosa hipdtese de Riemann, um dos problemas
em aberto mais importantes da mateméatica
Podemos reenunciar esta mnjectura assim: sgja definida por

set<le

Entéo, paratodo

Defato, pdasegundaférmuladeinversdo de M6biustemos

[1] Carlos Gustavo T. de A. Moreira eNicolau Saldanha, Primos de Mersenne (e outros
primos muito grandes), 22°. Col6quio Brasilerio de MatematicalMPA, 1999

[2] Carlos Gustavo T. de A. Moreira, Divisibili dade, congruéncias e aitméticamddulo n,
Eurekal N°. 2, pp. 41-52.
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A partir deste nUmero da apresentaremos esta nova se¢ao

cujo obetivo é mntemplar os leitores que ndo tém facilidade de acesso a
problemas de competi¢cdes de outras nagdes com alguns exemplos de problemas,
de tais competicoes.

Nagdes distintas possuem culturas mateméticas distintas, patanto oletor

pode achar alguns problemas extremamente faceis e outros extremamente
dificeis. Tentaremos apresentar uma grande variedade de problemas
principalmente daqueles paises que @stumam ter um bom desempenho ra
Olimpiada Internadonal de Matematica. Divirtam-se emandem suas lucdes.

Antonio Luiz Santos

Seja . Determine 0 nimero de solucdes reais

digtintas da equacéo
Determine todos 0s nUmeros reais X tais que

Considere todos os pares ordenados de numeros
naturaistais que o produto , escrito na base 10, termina cm exatamente
98 zeros. Determine o par paraoqual o produo €0 menor possivel.

Em um tridngulo ABC, D é o ponto médio de AB e E € um
porto do lado BC tal que BE = 2EC. Sabendo que JADC = [IBAE determine
amedidado angulo [0BAC.

Sgja . , umasegiéncia de nimeros reais definida por e

para . Para quantos valores distintos de t teremos
. ?

Um ndmero de 10 algarismos é dito interessante se todos 0s ®us
algarismos o dstintos e ele é um mltiplo de . Quantos numeros
interessantes existem?

Existem nimeros de 5 algarismos M e N onde todaos os algarismos
de M sgjam pares, todos os agarismos de N sgjam impares, cada um dos
algarismos de 0 a 9 ocorrendo exatamente umavez entre M e N e tais que M
divide N?

EUREKA! N°8, 2000

47



Saiedade Brasileira de Matematica

8. O volume de um paralelepipedo é e asua area tota é
. Mostre que o paraelepipedo € um cubo.
9. Um tridngulo ABC paossui medidas dos lados expressas por

ndmeros inteiros, JA = 2[0B e OC > 90°. Determine o valor minimo do
perimetro deste triangulo.

10. Em um tridngulo ABC tem-se que OBAC = 40° e JABC = 60°.
Sejam D e E portos bre os lados AC e AB respedivamente tais que 1CBD
=40° e OBCE = 70°. Mostre que areta que contém AF € perpendicular a que
contém BC.

11. A base de uma pirdmide € um paigono convexo de 9 lados. Pinta-
se ada uma das diagonais da base e cada uma de suas arestas laterais de
preto oude branco (observe que os lados da base ndo estdo coloridos). Mostre
gue eistem trés sgmentos coloridos com a mesma r que formam um
trigngulo.

12. Trés numeros estdo em progressio aritmética se
Definamos a sequéncia .. da seguinte

maneira: . . ., e para cala , . . €0 menor inteiro positivo
tal que e ndo paossui trés elementos em
progressdo aritmética. Determine .

13. Umafungéof : -  satisfaz ascondigOes:
Mostre que e .

14. Determine todas as fungbes f : \., - satisfazendo

— — paratodox ™ \.., .

15. Doais circulos intersectam-se em dois pontos M e N. Um porto A
qualquer do grimeiro circulo, distinto de M e N, é unido aos pontos M e N de
modo qe & retas AM e AN intersectam novamente o segundo circulo nos
portos B e C. Mostre que a tangente ao primeiro circulo em A € pardela a
BC.

16. Mostre que 0 segmento que une o artocentro e o baricentro de um
tridngulo acuténgulo ABC é paraldlo a0 lado AB se, e somente se,
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.
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Mostre que 0 ndmero € omposto.
Resolva a guagso — —
I
Duas cordas AB e CD de um circulo intersectam-se no porto K.
O porto A divide o arco .. em duas partes iguais. Se AK = a, KB = b,

determine amedida da arda AD.

Mostre que existe uma seqiuéncia de inteiros positivos
e .., taque € um quadrado perfeito para todo
inteiro pasitivo n.
Determine o valor da expressio

supondo que —_—.

Inicialmente os nidmeros — — —— —— S30 escritos

em um quadro negro.

Em cada pas®, escolhemos dois destes nimeros, digamos a e b, e os
substituimos pelo nimero . Cortinuamos desta maneira até que
reste um Unico nimero no qudro regro. E possvel que este nimero sgja
20002 Justifique suaresposta.

A soma daos algarismos de um inteiro positivo  escrito no sistema
de numeragd decimal é igual a e asoma dos algarismos do nimero
€ 800. Determine asoma dos algarismos do nimero

Um circulo que passa pelos vértices A e B de um trigngulo ABC é
tangente ao lado BC, e o circulo gue passa pelos vértices B e C e étangente
ao lado AB interseda o primeiro circulo noporto K, K # B . Se O é o centro

docirculo circunscrito ao triangulo ABC, mostreque » w. =~ - — .

Determine 0 maior numero inteiro N que satisfaz as seguintes
condc¢oes :
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(& — posi seustrésagarismosiguais.
(b) — éigua asomade n nimeros naturais conseautivos a partir de 1.

A figura mostra um plano com ruas que
delimitam 12 quadras quadradas. Uma

27.

28.

29.

30.

31.

pessa P caminha de A até B e outra Q
caminhade B até A.
Ambas patem a0 mesmo tempo

seguindo caminhcs de cmprimento
minimo com a mesma velocidade

constante.
Em cada porto com duas possiveis

direcbes a tomar, ambas possiem a

mesma probabilidade.
Determine aprobabilidade de que P e
Q se quzem.

Prove ou dsprove aseguinte dirmativa:

Todo nimero racional paositivo pode ser escrito sob a forma once a,

b, c e d sdo inteiros positivos.

Seja | o incentro de um tridngulo ABC com AB # AC. As retas
supates dos segmentos Bl e Cl intersectam os lados AC e AB nos pontos D e
E respectivamente. Determine todos os angulos [IBAC para 0s quais a
igualdade DI = El pode ser satisfeita.

Determine todos os pares de inteiros positivos tais

que .
Determine todcs os pares de inteiros positivos tais que
As bisstrizes dos angulos A e OB do tridngulo ABC

intersedam os lados BC e CA nos pontos D e E respectivamente. Supondo
que , determine amedidado éngulo OC.
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36) Na figura @aixo o tridngulo DEF tem areade medida S. Sabendo-se que o
tridngulo DEF estd inscrito num tridngulo arbitrario ABC, mostre que &
medidas S (i =1, 2,3) das areas dos outros triangul os formados satisfazem a

desigualdade ——————— e que aigualdade ocorre se e sO se 0s

portos DEF sdo os pontos médios dos lados do tridngulo, ABC.

Provar que — éidénticoamostrar que — — —
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Sek a &eade ABC, temos entao:

. e
Facanos também:
— — e — e e/identemente teremos : :
; € conseguentemente: e
Sqa — — —
Portanto —_
ousga

como a soma de qual quer nimero positivo X com 0 seu inverso € sempre maior do
que 2 ou igua a 2, vaendo a igualdade se e s6 se x = 1 ( de fato,

— v T teremos: observe também
quesOtemos, . . quando quando. ... . eque
quando. . . ... . ;ousdga — 0 (e garante que 0s portos

D, E e F sdo médios dos lados correspondentes e mmo conseguéncia teremos o
minimo de
Concluséo: e aigualdade ocorre para os pontos médios.
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37) Circq! 0s s0 dispostos conforme ilustra o diagrama aaixo. Mostre
que au aedl a&@ado quedragdo Séigual amedidada deadotridngulo T.
i b
. ________
_b_____‘b a
a
S 5 c |b
a b
k a
Prove: S =S S=¢ e (Pitagoras)
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38) Os lados e diagonais de um paligono regular de n lados 8o coloridas em k
corestais que:

i) para calacor a e dois vértices A e B do pdigono, osegmento AB € mlorido
de a ouexiste um vértice C tal que AC e BC sdo coloridos de a.

ii) oslados de qualquer triangulo com vértices entre os vértices do poligono sdo
coloridos usandono maximo 2 cores.

Provequek 2.

Suponta que haja pelo menos 3 cores a, b e ¢. Vamos construir um subconjunto
infinito de vértices de X, o que éuma mntradicéo.

Fixemos um vértice Z [1 X. Existe um vértice A, tal que A; Z tem a @r a, e um
vértice B; tal que acor de B; A; ede B, Z é b. Existe um vértice C tal que as cores
de C, Z e C;B; sdo C. Considerando os triangulos C; A; Z e C; A, By, eusando a
condc¢do i), concluimos que acor de C,A; tem que ser C.

Vamos construir por inducdo vértices para cada inteiro pgasitivo n,
todos digtintos tais que, paratodoi < n, as cores de sd0
a, as cores de s30 b e & cores de
Supontamos contruidos para

Por i), existe tal que & coresde e sd0 a. Considerandoos
tridngulos e (e usando a condicéo ii), concluimos que a ©r
de tem que ser a, para @da ponto P criado anteriormente. Do mesmo
modo, existe tal que & cores de e sdo b. Considerando os
tridngulos e para cala porto P criado anteriormente,
concluimos que a cor de tem que ser b. Por fim, existe tal que as
cores de e s80 ¢, e, considerando s tridngulos e

para cala ponto P criado anteriormente, concluimos que acor de
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tem que ser c. E f&cil ver que os pontos criados $io todos distintos. Por
exemplo: como a @r de € a, temos e paratodok. Como a
cor de € a, , € Mo a @r de € a, para todo

39) Sgam x, y e z os angulos de um tridngulo de lados opostos a, b e ¢

respedivamente. Prove que

Suponta sem parda de generalidade que

Teremos por tanto logo

Temos entao

Somandoessas 3 desigual dades obtemos a desigual dade do enurciado.

40) a) Calcular a soma dos divisores positivos de um numero netural em termos
de suafatoracé prima.
b) Dizemos quen 1 é &undante se asoma de seus divisores é maior que
2n. Prove que se n € éundante entdo kn é dbundante paratodointeirok 1.
c) Prove que &iste ng tal quetodointeiron ng pode ser escrito como
soma de dois nimeros abundantes.
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a) Sga
Todo divisor dek édaforma com e redaprocamente.
Portanto a soma de todos os divisores &

(pois € ongtante para 0 somatério em a,).
(somadaP.G.)
(pois € onstante en relac®d as
variaveis ).
Procedendo de maneira andloga, agora para o termo , € &sim por diante
obtemos:

, que éo que gqueriamos.

b) Vamos analisar arazéo para

Temos que

Agora se multi plicarmos k por , duas coisas podem amntecer:
)] Para cala primo gue garece na fatoracdo de k e de , o fator
referente aele no produtério aumenta, pas,

e portanto,
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i) Para cala primo que sd aparece na fatoracdo de k, vemos que &
cdcularmos aparecera um novo fator de modo que
Em qualquer caso portanto, vale Em particular, k
abundhnte

C) Note que na letra b), vale adesigualdade estrita para todo
. Em particular, como

vemos que todo multiplo de 6, maior do qwe 6 é dundante. (pois

. Logo, se para um natural N, existe  aburdante tal que e
entéo pode ser escrito
como soma de dois numeros abundantes.

. Nos problema se resume entdo a descobrir 6 nimeros abundantes, dois
a dais distintos méduo 6: mas para isso € suficiente achar N abundante tal que

(pois nese cao e 2N é durdante pela letra b); e
analogamente, e sS40 todos abundantes

edistintosméduo 6).
Também seria suficiente achar algum T abundante tal que pais nesse
caso, 5T é angruente al mod 6e recaimos no caso anterior.

. Note ayora, que todonimero daforma
ou

Obs: todoprimo p > 3 é mngruente al ou -4 mod 6, pds do contrario teriamos:
épar ou émuiltiplo de 3.
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. O problema entdo fica sendo o de encontrar um nimero da forma
abundhnte.

Iso € posdvel mesmo se nos restringirmos apenas a numeros em que

Basta ver que nesse @so,

Em particular,

Logo, é dundnte.
(temos

Tomando portanto temos s80 aburdantes
distintos moéduo 6. Fazendo entdo vemos pelas observagbes
anteriores que tem-se que n pode ser escrito como soma de dois nimeros
abundantes!.

Prove que para qualquer conjunto de inteiros positivos A e para todo inteiro
positivo k existe um conjunto infinito de nimeros primos Stal que o produto de k
elementos distintos de S esta sempre an A ou 0 poduto de k elementos distintos
de Snuncapertence aA.

Considere 0 Conjunto P formado pa todacs 0s primos.

Para todo subconjunto de P com k elementos, pinte-o de aul se o produto destes
pertencer a A e de vermelho caso contrério. Pelo Teorema de Ramsey Infinito,
existe um subconjunto infinito de P tal que todcs os seus subconjuntos de k
elementos 0 da mesma @r, ou sga 0s produtos de seus elementos empre
pertencem ou nurca aA. Chamando-o de S acdamos o problema.
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O problema N°. 4 (Olimpiada Roménia 92) pullicado Na Eurekal N°. 6, pag 37,
deveriadizer: Sgamp, qO0 , q# 0. Se asraizes da equacéo tém

0 mesmo médu o, mostre que € um numero real.

O problema N°. 8 (Oli mpiada Hungria 1899) publicado Na Eurekal N°. 6, pég 38,
deveriadizer: dividem a drcunferéncia unitaria en cinco partes

iguais. Prove que
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41) Sea eb sdo nimeros reais positivos, entdo

42) Supontaque a, b e ¢ sdo as medidas dos |ados de um tridngulo ABC, com
semi-perimetro p e &reaS verifique que

e mais ainda: verifique que a igualdade aima ocorre genas < o tridngulo
for equilatero.

43) Prove que se p é um primo daforma 4k + 3, entdo 2p + 1 também € primo se
esomentese2p + 1 dvide 2° - 1.

44) O produto de dois inteiros positivos consealtivos pode ser igual ao produto
de doais inteiros positivos consecutivos pares?

45) Existe uma sequénciainfinita de:

a) NuUmerosreais

b) NUmerosinteiros
Tais que asoma de quaisquer dez termos conseautivos € positiva, enguanto
gue para todo n a soma dos primeiros 10n + 1 termos conseautivos é
negativa?

46)
i) Prove a aisténcia de dois conjuntos infinitos A e B, ndo necessariamente
diguntos, de inteiros ndo negativos tais que cala inteiro ndo negativo pade
ser representado de uma Unicaforma wmoa+b, comadAeb OB.

ii) Prove que em cada tal par (A, B), ou A ou B contém apenas multiplos de
aguminteirok > 1.
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14a19de aril de 2000
Montevidéu —Uruguai

¢

13 e maio de 2000
.

Primeira Fase — Sabado, 10de junho
SegundaFase — Sdbado, 02de setembro
Terceira Fase — Sabado, 21de outubro (niveis 1,2 e 3)
Domingo, 22 a outubro (nivel 3 - segundo da).

¢

13a25dejulho de 2000
Tagon, Coréiado Sul.

¢

16 a 24 de setembro de 2000
Caracas, Venezuela

7 de outubro de 2000
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