XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Primeira Fase

Solucg6es Nivel Universitario

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:
e -1-x eX-1+x xe* —e* +1
' f(x)=—— =, T f(-x) = = , I
a0 F emos )= D>~ @D od0
F0+ () =X 20 asim, [F000= [(F(9+ T (-x))c = 1 =1
X)+ T(—X) =———— =1. Assim, X)dx = X) + f (=x))dx =[1dx =1.
€ -Dx Jrooe=] |

Critério de corregdo:
1 1

* Escrever J’ f (x)dx :J'( f(X) + f(—X))dx ou equivalente: [2 pontos]
-1 0

e Provar que f(X)+ f(—X) =1 ou equivalente: [5 pontos]

* Solucdo Completa: [10 pontos]

As pontuacdes a seguir Nndo se somam com as anteriores.

 Encontrar corretamente uma primitiva: [8 pontos] (+2 pontos por concluir corretamente)

« Pequenos erros de conta em tentativas de encontrar uma primitiva (desde que o método
utilizado de fato leve a uma solucéo correta): — 2 pontos

 Tentativas infrutiferas de encontrar uma primitiva: [0 pontos]

SOLUGCAO E CRITERIO DO PROBLEMA 2:

O sdlido é a unido dos cubos unitérios [i, i +1) x [j, ] + 1) x [k, k + 1) para i, |, k inteiros ndo
negativos, i +] + k< N. Como cada cubinho tem volume 1, o volume do sdlido é igual ao nimero
detriplas (i, j, K) como acima. [3 pontos até aqui]

+
O ndmero detriplas (e portanto o volume) éigual a EN 33%: (N + 1)(N+ 2)(N + 3)/6.
O O

Isto pode ser demonstrado de vérias formas. Por exemplo, podemos pensar que temos uma fileira
de N + 3 quadrados e vamos escolher 3 posi¢des e botar um marcador em cada uma delas: | serd o
nimero de quadrados antes do primeiro marcador, j 0 nimero de quadrados entre o primeiro e o
segundo marcadores e k o nimero de quadrados entre 0 segundo e o terceiro marcadores.
Claramente, a cada configuragéo corresponde uma tripla e vice-versa. [+7 pontos]

Observagoes:
Se 0 aluno fizer o problema corretamente mas néo justificar a férmula para o nimero de triplas
entéo o aluno deve ganhar [9 pontos] (ou sgja, perde um ponto por néo justificar).

Se o aluno ignorar as partes inteiras e calcular o volume do tetraedro corretamente como N*/6 de
deve ganhar [1 ponto].
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Se 0 aluno observar que o solido esté contem o tetraedro acima e esta contido no tetraedro de
aresta N + 3 e concluir que N°/6 < VOLUME < (N +3)3/6 ento ele deve ganhar [2 pontos]
(ndo cumulativos com o ponto do caso anterior).

SOLUCAO E CRITERIO DO PROBLEMA 3:

Como f(x) > 0 para todo x O R, temos 0<

=f7(X), logo " é crescente em [0, 1] [2 pontos],

1+1(X)
o queimplicaquef’(x) > 1 parax> 0, ou sgaf também é crescente em [0,1] [2 pontos].
Assim, parax > 0, temos 0 < 1 =f7(x) =; <1, logo
1+ f(X) 1+ f(X)

‘!’Odt<‘!’f"(t)dt<‘!’1dt = 0<f'(X)-f(0)<x- 1<f(X)<x+1l [3 pontos] [

2

‘!’1dt< ‘!’f'(t)dt < ‘!’(t +1dt = x< f(x)<X? +X [3 pontos]. Em particular, f(1)<g.

2
Observacdo: Uma demonstragdo correta de que f(X)< X?+x, sem o estabeecimento da

desigual dade estrita, vale 7 pontos.

PRIMEIRA SOLUCAO E CRITERIO DO PROBLEMA 4:

Selar areta dada, ndo paralda as assintotas. Considere o plano euclidiano como subconjunto do
plano projetivo, da maneira usual. Seja P o ponto de r sobre a reta do infinito. O feixe de retas
paralelas a r corresponde ao feixe de retas do plano projetivo que passam por P. Para cada uma
das retas do feixe que corta a hipérbole em dois pontos A e B, 0 ponto médio M do segmento AB
corresponde ao conjugado harménico de P em relagdo a A e B [1 ponto]. Logo M pertence a reta
polar de P em relagdo a hipérbole [4 pontos]. Sga p essa reta polar. Como o pélo da reta do
infinito € o centro O da hipérbole, concluimos que p passa por O [2 pontos]. H4, portanto, dois
casos a considerar:

1) Seexiste umatangente a hipérbole paralela aretar, com ponto de tangéncia T (e portanto
existira uma outra tangente paralela ar no ponto T', ssimétrico de T em relagdo a O), o
lugar geométrico é areta OT menos o segmento TT.

2) Caso contrario, o lugar geométrico € uma reta completa passando por O, que pode ser
obtida tragando-se uma corda arbitréria paraldla a r (neste caso toda reta paralela corta a
hipérbole em dois pontos distintos, um em cada ramo da hipérbole) e unindo seu ponto
médio a O.

[3 pontos pela descrigcdo correta dos 2 casos].

SEGUNDA SOLUCAO E CRITERIO DO PROBLEMA 4:
Apds uma mudanca de coordenadas afins, podemos considerar que a hipérbole tem equacéo

xy = 1. Sendo m o coeficiente angular da reta r, queremos determinar o lugar geométrico dos
pontos médios das interseccles das retas de equagbesy = mx + t ('t 0 R) com a hipérbole. Sgjam
(X1, Y1) € (X2, Y2) €sses pontos de interseccdo. Entdo x; e %, S0 as raizes da equagdo
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X(Mx +1t) =1 = md +tx—1=0(1). Logo a abscissa do ponto médio é igual a —12, e sua
1,1 t
ordenadavale L Y2 =% X% _XFTX% 2
2 2xx, _ 2
m

. Logo o ponto médio pertence a reta de

equacéo y = —gx. Reciprocamente, um ponto dessa reta pertence ao lugar geométrico desde
que a equacdo (1) tenha duas raizes reais, ou sgja, quando t*> +4m>0. Assim, sem > 0, o lugar
geométrico é toda a reta de equacgéo Yy = —g X. Quando m < 0, desta reta devem ser retirados os

pontos para os quais —2v/m <t <2/m , ou sgja, para os quais —/m < x <v/m.

Critério de correcao:

As pontuagdes abaixo NAO devem ser somadas

* Simplificar a equagéo da hipérbole mediante uma mudanca de coordenadas (transformacéo):

[2 pontos]

* |solar aequagéo do lugar geométrico, identificando-o como uma reta: [7 pontos]

* Solugdo completa, com correta descrigdo dos casos em que deve ser excluido um segmento da

reay= —gx: [10 pontos].

SOLUCAO DO PROBLEMA 5:

Podemos tomar y; como solugdo particular e y, — y; e y3 — y; como soluces linearmente
independentes da equagcdo homogénea associada y"(t) +a(t) [y'(t) +b(t) ¥(t) =0. Assm a
solucéo geral da equagdo é

Yy=Ciy1+CY2+Cays

Gt +c=1

ou, equivalentemente,

2
y(t) = (ca+ G5t +2) O€ . [3 pontos]
2
Temos y(0) = ¢4 ey (0) = cs, donde as condicdes do enunciado nosdao Y = t? e . [+7 pontos]
ObservacGes:

Note que ndo € necess&rio (nem muito Util) calcular as fungdes a, b, ¢. O aluno que obtiver
corretamente a, b, ¢ mas ndo obtiver y deve ganhar [1 ponto].

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:
Sgax=[0,1]% Temos X = A OA OA OA, OA OA, onde

A={(xy.20X[x<ys 7, A ={(xy, 20X |xsz<},
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A ={(xy, 20X |ysx<sz A ={(xy,20UX|y<sz< X},

A ={(xy,90X|zsx<sy} e A ={(xy,20O0X |zsy<x.

Os conjuntos A, 1< k <6 tém todos volume 1/6.

Sejaagora Y ={(X;, X, X5) O X [min{| X, =%, |,[ X, = X5 .| X, = X5 [} > m} . Temos
Y=BUOB,0B, 0B, 0B, 0By,onde B, =Y n A 1<k<6.

Todos os conjuntos B, ,1< k <6 tém o mesmo volume. Vamos entéo calcular o volume do
conjunto B,. Como X tem volume 1, a probabilidade desgjada sera 6 Vol (B,) . [4 pontos]

Temos B, ={(X,¥,2) 0 X |y >x+m,z> y+m}. Claramente, se m=1/2, B, évazio, e
portanto a probabilidade desgjada € 0 paratodo m=1/2. [+1 ponto]

Suponha agora 0<m<1/2. Considee a transagdio f:B, - X dada por
f(x,y,2)=(x,y-mz-2m). Temos f(B)={(xy,20[01-2m]°|x<y<Z, e
portanto f(B,) tem o mesmo volume de {(X,y,z) O[01-2m]* |x<y<Z =g(A), onde g

é a homotetia dada por g(p)=1-2m)p. Assim, temos
vol (B,) =vol(f (B,)) =vol(g(A)) = (@1-2m)° Vol (A) =(1-2m)®/6, e logo, para
0< m<1/2, aprobabilidade desgjada éigual a 6 Vol (B,) = (1-2m)°. [+5 pontos]
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