XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Primeira Fase

Solugdes Nivel Universitario

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:

1

Seja P, a probabilidade pedida. Claramente P =1 p; = "

A probabilidade de que ele nunca tenha n pontos é 1— p,. Por outro lado, a tinica forma de
nunca ter n pontos € completar n — 1 pontos e depois tirar coroa. Assim:
pn—l
2
[5 pontos por chegar aqui]
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SOLUGAO DO PROBLEMA 2:
Seja m = mdc{k|ak * 0}.
2r
Claramente —— ¢ um periodo de f; afirmamos que este € o menor periodo. [5 pontos por

chegar aqui]

C a a - ix
Escreva f(x):Z[?ka +?kz kjazze
=1

2 2

Duas fungdes racionais so sdo iguais (ou iguais para nimeros complexos de moédulo 1) se seus

n (g wh aw? .
f(x+1?)=2( ek Zk],w:e”’
k=1

. . . . , , ko —
coeficientes forem iguais. Assim, se p ¢ um periodo, temos @, W' =a, para k=1,...,n. Em

P . y 1. . .
outras palavras ou @, =0 ou Z €., Equivalentemente, p deve ser um multiplo inteiro de
2

.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:
Seja A(a) a area da elipse 3x° +2)° < a.

N \/5 \/5 Aa) =5
Os semieixos da elipse sdo 23 donde \/g .

O solido do problema pode ser descrito como a unido disjunta de
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10

3x° +2y° <z,0<z<bh,b=

327 +2)° Sl—Szz,bSZSLS

donde
bz

NG

y= jo" A(z)dz + jf A(1-52%)dz = j dz+jf%(1 —-52")dz
T

oz (1 15, 31 245 7421
=—| —+—=-b—x=+=b" | =—F + —
Jel 2 5 3J5 3 J61300 15 100

SOLUGAO DO PROBLEMA 4:
Suponha a uma n-ésima poténcia mod 4a g
Escreva |a| =2%.3% .p7 ...
Vamos provar que o expoente €, ¢ multiplo de .
e 2e
Segue da hipotese que @ =b- p” & n-ésima poténcia modulo P~ * onde mdc(b, p) = 1.
Assim existem ¢, d com mdc(c, p) = 1,

n __nd ep 23]) . , L, . A .
c"p" =b-p?(modp~ ) donde nd = e,. Assim |a| ¢ uma n-ésima poténcia.
[6 pontos por chegar até aqui]

Falta provar que se n é par entdo a > 0.

Suponha por absurdo o contrario: » par, a < 0.

Escreva @ =—2""b , b impar, b > 0.

Assim a e — a sdo ambos n-ésimas poténcias modulo 2™ :

cn '2nd = _5 . 2nd (m0d22nd+2) cn = _l;(modznd+2)

~n ~ = ~n ~
c -2nd Eb'znd(m0d22nd+2) c Eb(modznd+2)
= —1 ¢ quadrado mddulo 4 = Absurdo!

— be —b sio quadrados modulo 4

SOLUGAO DO PROBLEMA 5:
Os autovalores sdo 7,n—2,n—4,...,—n+2,-n,ou seja, 2k —npara k =0,1,...,n.[2 pontos
pela resposta]

g . t
Vamos exibir os autovetores de M .
1 o -1
Interprete o vetor (ao,ap---,an ) e R" como o polinémio P = ayx"+ax""y+..+a,y".

0

P P
O polindmio correspondente a M ' (ay,....a,)é Y a + xa- Se expandirmos os polindmios

d p

ou ov

em U =X+Y e V=X—) este operador passa a ser U

0 0 n— n-
Mas [ua—vaj(ukv k)z(Zk—n)ukv L

Assim este ¢ o autovetor associado ao autovalor (2k — n).
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SOLUGAO DO PROBLEMA 6:

Expanda as fungoes y, e e 2sen(t)+1g(t) em series de poténcias:
y(t)=a,+at+ azt2 +...

¢ =b,+bi+bt’ +..

2sent +1gt =c, + it +c,t’ + ...

at+2a,t’ +..+nat" +...

.ty .
Temos lIM—— = lim > .
=0 y—1 0 gtta,t”+.tat+...

donde este limite é igual a Nse @y #0 ¢ a, =0 para 0 <m < N.[2 pontos por observar
isto]

Substituindo as séries de poténcias na EDO:

2a, +6a;t +...+ (n+1)(n+2)a, ,t" +..

n+2
+b,a, +(ba, +2bya, )t +...+(b,a, +2b, \a, +...+kb,,, ,a, +...+(n+1)ba
+3a,_t"+..=c,+ct+c,t’ +..+c,t" +.. donde

1

n+l

Y +3at+3at’ +..+

a,,=———————>c,—-ba —-2b _a,—..—(n+1)b,a, —3a,

+2 (n+1)(n+2)( 1 12 0“%n+1 1)

Segue facilmente que @, = a, =a; =0.

Se al :aZ :"':an+1 :O e Cn :Otemos an+2 :O e se al :aZ :"':an+l :O e

c, % 0 temos a, ., * 0. Devemos portanto procurar N tal que Cy # Oc C, = 0 para

1<m<]A\}.

£ P
T sent =t——+—+...
€mos 120
£28
tant=¢t+—+—+...
3 15

5

2sent +tant = 3t + 50 +...[2 pontos por expansio em série]

—~ -
Assim N =5 donde ltmol_ =7,
- y_]
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