XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
PRIMEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)

GABARITO
GABARITO NIVEL 3
1)E 6)C 1) E 16) D 21)E
2)B 7)B 12)C 17)E 22)C
3)E 8) D 13)D 18) A 23)B
4 E 9)D 14) A 19)C 24)E
5D 10) B 15)D 20) B 25)C

e Cada questdo da Primeira Fase vale 1 ponto. (Total de pontos no Nivel 3 =25 pontos).
e Aguarde a publicagdo da Nota de Corte de promogao a Segunda Fase no site: www.obm.org.br

1. Resposta

4(42) 424 _ 416-4 _ 412

— =4 =4 =4
44
2. Resposta
Qualquer divisor positivo de 2*-3° -5° deve ter a forma 2° -3” -5, coma, b e c inteiros, 0 < a <8,
0<h<5 e 0<c<3.Apenas 45=2°.3.5" ¢ dessa forma. Cada um dos outros nimeros possui
um fator primo diferente de 2, 3 e 5.

3. Resposta
Somar os niimeros de todas as faces visiveis € 0 mesmo que somar todos os nimeros dos dois dados
exceto os dois que estdo em faces coladas, entdo a soma serd 2(1+2+3+4)—a—b, onde a e b sdo

os numeros nas faces coladas. Essa soma ¢ igual a 20 —a - b, que pode assumir qualquer valor entre
12(@a=b=4)e 18 (a=b = 1), portanto nunca sera 19.

4. Resposta

Quando Ana andar 3/4 da escada, Beatriz tera andado 1/4 da mesma. Isso significa que Ana ¢ trés
vezes mais rapida para descer do que Beatriz para subir. Quando Ana andar mais 1/4 da escada e
terminar, Beatriz terd andado mais um ter¢o disso, que ¢ 1/12. Assim, Beatriz andou 4/12 da escada,
entdo ainda tera que subir 8/12 = 2/3 dela.

5. Resposta

Os tridngulos QSR e QTU sao semelhantes. Entdo, v _or o U _ x/2 S TU=—"—1.
SR 0S  x x4l 22

6. Resposta

1 1 1 1 y—X . .
Temos x-—=y-—< x-y=—-—< x-y=>—-, mas podemos cancelar a diferenca, que ¢
X y Xy Xy

diferente de zero, entdo 1= Sl < xy =-1.
X
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7. Resposta

Para um namero ser divisivel por 6, seu algarismo das unidades deve ser par e a soma de seus
algarismos deve ser divisivel por 3. Como a soma dos cinco niumeros ¢ 11, que deixa resto 2 ao ser
dividido por 3, concluimos que os dois nimeros que devem ficar de fora devem deixar resto 0 e
resto 2 na divisdo por 3, pois ha apenas um que deixa resto 1 na divisdo por 3. As possibilidades
para os dois algarismos excluidos sdo as seguintes:

0 e 2: sem algarismos pares ndo podemos formar um multiplo de 6.

0 e 5: podemos formar 132 e 312.

3 e 2: podemos formar 150 e 510.

3 e 5: podemos formar 120, 210 e 102 (012 tem apenas dois algarismos e ndo serve).

No total, temos 7 numeros.

8. Resposta

Seja d o mdc de todos esses numeros. A cada 5 niimeros impares consecutivos ha algum divisivel
por 5, e por serem mais de 3 ha também algum divisivel por 3. Assim sendo, sempre temos o fator
15 nesses numeros, entio d>15. Como d deve dividir o mdc dos nimeros 1.-3-5.-7-9 ¢
11-13-15-17-19, que € igual a 15, entdo d <15. Logo, d = 15.

9. Resposta
Prolongue QR até encontrar o segmento XS. Através da figura, podemos encontrar o valor do
angulo externo do poligono, que deve ser 360° dividido pelo nimero de lados #.

360° 40°
= o

3e+140° =180° < 3e =40° < n=27

n

10. Resposta

Se a afirmagao falsa fosse de Cernaldo ou de Dernaldo, significaria que Arnaldo e Bernaldo fizeram
afirmacdes verdadeiras. Mas se Bernaldo tivesse todas as cartas vermelhas, s6 haveria 3 numeros
disponiveis para Arnaldo pegar. Entdo, a afirmacao falsa s6 pode ser de Arnaldo ou de Bernaldo.

Se a afirmacado falsa foi de Arnaldo, Bernaldo deve ter as 5 cartas vermelhas, entdo sobram as 5
cartas verdes para Cernaldo. Mas assim ndo ha como Dernaldo possuir 3 cartas de um mesmo
nimero. A afirmagao falsa ndo pode ser de Arnaldo.

Se a afirmagao falsa foi de Bernaldo, entdo podemos montar a seguinte tabela de cartas e assinalar a
inicial de quem possui cada uma

1|23 |4]|5

Azul A|B|B|D|D
Amarelo | A| B | B | D |D
Verde A|C|C|B|D
Vermelho| A | C | C | C | A
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Assim, s6 Bernaldo pode ter feito a afirmacao falsa.

11. Resposta

Segundo a equagdo correta, quando y = 0, temos x = -3, e quando x = 0, temos y = 6, assim a reta
deveria passar pelos pontos (-3, 0) e (0, 6). Ao trocar os eixos de lugar, as coordenadas de cada
ponto sdo trocadas, entdo a reta que Esmeralda desenhou passa por (0, -3) e (6, 0).

12. Resposta
Vamos calcular os valores das alternativas na base decimal:

3/1=3 5/2=25 8/3 =2,66... 13/5=2,6 18/7=12,57...

Sabemos que 26> = 676 e 27° = 729. Vamos procurar o algarismo decimal depois da virgula x do
nimero 26,x que faca uma aproximag¢ao melhor da raiz de 700.

2 2
26+ | =676+52x+——
10 100

Vamos escolher x tal que 5,2x fique proximo de 23. Usamos, por exemplo, x = 4, assim ficamos
com a aproximagio 2642 = 696,96 < 2,642 = 69696 . Com essa aproximagdo de 7, que tem dois
digitos depois da virgula, ja é possivel concluir que 8/3 é o nimero mais proximo de /7 .

13. Resposta

o
A P C

Os triangulos BNM e BAC sao semelhantes pelo caso LAL, entdo os segmentos AC e NM sao
paralelos. Assim, os angulos NMP e MPC devem ser iguais, e como MPC ¢ igual a 90°, temos que
NMP também ¢ igual a 90°.

14. Resposta

Iremos representar os trés tridngulos com as letras da bussola: O, N, L. Para desenhar qualquer lado de um
triangulo, somos obrigados a desenhar todos os outros lados. A principio devemos escolher uma ordem para
desenhar os tridngulos. Podemos fazer isso de 6 maneiras que correspondem as permutacdes possiveis das
letras O, N e L. Podemos desenhar cada triangulo de duas maneiras a partir do ponto central, logo o total de
maneiras de desenharmos a figura¢ 6 - 2 - 2 - 2 =48,

XXXII Olimpiada Brasileira de Matematica - OBM
Gabarito - Nivel 3



15. Resposta

As faces destacadas, partilham um vértice com a face marcada com 1, portanto ndo podem ser
iguais a 1. Assim, observando o vértice P, ¥ = 1. Logo as casas marcadas com * sdo 2 e 5, em
alguma ordem, e, observando o vértice O, X = 1.
Por fim, no vértice R, W # 4,de modo que Z = 4.

16. Resposta

Como a>0 e b>0, entio 0<a’+a<b-b>=b3<bob?<1ob<1. Também temos
a<a’+a<b-b3<b=a<beassima<b<1.

17. Resposta

Se x2-y2 =220 o (x—y)x+y)=2%010 Cada fator é inteiro e deve ser uma poténcia de 2:

x-y=2% ¢ x+y=2" com a+b=2010 e a < b. Resolvendo o sistema, x=2°"1-23" ¢

y =2P1 423 assim precisamos ter também a condigdo a >1 para que as solugdes sejam inteiras.

Os possiveis pares (a, b) sao (1, 2009), (2, 2008), (3, 2007), ..., (1003, 1007) e (1004, 1006), e como
cada par (a, b) leva a um par (x, y) de forma Unica, temos no total 1004 solugdes.

18. Resposta
Quem deixar a barra de chocolate no formato a seguir obriga o outro a comer o amendoim:

P2

Se Elias pegar a coluna mais a esquerda, o chocolate vira um quadrado de lado 3:

&

A partir de agora, se Fabio pegar a coluna a esquerda, Elias pega a linha de baixo e ndo come o
amendoim. Se Fébio pegar as duas colunas da esquerda, Elias pega as duas linhas de baixo e ndo
come o amendoim. Um raciocinio analogo demonstra que Fabio também fica com o amendoim se
pegar as colunas de baixo.

Qualquer outra reparti¢ao inicial de Elias permite que Fabio deixe apenas o amendoim ou o
chocolate quadrado de lado 2, o que também obriga Elias a ficar com o amendoim. Assim, Elias
precisa comecar da coluna mais a esquerda.
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19. Resposta
. L1 CX 2 1
Seja M o ponto médio de BC como §=2, CX=§BC e BX=§BC, de modo que

XM =BM-Bx =2pc-Ltpo=lpc-Lpx
2 3 6 2
BZ BX XZ BX L BC 2
Assim, 2 =22 —2 de modo que ABXZ ~ ABMA = -2 =22 -3 _~
AZ XM MA BM 1 3
~BC
2
A
Z
¥
B X M S

.2 . . : .
Logo os lados de XYZ sdo iguais a 3 das medianas de ABC. Assim, XYZ e o triangulo cujos lados

~ \ . < s 2 ~ . .
sdo congruentes as medianas de ABC s3o semelhantes de razao Ee a razao entre suas areas ¢

o

20. Resposta

Seja s(A) a soma dos produtos dos elementos de cada subconjunto de A. Para cada escolha de um
produto x sem o fator 10 existe outro produto com o fator 10, que ¢ 10x, assim podemos dizer que
s({1;2;...;10}) = s({1;2;...;9}) + 10 - s({1;2;...;9}) = 11 - s({1;2;...;9}). De forma analoga, temos que
s({1;2;...;9}) = s({1;2;...;8}) + 9 - s({1;2;...;8}) = 10 - s({1;2;...;8}), e assim por diante.

Assim, s(A) =11 - s({1;2;...;9}) =11 - 10 - s({152;...;8})=...=11- 10 -...- 3 - s({1}) =11

21. Resposta
Observe as seguintes desigualdades:

201 2010
20102910 = 2201010052010 = 1024207,10052010 (103) .(103) =10%6%3
20102010 < 100002010 _ 108040

Podemos concluir que 6633 <logn < 8040 . Assim:

06633 06633

nlogn —40m* < 108040%  49310%% _400010™” _ 663310 < m10" _ (1ogn)"
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CA s 12 A2 22 42 112 4 A .
Agora, observe as seqiiéncias 17, 27, 3%, 4%, ... e 10", 107, 103, 107, ... . A segunda sequéncia possui
razdo 10 entre termos consecutivos, enquanto que na primeira a razdo ¢ no maximo 4, assim
podemos afirmar que 10N > N? para todo inteiro positivo N. Entdo:

(M) = (1.n)2.(n = 1))3.(n = 2))..((n=1).2\n.1) = n" > (logn)?"

Essas desigualdades se devem a (n+1-k)k > n para todo k tal que 1<k <n e

10" >m? < n>(logn)? < n" > (logn)?"

22. Resposta

Nenhum dos inteiros em questdo ¢ uma poténcia de um primo p pois caso contrario todos os outros inteiros
teriam o fator p em comum e isso ndo ¢ permitido. Logo d possui pelo menos dois fatores primos distintos.
Além disso, um dos numeros a, b, ¢, d € impar; caso contrario mdc (a, b, ¢, d) = 2. Assim, como 0 menor
ntmero impar com dois fatores primos distintos ¢ 15, d >15.Para d = 15, temos como exemplo a = 6, b
=10,i=12ed=15.

23. Resposta

2x+y+y

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos que >Y2xy? o

@ >3Y2xy? o Y2xy? <2 = xy? <4, com possibilidade de igualdade sex=1¢ y=2.

24. Resposta
O angulo RPQ ¢ agudo se, e somente se, P estd fora da circunferéncia com diametro RQ. A
probabilidade pedida ¢ a razdo entre a area da regido externa a circunferéncia (e interna ao

quadrado) e a area total do quadrado. Sendo 2r o valor do lado do quadrado, a probabilidade ¢
(2!’)2 —r?n/2 _q_T
(2r)? 8

25. Resposta
Observe que 21-22 -92 =84 —81=3, portanto s nos resta verificar se é possivel obter os inteiros 1

e 2. Se 21m? —n? =2, precisamos ter m e n com a mesma paridade. Se ambos forem pares, o
resultado sera divisivel por 4. Se ambos forem impares, o resultado também sera divisivel por 4,

pois 21(2a+1)? —(2b+1)? =84a® +84a—4b% —4b+20, portanto nunca poderd ser 2. Se
21m? —n? =1 3.7-m? =n? +1, teriamos que n?+1 ¢ miltiplo de 3, mas nenhum nimero dessa
forma ¢ multiplo de 3:

n=3k=n?+1=9k2 +1

n=3k+1=n?+1=9k> + 6k + 2

n=3k+2=n?+1=9k? +12k +5
Isso nos permite dizer que o menor valor positivo é 3.
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