378 OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
PRIMEIRA FASE - NIVEL 2 (8° e 9° anos do Ensino Fundamental)

GABARITO
GABARITO NIVEL 2
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3)B 8)C 13)D 18) C 23)C
4)E 9) A 14)E 19) B 24) C
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e Cada questao da Primeira Fase vale 1 ponto (Total de pontos = 25 pontos)
e Aguarde a publicagao da Nota de Corte de promogao a Segunda Fase no site da
OBM: www.obm.org.br
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1) (C) A ultima informacao diz que a ordem de chegada entre 0s trés carros que nao sao
da cor branca € M — A — V. Como o carro branco chegou antes do marrom, na ordem
anterior, ele deve ser inserido no inicio. Portanto a ordem corretaé B—-M - A -V

2) (B) O nosso século se iniciou no ano 2001 e terminara no ano 2100. Como a média
aritmética dos algarismos de 2100 ndo é 2, os nimeros procurados serdo da forma

20ab. Veja que 2+°:a+b =2 o a+ b = 6. Dado que a e b sdo algarismos, a principio,

0s possiveis valores do par (a,b) sédo (0,6),(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(51) e (6,0).
Como s6 nos interessam 0s anos posteriores a 2015, devemos descartar 0s primeiros
dois pares. Portanto existem cinco anos possiveis.

3) (B) O angulo interno de um dodecéagono regular é 18002-2) _ 150°. Considerando

o circuncirculo do dodecagono, podemos concluir que seu interior foi decomposto em
quatro trapézios congruentes e um quadrado. Se x é o angulo procurado, o angulo
interno ao vértice A possui medida 2x + 90° = 150° . Portanto, x = 30°.

4) (E) Como um intervalo de 7 dias consecutivos possui exatamente um domingo, o dia
das mées sempre deve ocorrer ap6s o dia 07 de maio. Como em algum ano o aniversario
de Marta também foi dia das méaes, a Unica opc¢ao possivel é a letra E.

5) (B) Inicialmente note que dadas quaisquer trés faces retangulares, sempre existem
duas delas com uma aresta em comum. Como consequéncia disso, para pintarmos as
faces retangulares, precisaremos de pelo menos trés cores, pois se usarmos apenas duas
existirdo pelo menos trés faces de uma mesma cor. Como as faces pentagonais néo
podem repetir as cores das faces retangulares, precisaremos de pelo menos mais uma
cor. Um exemplo de tal coloracdo é pintar ambas as faces pentagonais de cinza, e as
retangulares de branco, verde, azul, branco e verde, nessa ordem.

6) (C) Usando a diferenca de quadrados, a equagdo pode ser reescrita como [(x — a) —
b][(x —a) + b] = 0. Assim,oux —a—b =00ux —a+ b =0 e o conjunto solucao
é{a+ b,a— b}
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7) (A) Inicialmente calculemos, em relacdo ao percentual total de eleitores, como se
dividiram os votos daqueles que votaram em CC no primeiro turno. Como 40% X
20% = 8%, segue que no segundo turno o partido AA recebeu um incremento oriundo
dos eleitores do partido CC de 8%, enquanto que o partido BB recebeu um incremento
de 20% — 8% = 12%. Com relacdo a mudanca de votos dos que haviam votado em
outros partidos ou anulado, temos 60% x 10% = 6% ainda ndo votando em AAe BB e
0s outros 10% — 6% = 4% mudando para AA ou BB. Assim, AA recebeu mais que
39% + 8% = 47%. Além disso, BB obteve menos que 100% — 47% — 6% = 47% .
Isso nos permite concluir que AA ganhou com mais de 47%.

8) (C) Calculando dos quadrados das quantidades de vogais e consoantes de cada item,
obtemos 0s numeros: 50,74,85,72 e 113, respectivamente. O Unico que coincide com o
namero expresso pela sentenca do item associado é o 85. Portanto, a resposta esta na
letra C.

9) (A) Como as retas AB e CD sdo paralelas, temos ACDG~AGAE e, consequentemente,
CG _ DG _ 1 G _ G _ 1

=—=-Dal——=—-=-e(CG =4.

GA GE 2 CG+GA 12 3

10) (E) Seja x o ano procurado. Para que 2015 e x coincidam, a diferenca entre a
quantidade de dias antes do primeiro dia de x e desde o primeiro dia de 2015 deve ser
um multiplo de 7 e x ndo pode ser bissexto. Dado que 365 deixa resto 1 na divisdo por
7, devemos analisar o resto da soma dos dias decorridos ap6s cada um dos anos a partir
de 2015:

Ano Resto da Soma | Ano Resto da Soma
2015 |1 2021 |2

2016 |3 2022 |3

2017 | 4 2023 |5

2018 |5 2024 |6

2019 |6 2025 |0

2020 |1 2026

Consequentemente, como 2026 ndo é bissexto, podemos concluir que ele é o ano
procurado.

11) (A) Seja x o nimero procurado. Entdo 2x = n? e 3x = m3. Como n? possui pelo
menos dois fatores 2, x é par. Consequentemente a fatoragdo em primos de m?3
deve conter pelo menos trés fatores 2 e isso obriga x a ser multiplo de 8. Usando
agora que m3 é multiplo de 3 e, portanto, deve possuir pelo menos trés fatores
de tal primo em sua fatoracdo, podemos concluir que x € maltiplo de 9. Assim, x
é multiplo de 72. Como tal numero satisfaz as duas condigdes do enunciado, ele
€ 0 menor valor interior positivo possivel para x.

12) (B) Como numeros escritos em quadrados vizinhos devem possuir paridades
distintas, pois a soma deles é impar, o tabuleiro pode ser sinalizado com dois simbolos
indicando nimeros com mesma paridade:
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Dentre os nimeros de 1 a 9, existem 5 impares e 4 pares. Portanto, 0s nimeros nas
casas B sdo impares e a soma méxima nas casas cinzas é 9+7+5+8=29. Para
garantirmos que 29 é possivel, basta exibirmos um exemplo, como feito abaixo.
Portanto a soma dos nimeros escritos nos quadrados brancos é 1+2+3+4+6=16.

112 |7
8 19 |4
316 |5

13) (D) Ap6s as ultimas transferéncias, Carlos deve ter pago ao todo R$32,00. Portanto,
o valor das entradas do cinema foi 32+8+14=54 e cada uma delas custou R$18,00.

14) (E) Seja x a quantidade méaxima de pegas. Como ela ndo quer pecas quadradas, cada
uma delas deve possuir pelo menos 2 metros quadrados de area. Dai 2x < 49 . Como X,
€ um numero inteiro, podemos concluir que x < 24. Para mostrar que esse € 0 maximo,
basta exibirmos um exemplo. Cubra uma lateral 1x7 do quadrado com uma peca 1x3 e
duas pecas 1x2. O restante de area que precisa receber pecas € um tabuleiro 6x7 que
pode ser coberto com 21 pecas 2x1, todas na mesma direcao.

15) (B) E possivel empilhar 51 cubinhos. Para isso, basta usar 26 cubos verdes
intercalados por 25 cubos das outras duas cores. Se fosse possivel empilhar 52
cubinhos, seriam usados pelo menos 52 — 10 — 15 = 27 cubos verdes. Entretanto,
como dois cubos verdes ndo podem estar em contato, precisariamos de pelo menos 26
cubos de outras cores separando-os. Como ndo existe tal quantidade de cubinhos
diferentes da cor verde, 0 maximo é 51.

16) (D) Sejam Q a intersecdo de AB e DE e R a intersecdo de AP e DE. Como o0s

- n ~ AB AB BP BC+CP
triangulos ABP e AQR sdo semelhantes, temos =—=—= . Como
AB+BQ AQ QR QD+DR

BC=QD =2, BQ =6, AB=4 e CP = x, segue que 52—x+ 3 =DR. A éarea branca
corresponde a metade da soma das areas dos quadrados, portanto, podemos escrever:

(4 +2x) + (52 +9) = [ABP] + [CPRD] = 8 + 18 = 26.

, s ~ 26
Resolvendo a ultima equacédo, encontramos x = =

17) (A) Sejam a e b, com a < b < 2015, os outros dois lados do triangulo ABC. Pela
desigualdade triangular, a + b > 2015 > b — a. Considere 0s seguintes casos:
1) Se b —a = 2014, dado que a =1, teriamos b > 2015 e isso seria um
absurdo.
i) Se b —a = 2013, dado que b < 2015, temos necessariamente que a = 1.
Entretanto, neste caso, a + b < 2015 e isso gera um novo absurdo.
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iii) Seb —a = 2012, dado que b < 2015, devemos tera = 1 ou a = 2. O item
anterior mostra que a primeira possibilidade ndo é possivel e nos resta
(a,b) = (2,2014)

Portanto, a + b > 2016 e b — a < 2012. Pela formula de Heron, o quadrado da area S
do triangulo é dado por

2_(a+b+2015)(2015+b—a)(2015+a—b)<a+b—2015)
h 2 2

4031
—¢ [2015% — (b — @)?] 2 ——[2015% — 2012’

31
16

A igualdade ocorre apenas quando b —a = 2012 ea + b = 2016, ou seja,
(a,b) = (2,2014).

18) (C) Considere o circuncirculo S do triangulo AMC. Como BC? = AB .BM, pela
reciproca da poténcia de ponto, S é tangente a reta BC. Consequentemente, MCB =
CAB = a. Analisando os angulos do triangulo MCB, podemos concluir que a + 8 =
180° —y .

19) (B) Sejam a4, a,, ..., a, 0S n naturais e b; = a; — 25. Devemos ter que

Ou seja, deve existir um inteiro entre dois multiplos de 0,65 e 0,75. Considere agora 0s
primeiros multiplos de ambos:

N n(0,65) n(0,75)

1 0,65 0,75
2 1,3 1,5
3 1,95 2,25
4 2,6 3

O primeiro n para o qual isso ocorre é n = 3. Um exemplo de tal conjunto de nimeros é
0 conjunto {25,26,26} .

20) (D) Como o divisor € maior que o resto, 0 niumero n deve ser um divisor do numero
2032 — 17 = 2015 = 5-13 - 31 maior que 17. Tais divisores possiveis sdo: 31, 5- 31,
31-13,5-13-31e5-13.

21) (D) Como os nimeros que indicam 0s meses sempre sdo menores que 24, qualquer
um deles serve para indicar as horas. Além disso, como o nimero que indica os dias é
sempre menor que 60, qualquer um deles serve para indicar os minutos. Assim, em todo
dia do ano existe um momento encucado reverso. Para que uma data admita um
momento encucado, basta que o numero que indica o dia seja menor que 24. Além
disso, existem momentos que podem ser simultaneamente encucados e encucados
reversos. 1sso ocorre quando tanto as horas e 0s minutos sdo iguais e menores ou iguais
a 12. Portanto, existem 365 momentos encucados reversos, 23 X 12 = 276 momentos
encucados e 12 momentos tanto encucados reversos quanto encucados. A resposta é
365 + 276 — 12 = 629.
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22) (E) Seja x o comprimento do segmento FA. Como FC é tangente ao semicirculo,
segue que FE = FA = x e CE = CB = 4. Consequentemente, DF =4 —xe FC =4 +
x. Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo DCF, obtemos

42 + (4 —x)? = (4 + x)?
Resolvendo a equag&o anterior, encontramos x = 1. Portanto, FC = 5.

23) (C) Seja x 0 numero escrito no quadrado central. Como cada perninha tem a mesma
soma, a soma de todos 0s numeros escritos com excecdo de x deve ser um multiplo de 4.
Ou seja, 1 + 2+...49 —x = 45 — x é um mdltiplo de 4. Apenas 1, 5 e 9 possuem 0
mesmo resto que 45 na divisdo por 4 e sdo, portanto, os Unicos candidatos a ocupar 0
quadrado central. Resta mostrar que para cada um deles existe uma distribuigéo
possivel.

Para x = 1, considere os pares (2,9), (3,8), (4,7) e (5,6). Para x = 5, considere os pares
(1,9), (2,8), (3,7) e (4,6). Para x = 9, considere os pares (1,8), (2,7), (3,6) e (4,5).

24) (C) Sejam Vv e 4v as velocidades de Jade e Esmeralda, respectivamente. Se t é o
tempo que Esmeralda gastou para chegar no Jardim Boténico e d é a distancia
percorrida nesse trajeto, temos que 4vt = d . Na volta de Esmeralda até metade do

. d t . ‘
caminho, ela percorreu 5= 4v. (E) e gastou t/2 minutos ap6s o descanso. Portanto,

Jade gastou t +t/2 + 5 minutos para percorrer d/2 = 2vt do caminho. Ou seja,
v(t+t/2+5) = 2vt e, consequentemente, t = 10. Finalmente, o tempo gasto por
Jade é 2(t + t/2 + 5) = 40 minutos.

25) (C) Como 2015 ndo € multiplo de 3, ndo é possivel termos trés parcelas iguais nas
somas de Esmeralda. Se aparecem dois nimeros repetidos, a soma seré da forma x +
2y. Como queremos x + 2y = 2015, x é necessariamente impar e, uma vez definido o

2015—x p . . ~ ;.
seu valor, teremos y = Além disso, como x e y devem possuir trés digitos,

temos 101 < x < 999. Como existem 450 impares nesse intervalo, existem 450
possiveis somas da forma desejada. Note que o valor maximo de x = 999 implica o
valor minimo de y = 508 e o0 valor minimo de x = 101 implica o valor maximo de
y = 957, entdo os 450 impares geram valores validos de y.
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