352 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA Esta prova também corresponde a prova da Primeira

Primeira Fase - Nivel 3 Fase da Olimpiada Regional nos Estados de:
Ensino Médio AL-BA-ES-MG-PA-PI-RS-SC
Sao Carlos/SP
15 de junho de 2013

A duragdo da prova é de 3 horas.

Cada problema vale 1 ponto.

Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.

Vocé pode solicitar papel para rascunho.

Entregue apenas afolha de respostas.

Ao participar o aluno se compromete a ndo divulgar o contetido das questdes até a publicagdo do gabarito no site da OBM.

1) Os algarismos desse ano, 2013 séo 0, 1, 2 e 3, obviamente ndo nessa ordem. Daqui a quantos
anos ocorrera o proximo ano cujos algarismos serdo 0, 1, 2 e 3 novamente?
A)?2 B)9 C) 18 D) 90 E) 1800

2) Se Joana comprar hoje um computador cujo preco é 2000 reais, ela conseguird um desconto de
5%. Se ela deixar para amanha, ird conseguir 0 mesmo desconto de 5%, mas o pre¢o do computador
ird aumentar 5%. Se ela esperar, 0 que acontecera?

A) Nada, pois pagard a mesma quantia.

B) Ela perdera 100 reais.

C) Ela ganhara 105 reais.

D) Ela perdera 95 reais.

E) Ela perdera 105 reais.

3) O Aluno D (usaremos este codinome para proteger a identidade do aluno) nao prestou aten¢éo na
aula e ndo aprendeu como verificar, sem realizar a divisdo, se um ndmero ¢ multiplo de 7 ou néo.
Por isso, D decidiu usar a regra do 3, ou seja, ele vai somar os digitos e verificar se o resultado é um
maltiplo de 7. Para quantos nimeros inteiros positivos menores que 100 esse método incorreto
indicard que um nimero é maltiplo de 7, sendo o nimero realmente multiplo de 7?

A) 0 B)1 C)2 D) 3 E) 4

4) Entre os numeros naturais de 1 até n, pelo menos 11 sdo divisiveis por 5 e no maximo 9 sdo
divisiveis por 6. No maximo, quantos desses nimeros sao divisiveis por 7?
A) 4 B)5 C)6 D) 7 E)8

5) Joana preenche completamente um quadriculado retangular escrevendo os nimeros de 1 a 2013,
sendo um numero para cada quadrado. Ela comega no canto superior esquerdo e preenche a
primeira coluna, depois preenche a segunda coluna, de cima para baixo e continua, da mesma
forma, preenchendo a terceira coluna, a quarta, etc., até chegar a Gltima coluna e terminar no canto
inferior direito. Se o nimero 50 estad na segunda coluna e o nimero 100 na quarta coluna, em qual
coluna estara escrito o nimero 1000?

A) 23 B) 31 C) 33 D) 39 E) 61
2
6) Sejam a,b reais positivos tais que aJ;Zb = %b. O valor de % é:
A) 4 B)3+v3 C)2+242 D)2+5 E)5
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7) Seja ABC um triangulo retangulo em A. Seja D o ponto médio de AC. Sabendo que BD =3DC
e que AC =2, a hipotenusa do triangulo é:

A) T B) 242 C)3 D) V10 E) 243

8) O triangulo aritmético de Fibonacci € formado pelos nimeros impares inteiros positivos a partir
do 1 dispostos em linhas com ordem crescente em cada linha e pulando para a linha seguinte. A
linha n possui exatamente n ndmeros. Veja as quatro primeiras linhas.
Linha 1: 1
Linha 2: 35
Linha 3: 79 11
Linha 4: 131517 19

Em qual linha aparecera o 2013?
A) 45 B) 46 C) 62 D) 63 E) 64

9) Dizemos que duas retas ou segmentos de retas sdo reversas guando ndo existe um plano que
contém ambas as retas ou segmentos de retas. De quantas maneiras podemos escolher trés arestas de
um cubo de modo que quaisquer duas dessas arestas sdo reversas?

A) 6 B)8 C) 12 D) 24 E) 36

10) Determine x +y, onde x e y séo reais, sabendo que x*+y*=9 e xy’ +x*y =6.
A)1l B)2 C)3 D)4 E)5

11) Considere cinco pontos no plano. Qual é a quantidade maxima de triangulos equilateros com
vértices em trés desses cinco pontos?
A) 2 B) 3 C)4 D)5 E) 6

12) Na figura abaixo o ponto O € o centro da circunferéncia que passa pelos pontos A, B, C, D e E.
Sabendo que o diametro AB e a corda CD sdo perpendiculares e que /BCE =35° o valor em graus
do angulo ~DAE é:

C

A) 35° B) 10° C) 20° D) 30° E) 55°
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13) Super Esmeralda e Jade Maravilha estdo jogando bilhar. Super Esmeralda da uma tacada em
uma bola com velocidade de 60 km/h, com um &ngulo de 30° com uma das tabelas. Jade Maravilha
deve acertar a bola de Super Esmeralda com outra bola. As duas bolas partem da tabela da mesa
simultaneamente, e estdo a uma distancia de 50 cm. Jade Maravilha pode escolher qualquer angulo
para dar a sua tacada.

Bola de Jade Maravilha a 30° Bola de Super Esmeralda

Qual é a velocidade minima com que Jade Maravilha pode dar sua tacada?
A)15km/h  B)30km/h  C)30v2 km/h D) 30v3 km/h E) 60 km/h

14) Seja S = {1, 2,3,4,5,6,7,8,9}. Considere uma funcéo f:S — S definida pela tabela a seguir

x | 1] 23] 4]5]6]7]8]09
Fo) [ 83|57 2961 4

Qual € o menor valor inteiro positivo de n para o qual f(f(...(f (x))) = x paratodo x € S?
A) 4 B)5 C)6 D12 o E)24

15) Uma poténcia perfeita é um nimero inteiro da forma a?, a e b inteiros, b > 1. Seja f(n) a
maior poténcia perfeita que ndo excede n. Por exemplo, f(7) =4, f(8) =8 e f(99) = 81.
Sorteando ao acaso um numero inteiro k com 1 < k < 100, qual a probabilidade de f (k) ser um
quadrado perfeito?

A) 64% B) 72% C) 81% D) 90% E) 96%

16) Na figura a seguir, AB; = B;B, = B,B3 = -+ = B,_1B,. Os pontos By, B3, Bs, ... pertencem a
uma reta e 0s pontos B, By, Bg, ... pertencem a outra reta. Todos os pontos By, B;, Bs, ..., By, séo0
distintos.

Sabendo que o angulo B; AB, mede 1°, qual é o maior valor possivel de n?
A) 6 B) 7 C) 10 D) 90 E) n pode ser arbitrariamente grande
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17) Num circo, a atracdo principal é a Corrida de Pulgas. Duas pulgas, P; e P,, perfeitamente
treinadas, saltam ao longo de uma linha reta, com velocidades constantes, partindo de um mesmo
ponto e no mesmo instante. Cada salto da pulga P, tem alcance m centimetros e cada salto da pulga
P, tem alcance n centimetros, com m < n, ambos inteiros. Porém a pulga P; é mais rapida que a
pulga P,, de modo que, independente da velocidade de P,, P, sempre pode alcanca-la ap6s alguns
saltos. Supondo que, ap6s a largada, as pulgas estardo juntas, pela primeira vez, ao final de 1 metro,
determine o nimero de pares (m, n) possiveis.

A) 12 B) 24 C) 36 D) 48 E) 100

18) De quantos modos podemos distribuir 10 bolas brancas e 8 bolas vermelhas em cinco caixas
iguais, de modo que em cada caixa haja pelo menos uma bola e que em cada caixa haja um nimero
diferente de bolas brancas?

A) 330 B) 348 C) 512 D) 676 E) 900

19) Qual dos seguintes nimeros é o mais préximo da quantidade de algarismos de 3“7
A) 100 B) 150 C) 200 D) 240 E) 300

20) Para quantos inteiros positivos k menores que 2013, existem inteiros a, b e c, ndo
necessariamente distintos, satisfazendo

a’+b+c=b*+c+a=c’+a+b=k?
A) 43 B) 44 C) 87 D) 88 E) 89

21) No trapézio ABCD, com AB paralelo a CD, o angulo BAD mede 82° e 0 angulo ABC mede 74°.
Suponha que exista um ponto P sobre o lado CD tal que AD + DP = PC + CB = AB. Quanto mede
0 angulo APB?

A) 76° B) 77° C) 78° D) 79° E) 80°

22) Quantos numeros de quatro algarismos distintos ndo tém 1 nas unidades, nem 2 nas dezenas,
nem 3 nas centenas e nem 4 nos milhares?

A) Menos de 1000

B) Mais de 1000 e menos de 2000

C) Mais de 2000 e menos de 3000

D) Mais de 3000 e menos de 4000

E) Mais de 4000

23) Se x e y sdointeiros positivos tais que x(x + 2 + 4+ 6 + --- + 4024) = 20137, qual é o valor
de y?
A)1l B) 2 C)3 D) 4 E)5

24) Um polindmio p(x) é par quando p(—x) = p(x), para todo x real. Qual é o nimero maximo de
solucdes reais da equagdo p(x) = k, sendo p um polinbmio par ndo constante com coeficientes ndo
negativos e k um real fixado?

A)0 B)1 C)2 D) 4 E) n,emque n € o grau de p(x)

25) Oito dos vértices de um dodecaedro regular de aresta 1 sdo vértices de um cubo. Qual é o
volume desse cubo?

p)E B) 5 o) e D)1+v5 E)2+45
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