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1) (E) Os seguintes exemplos mostram que qualquer uma das letras pode figurar na casa
cinza:

OB |O OB |O o/ B|O
O O O
O B|O O M O/ M| B

2) (A) Sendo x a posicao de Josias, x — 1 pessoas chegaram antes dele e 2016 — x
pessoas chegaram depois dele. Assim, x —1 = % = 4(x—1) = 2016 —x,0u

seja, x = 404.

3) (C) Sejam x e y as dimensdes do retangulo e n o lado do quadrado.

Como 2x + 2y = 58, temos x + ¥y = 29. Supondo x = v, as possiveis dimensdes do
retangulo sdo: (x,¥) = (1,28),(2,27),(3,26),...,(14,15).

Destes pares, apenas 0 (4,25) tem como produto de seus elementos um quadrado
perfeito, que é 0 4 - 25 = 100. Logo, o lado do quadrado é n = +/4- 25 = /100 = 10

38? Olimpiada Brasileira de Matematica — Primeira Fase — Gabarito — Nivel 3
www.obm.org.br



http://www.obm.org.br/

4) (B) Sendo AA,...Ay;s 0 poligono regular da base, tome o vértice no plano perpendicular a
base passando pela diagonal A A, de maneira que a projecdo do vértice sobre o plano seja
distinta do centro do poligono. Este plano é um plano de simetria do poligono e portanto temos

1008 pares de tridngulos congruentes e podemos assim escolher 1008 faces laterais que nédo
sejam congruentes dois a dois.

Por outro lado, se ha menos de 1008 faces laterais ndo congruentes duas a duas, temos no
méaximo 1007 classes de faces laterais congruentes. Desta maneira, pelo principio da casa dos
pombos, existem trés faces laterais na mesma classe e assim o veértice equidista de trés vértices
do poligono. Desta maneira, a projecdo do veértice seria o circuncentro do tridngulo formado por
estes trés vértices, que coincide com o centro do poligono, absurdo, pois a piramide ndo é
regular.

5) (C) A primeira pessoa a responder ndo pode estar dizendo a verdade, pois assim parte
das pessoas que estdo atras dela também estdo falando a verdade ao dizerem que a
pessoa a sua frente € mentirosa. Como a primeira pessoa a responder mentiu, a segunda
pessoa falou a verdade. Assim a terceira pessoa mentiu e a quarta falou a verdade.
Repetindo essa analise, podemos conluir que as pessoas na fila se alternam entre
honestos e mentirosos. Logo, existem 2016,/2 = 1008 pessoas mentirosas na fila.

6) (E) Em um conjunto com n elementos, a quantidade de subconjuntos formados por
dois de seus elementos é ”':’i_ﬂ. Sejam x e y as quantidades de numeros pares e impares
na lista de Janaina, respec‘tivamente. Temos x +v =10 e, pela condicdo dada no
enunciado, x':i_ﬂ +"'":"’;_ﬂ = 4xy (=), pois a soma de dois nimeros com paridades

diferentes gera um nimero impar e a soma de dois numeros de mesma paridade gera um
namero par.

Substituindo ¥ = 10 — x na Ultima equag&o, concluimos que x* — 10x +9 = 0. Essa
equacdo possui duas solugbes: x =1 ou x=9. Como (x,¥)=(9,1) satisfaz a
condicdo (*), o valor maximo de x € 9.

7) (B) Inicialmente, dividindo igualmente as despesas, no total de 6000 reais, caberia a cada

BOO0 . ‘e n . -
um arcar com — reais. Como na ultima hora trés dos amigos desistiram, cada um dos que
X

.. G000 . .
foram viajar arcou com o reais, o que trouxe uma despesa extra de 100 reais para cada, ou
a—
seja,

6000 6000
T+1ﬂﬂ=m{=50{x—3}+x(x—3} =6lx =

=60x—180+x—3x=60xr =

¥2—3x—180 =10
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8) (D) O angulo interno de qualquer vértice de um poligono regular de n lados €
180 (n— 2)

" ,
Consequentemente, £ABL = 90° £ABI = 108° £ABC = 135° Dai, £CBI = 27°
e £LBEC = 360°-90°— 135° = 135° Como LE = BC = BI, os triangulos LBC e
CBI sdo isosceles de bases LC e Cl. Assim

180° — 135° 180°— 27"
x =£LCE +£BCI = > + 5 = 99°

9) (D) A sequéncia BB EBPBPPP possui oito pérolas e nenhuma sequéncia equivalente.
Considere uma sequéncia qualquer com 9 pérolas. Dividamos o problema em dois
casos:

1) Se ndo existam trés delas consecutivas com a mesma cor, entdo ou as pérolas estdo
distribuidas em cores alternadas ao longo do colar ou existem duas de mesma cor. Se
elas possuem cores alternadas, digamos EPEPEP..., qualquer trecho com 5 pérolas
consecutivas contera 2 sequéncias equivalentes. Se existem duas consecutivas de
mesma cor entre as 7 pérolas que ndo sdo extremos do colar, digamos EB, 0S seus
vizinhos devem ser ambos da cor oposta, ou seja, devemos encontrar a sequéncia
PBEBP. Como mencionado no enunciado, existem duas sequéncias equivalentes neste
trecho do colar. Caso as 7 pérolas que ndo sdo extremos tenham cores alternadas,
seguindo o caso anterior, qualquer trecho de 5 delas contera duas 2 sequéncias
equivalentes.

2) Se existem trés pérolas consecutivas de mesma cor, digamos EE B, e se uma das duas
continuagbes em seus extremos ndo for da cor oposta, teremos imediatamente duas
sequéncias equivalentes. Supondo agora que suas continuagdes sdo da cor oposta, se
elas ndo estiverem em um dos extremos do colar, aparecera o trecho PBEEP que
contém duas sequéncias equivalentes. Caso BB E esteja em um dos extremos, digamos
no esquerdo; e ndo existam trés letras consecutivas de mesma cor fora dos extremos,
entdo as suas possiveis continuacdes sdo:

BEBPPE BEBEPER,BEEPEF
Nas duas primeiras continuacdes anteriores, temos 3 sequéncias equivalentes. Para ndo
formarmos duas sequéncias equivalentes a Gnica continuagdo possivel é:

BEBFEPFF

Agora, qualquer acréscimo de nova pérola no extremo direito, gera duas sequéncias
equivalentes.

Ou seja, qualquer sequéncia com 9 pérolas possuira duas sequéncias equivalentes.
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10) (A)

Sejam | a intersecdo de AD e BF e O o centro da circunferéncia. Como FA = AB e
AY = AX, segue que os arcos FX e BX sdo iguais, ou seja, FE || XY. Assim, os
triangulos R54 e X¥ A sdo semelhantes e

SR SR Al 1- (senzABI) 1

2 XY A0 1 2

pois #ABI = 30 e AB = A0 = 0B. Logo, SR = 1.

11) (E)
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Temos que m(TAU)=90°, pois XAYD ¢ quadrado. Também temos que

m(TUA) = m(DY);m(AB) =15 e m(UBA) =m(AYD) =90, pois ABDY § inscritivel. Como

AB é lado do hexagono inscrito na circunferéncia de raio 1, temos que AB=1. Assim no
1

B sen15°
1 2

sen15°cos15° B sen 30°

tridngulo  retdngulo  UBA, AT

no triangulo retangulo TAU,

% =Cc0s15°=TU = =4, onde usamos que sen2x =2sen XcosX .

X |—38
12) (D) Reescreva a equagéo como {x} = LZJW .Como 0< {x} <1, devemos ter

0< szjolg’s <1¢>38<| x| <2054,

Como ij é inteiro, pode varia de 38 a 2053, em um total de 2016 nimeros. Para cada valor de

LXJ, temos um valor de x correspondente, o que nos d& um total de 2016 solucdes.

13) (A) Iniciaremos escolhendo as casas da primeira e da Gltima linha, o que pode ser feito de
(n—2)(n—3) maneiras, uma vez que 0s quatro cantos do tabuleiro sdo proibidos. Feito isto, as

n—2 casas restantes podem ser escolhidas de (n—2)! maneiras, pois podemos pensar nesta
escolha como uma permutacdo de n-2 elementos. Desta maneira, pelo principio
multiplicativo, h& (n—2)(n—3)(n—3)! maneiras de escolhermos as casas com as condi¢des
impostas.

14) (A) Como todos os algarismos sé@o nao nulos, podemos simplificar a igualdade,
cancelando os termos repetidos e obtendo: Z = S x I*. Como Z é um algarismo, temos
que S =1 ou 5= 2. No primeiro caso, I* = 4 ou I = 9. No segundo caso, a Unica
opcdo é I* = 1. Assim, as possibilidades so: (5.1} = (1,2), (1,3) ou (2,1). Dado que E
é diferente de | e S, temos 7 opcBes para a sua escolha.

Vejamos numa tabela quais os possivel produtos P =5 X E X I X 5 e de Z oriundos
destas escolhas.

S |1 E |P |Z |S |I E |P |Z |S |I E |P |Z
112 (3 |6 |4 |1 |3 |2 (6 |9 (2 |1 |3 |12]8
1 12 (4 |8 |4 |1 |3 |4 (12|19 (2 |1 |4 |16 |8
1 12 (5 |10|4 |1 |3 |5 [(15|9 |2 |1 |5 |20 |8
1 12 (6 [12|4 |1 |3 |6 [18|9 |2 |1 |6 |24 |8
1 12 (7 (144 (1 (3 |7 (209 |2 |1 |7 |28 |8
112 (8 (16 (4 (1 (3 |8 |24|9 |2 |1 |8 |32 |8
1 12 (9 (18(4 (1 (3 |9 (27|9 |2 |1 |9 |36 |8

Da tabela anterior, excluindo as combinagdes que fazem Z ser uma das letras ja
escolhidas, podemos concluir que existem 12 valores distintos para PF:
6,10,12,14,15,16,18,20,21, 24,28 e 36.
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15) (E) Temos que p; = , pois ha 2 casos favoraveis (resultados iguais a 5 ou 6) e 6 casos

oIN
Wl

possiveis.

Para calcular p,, temos que o nimero de casos possiveis é 62 =36. Para os casos favoraveis,

veja que devemos ter soma dos dados iguais a 10, 11 ou 12. Para termos soma 10, podemos ter

(6,4), (5,5) e suas permutacBes. Para soma 11, podemos ter (6,5) e suas permutacbes e para

soma 12, podemos ter (6,6). H& assim um total de 2 + 1 + 2 + 1 = 6 casos favoraveis. Logo
6 1

=% 6

Finalmente, para calcular p;, temos que o nimero de casos possiveis é 6° = 216. Para 0s casos

favoraveis, devemos ter soma dos dados iguais a 15, 16, 17 ou 18. Para soma 15, podemos ter

(6,6,3), (6,5,4), (5,5,5) e suas permutacdes; para soma 16, podemos ter (6,6,4), (6,5,5) e suas

permutagdes; para soma 17, podemos ter (6,6,5) e suas permutacdes e para soma 18, podemos

ter (6,6,6). H& assim um total de 3+6+1+3+3+3+1=20 casos favoraveis. Logo
20 5

=——=—" Desta maneira, temos que p; < p, < p,.
3 216 54 queé ps <P <Py

16) (B) Divida a tela do videogame, usando as mediatrizes dos seus lados, em quatro
retdngulos iguais denotados por A, B, C e D. Considere ainda o retdngulo sombreado R
formados pelos centros destes quatro retangulos.

Vv

A distancia de videogame sempre € menor ou igual a distancia euclidiana usual na tela e
a troca de posicdo de 2 desses 4 retdngulos com um lado em comum ndo muda a
distancia de videogame entre dois pontos quaisquer inseridos neles, apesar de
eventualmente mudar a distancia euclidiana na tela. Veja a figura anterior.
Consequentemente, dados quaisquer dois pontos da tela, apds algumas trocas de
posicdes de retangulos, podemos supor que existem dois pontos no retdngulo R cuja
distancia euclidiana é igual a distancia de videogame entre eles. Como a maior distancia

em R é sua diagonal, que mede —— = 2,5, podemos concluir que nenhuma distancia

de videogame entre dois pontos é maior que 2,5. Além disso, veja que a distancia de
videogame entre o centro da tela e qualquer um dos cantos € 2,5.
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17) (D) O sistema pode ser reescrito como abc=b? +c2 =c? +a? =a? +b?, com a,b,c nio
nulos.

Desta maneira, obtemos que a’=b%=c?. Logo ha dois nimeros iguais e suporemos a=b
(depois basta permutar para obter as outras soluges).

Se a=b=c,temos que a=b=c=2 e obtemos a solugdo (2,2,2).

Se a=b=-c, temos que a=b=-2 e c=2, 0 que nos da a solugéo (—2,—2,2). Permutando
esta tripla, obtemos também as solugdes (-2,2,—2) e (2,—2,—2), o que nos da um total de 4
solucoes.

18) (E) Note que um més possui 4 ou 5 sabados e que 365 =7 - 52 + 1. Entdo, um ano
possui 52 semanas completas e 1 ou 2 dias extras, dependendo dele ser ou ndo bissexto.
Desse modo, um ano tera 52 ou 53 sabados e, chamando de x o nimero de meses com
5 sébados, podemos analisar as equacdes:

Gx4+4(12—x)=52e x4+ 48=52 S x=4;

5x+4(12—x) =53 x+48=53ex=5.

Entdo, um ano é sabadoso quando possui 53 sabados e isso acontece quando 1 de
janeiro € sabado ou quando 2 de janeiro é sabado e 0 ano € bissexto, como acontece com
2016. Quando um ano ¢ bissexto, o dia 1 de janeiro “avanca dois dias na semana” em
relagdo ao ano anterior e, quando o ano ndo ¢ bissexto, “ele avanga apenas um dia na
semana” também em relacdo ao ano anterior. Desse modo, podemos montar a tabela a
seguir com os dias 1 de janeiro dos préximos anos.

Ano 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

1 de jan sexta | domingo | segunda | terca quarta sexta sébado

Portanto, o proximo ano sabadoso sera 2022,

19) (D) O conjunto {1,2,3,5, 29,869} tem a propriedade do enunciado. Provaremos agora que
X ndo pode ter 7 elementos, o que mostrara que a quantidade maxima de elementos é 6.

Suponha por absurdo que X possui 7 elementos, digamos X :{al,az,a3,a4,a5,a6,a7}, com
a<aj,sei<j.

Afirmamos agora que mdc(ai,aj)zl se i=].Defato,se pla e pla;j, supondo sem perdas
i<],temosque & |a;+1.Logo p|a;+1e p|a;,oquenosdaque p=1,como queriamos.

Como a;+1 € mdltiplo de a&,a,,a5,84,85,85, Segue que a;+1 € multiplo do produto
&a,338,48585 . COmo 0s nimeros a;,a,,a5,3,,85,85 S40 primos entre si dois a dois, temos que
qaa38,8585 >1-2-3-5-7-11=2310. Logo a; >2309, o que é absurdo, pois a; <2016.
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20) (B) Considere um numero de até quatro digitos, denotado por abcd, e veja que a
diferenca entre ele a soma dos seus digitos é:

abcd — (a+ b+ c+ d) =999a+ 99b + 9c.

Se a = 1, o resultado passa de 1000. Além disso, se um nUmero possuir 5 ou mais
digitos, uma diferenca semelhante & mencionada anteriormente, também sera maior que
1000. Se @ = 0, temos 10 opgdes para o &, 10 opcles para o ¢ e devemos subtrair a
opcao em que ambos s&o zero, pois sO nos interessa resultados maiores que 1 e menores
que 1000. Entdo, nesse caso, temos 10-10 —1 = 99 numeros sagazes. Se a = 1,
entdo a diferenca serda menor que 1000 apenas para b= ¢ = 0 e isto nos produz o
namero sagaz 999. Note que ndo h& nimeros contados com repeticéo, pois para digitos
a,b,c,x,y,z a igualdade 999a+ 99b+ 9c =999x 4+ 99y + 9z ¢é equivalente a
999(a—x)+99(b—y)+9(c—z)=0 e isto implica a=x, b=y e c=z.
Concluimos entdo que existem 99+ 1 =100 ndmeros sagazes maiores que 1 e
menores que 1000,

21) (D) A soma total das quantidades de pedras é 1+ 2+ 3+...+9 + 11 = 56. Para
que as pilhas possuam uma mesma quantidade k de pedras este inteiro deve ser um
divisor de 56. Alem disso, como alguma das pilhas no final do processo contera a pilha
com 11 pedras, cada uma deve ter 11 ou mais pedras. Analisando os divisores de 56,
temos apenas as possibilidades 14, 28 e 56 como possiveis valores de k. Veja que a cada
juncéo de pilhas, a quantidade total delas diminui em apenas uma unidade. Assim, para
que no final tenhamos apenas uma pilha com 56 pedras, serdo necessarios 9 usos da
operacdo. Para obtermos duas pilhas com 28, precisamos fazer 8 operacGes. Finalmente,
para obtermos 4 pilhas com 14, precisamos usar 6 operagdes. De fato, podemos executar
explicitamente essas 6 operacdes indicando-as pelo simbolo de + e agrupando as pilhas
correspondentes entre parénteses:
(11+3),(9+5).(8+6),(7+4+2+ 1)

22) (A) Como o lado do quadrado mede 6, temos DM = MC = CE = 3. Os
triangulos CEH e DEA sdo semelhantes. Dali,
CH CE 3 1

DA DE 9 3
Portanto, CH = 6/3=2 ¢ HE=CB—CH=4. A éarea do quadrilatero CHAM,
denotada por [CHAM], pode ser obtida através da equacéo:
3-6 2-6
[CHAM] = [ACM]+ [ACH] = T+ = 15.
Pelo Teorema de Pitagoras aplicado no triangulo ADE, temos
[AEFG] = AE*=AD*+DE?=117.
Logo,
[CHAM] 15
[AEFG] 117 39
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23) (C) Considere a funcdo f tal que se n=p,“...p,“ é a fatoracdo em primos de n, entdo
f(n)=cq +...+ ¢ +1; definatambém f (1)=1. Esta funcéo é tal que se m é mdltiplo de n,

com m>n, entéo f(m)>f(n). Para esta funcéo, temos que
f(2016)= f(2°-8°7)=5+2+1+1=9.

Provaremos agora por inducdo forte em n que se n possui t fatores primos (contando
repetices), entdo f(n)>t+1.

Como f toma valores nos inteiros positivos, temos que f(l)zl e como 2 é multiplo de 1,

segue que f(2)> f (1) e portanto f(2)>2, o que mostra os casos iniciais da indugéo.

Suponha agora que para todo k <n, a propriedade é valida. Se n é primo, f (n) > f (1) e entdo

f(n)zz, como queriamos. Se n ndao é primo, tome p um fator primo de n. Logo

f(n)> f[%J Se n tem t fatores primos, % possui t—1 fatores primos e por hipétese de
induc&o, f(ﬂjzt. Logo f(n)> f[ﬂjzt eentdo f(n)=t+1, como queriamos.
p p

Desta forma, mostramos que f (2016)>9 e ent&o o valor minimo buscado é de fato 9.

24) (C) Considerando 2006 numeros iguais a 1 e os outros 10 nimeros iguais a 2, temos que a

210

soma € igual a 2006+10-2=2026 e o0 produto ¢ igual a =1024 . Neste caso, a soma é

maior ou igual ao produto.

Provaremos agora que devemos ter pelo menos 2006 numeros iguais a 1. Para isso, suponha por
absurdo que ha k nameros iguais a 1, com k <2005.

Sejam X <Xy <...<Xyp16 0S NUMeros. Logo temos que K+ X g +...+ Xop16 = Xi41 - - - X2016 -

Usaremos agora que K+ Xq +-en+ Xop16 <K+ (2016 — K ) Xog16 e que

2015k
Xi41---Xo016 = 2 X016 -

Desta forma, segue que:

k +(2016 —k ) X016 > 225  x5016 =

Xao16 (22 +k ~2016) <k

Como k <2005, 2% 4k —2016 >0 e usando que Xy > 2, Segue que

22016-k | ok _ 4032 <k <
22016-k | | <4032

Para k<2004, 22016k >2'2_4006 e temos absurdo. Por outro lado, para k = 2005,
deveriamos ter 2! + 2005 = 4043 < 4032, o que também é absurdo.

Com isso, segue que pelo menos 2006 dos nimeros sdo iguais a 1.

10
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25) (E)

O/ V1200

o

ml C

Sendo O o circuncentro do triangulo ABD, segue que m(BOD) = 120° e entfo o quadrilatero
BCDO é inscritivel. Temos que m(COD) =m(CBD) =90" e m(OCD) = m(OBD) =30’ .

B3

Desta forma, no triangulo retdngulo DOC, a razéo pedida é igual a % =c0s30°=—.

11
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