XXXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Primeira Fase - Nivel Universitario

(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1

a) Determine o maior valor possivel de ‘sen2 (x)- sen(2x)‘ para x€ R.
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b) Prove que para todo inteiro positivo k, se x= com reZ, entdo

ﬁ sen (Zj x)
=0

k

= ‘sen(x) . sen(Zx)-...-sen(Zk_lx)‘ < (\/5/2)

PROBLEMA 2
Considere a fungdo dada por f (x) = (ex - l)l/x , definida para x > 0.
a) Mostre que f (x) ¢ estritamente crescente.
b) Seja V(y) definida por V (y) =X se e somente se [ (x) =1y. Dados O<a<b<c,

nimeros reais, considere a equagdo a' +b" =c¢”*. Escreva x em funcdo de a, b e ¢
usando funcdes elementares e a fungdo V.

PROBLEMA 3
Sejam f(x) e g(x)e R[x] ndo constantes e /m, n inteiros positivos. Mostre que y" — f (x)

nf/m

divide y" — g (x) em R[x, y] se, e somente se, m dividene g (x) =f (x)

PROBLEMA 4

Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias dadas por x, =2,y, =2012, x,,, =2"¢ y,., =(y,)!

n

para todo n 2 1. Determine o menor inteiro positivo & tal que x, > y,,,,.

PROBLEMA 5

. 2 1 2 1 2 0 ]
Sejam M, = | 2 ., M, = 0 2 M, = 0 2 . Para cada uma das matrizes M,

(i=1, 2, 3), determine quantas matrizes A, existem com Ai5 =M i

PROBLEMA 6

Considere a pardbola formada pelos pontos (x, xz),xe R e a sequéncia (xn) dada por

n=0

x, =n“, onde & >0 ¢ uma constante real. Considere a regifio formada pelos pontos que estdo a

direita do eixo vertical (x = 0) ,abaixo da pardbola e acima das retas tangentes a pardbola nos

pontos (xn , x,f ) ,n = 0. Para que valores de ¢ essa regido tem drea infinita?
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