Problema 1
Solucgao

(a) (3 pontos) Sendo f(x) = sen?(x)sen(2z), uma fungao 7-periédica, temos
que

f'(x) = 2sen(x) cos(x) - sen(2x) + sen?(x) - 2 cos(2zx)
= 2sen(z) - (cos(z) sen(2x) + sen(x) cos(2x))
= 2sen(x) sen(3z)

e assim, f'(x) =0 <= x = nr/3, r € Z. Substituindo estes valores,
concluimos que |f(z)| é no maximo |f(7/3)| = |f(27/3)| = (v/3/2)3.

(b) (7 pontos) Pelo item anterior, temos as k desigualdades

(22)] < (V3/2)°

| sen?(z) sen(2z)| < 2
| sen?(2z) sen(4z)| < (V/3/2)

|sen?(28~1z) sen(2¥z)| < (V3/2)3

Note que como 2Fx = 277 - 2% /(28 — 1) = 2 + 277 temos sen(2¥z) = sen(z).
Assim, multiplicando as desigualdes acima obtemos

| sen®(z) sen®(2x) - - -sen®(2F1z)| < (vV/3/2)%F

e portanto
|sen(z) sen(2z) - - -sen(2¥1x)| < (v/3/2)*

Critério de Corregao:
(i) Calcular f'(z): 1 ponto.

(ii) Encontrar as raizes de f’(z) = 0 e o maximo de |f(z)|: +2 pontos.

)

)
(iii) Escrever as k desigualdades acima: +2 pontos.
(iv) Multiplicar as k desigualdades acima: +3 pontos.
)

(v) Perceber sen(2¥z) = sen(z) e concluir o problema: +2 pontos.



Problema 2

Solugao

(a)

(3 pontos) Note que f(x) > 0 para todo = > 0. Assim, seja

In(e* — 1)
x

9(x) = In(f(z)) =

Como In(z) é uma fungdo estritamente crescente, basta mostrar que g(z) é
estritamente crescente. Mas

In(e” —1) —e®In(e” — 1) + ze®
") —
g(.’L’)— :EZ(eIfl)

Como o denominador é claramente positivo para x > 0, basta mostrar que
o numerador N (z) é positivo. Mas, se e* —1 > 1

N(z)=In(e"*—1)+e"(z —In(e" —1)) >0

>0 >0

Por outro lado, se e — 1 < 1, entao

(7 pontos) Note que lim,_,o+ f (z) =0e

T —00 T —00 et

et — 1\ /"
limf(sv)lim6~< > =e-1°=¢
Como f é crescente, sua imagem é (0, ¢e), que serd o dominio de V (y).

Em a” 4+ b = ¢®, nao poderfamos ter x < 0. De fato, como 0 < a < b < ¢,
isto implicaria em a® > ¢*, e a® + b > ¢*. Entao = > 0.

G) =)

Sendo a = § e v = 7, o problema passa a ser

Agora divida tudo por b*

0475+1:'y"’0<i>04:('}/7571)1/9”@%)[:(eg”hwfl)l/z

Fazendo a mudanca de varidveis zlny = z (note que v > 1, entdo z > 0)
a= (e — 1)1n7/z & f(2) =al/

Como 0 <a<1lelny>0,temos 0 < /™7 < 1, ou seja, o'/ ™7 estd no
dominio de V. Assim, a unica solucao é

z = V(al/h”) @xln’sz(al/lnv) &
v (g>1/(lnc—1nb)
<= ( lbnc—lnb )



Critério de Corregao:

(i) Calcular f’ (z) (ou um andlogo relevante, como ¢’ (x) acima) corretamente:
1 ponto.

(ii) Completar o item (a): +2 pontos.

(iii) Dividir por * ou diminuir o nimero de constantes do problema de alguma
maneira andloga: +1 ponto.

(iv) Provar que z > 0: +1 ponto.
v) Chegar ao formato o = (7% — 1)"/*: +1 ponto
(v) Cheg v P

(vi) Chegar a f (z) = a'/™7 ou a uma equacio do tipo f (z) = h(a,b,c) onde
z é uma funcao de x com inversa elementar: +2 pontos

(vii) Provar que h(a,b,c) estd na imagem de f (isto é, no dominio de V'): +1
ponto.

(viii) Expressao final para 2: +1 ponto.
Problema 3

Solucao Escrevendon =gm+7r,com 0 <r <m,e

y" —g(@) =y (" = f(@)) + f(z)Ty" - g(z),

usando o fato de que y?™ — f(x)? é divisivel por y™ — f(x), concluimos que,
se y" — g(x) é divisivel por y™ — f(z), f(x)?.y" — g(x) também é. Como o
grau em y de f(z)%y" — g(x), que é r, é menor que m, que é o grau em y de
y™ — f(x), devemos ter f(z)%y" — g(z) identicamente nulo, ou seja, r = 0 e

g(z) = f(a)? = fla)"/™.
Critério de Corregao:
(i) Considerar a divisdo com resto de n por m: 1 ponto.
(ii) Observar que y9™ — f(x)? é divisivel por y™ — f(x) para todo ¢: +2 pontos.

(iii) Concluir corretamente a divisdo com resto de y™ — g(x) por y™ — f(z),
como polinémios em y: +3 pontos.

(iv) Completar a solugao: +4 pontos.
Problema 4

Solugdo Temos xy = 22 = 4,23 = 2* = 16 < 2012 (e logo segue facilmente
por inducio que x,12 < ¥y, para todo n > 1), x4 = 21 = 65536 > 22 - 2012,
donde x5 = 265536 > ((211)2012)2 > (20122012)2 > (2012!)? = y2. A partir daf
vamos provar por inducdo que z,y3 > y> > ¥, para todo n > 2. De fato,
Bara = 20040 > 0 = (20 > (2 = (g)? > (9o)? = e Assim, a
resposta ¢ 2015.



Critério de Corregao:

(i) Mostrar que que z, 2 < y, para todo n > 1, e logo a resposta é maior
que 2014: 2 pontos.

(ii) Conjecturar, com base em estimativas dos primeiros valores de x,, € yn,
que a reposta é 2015: +2 pontos.

(iii) Conjecturar uma desigualdade mais forte que z,t3 > y, (por exemplo
Tpiz > Y2 > yn, para n suficientemente grande), que seja correta e possa
ser provada diretamente por indugao: +3 pontos.

(iv) Completar a solugao: +3 pontos.
Problema 5

Solugao O enunciado nao especifica se as matrizes A; s@o reais ou complexas;
consideraremos os dois casos.
A matriz M; pode ser diagonalizada por

_ 3 0 1 -1
M1:X1D1X1 17 D, = (0 1)7 X1 = (1 1 )

Assim queremos encontrar By com B} = D; para fazermos A; = XlBle_1
(note que A; é real se e somente se B; é real).

Note que Bj deve ser diagonal. Assim existe uma tnica B; real e existem
25 tais matrizes complexas:

e B 2 ;
(C 0\/g 482) 9 CZ €xXp <§Z> ) €1,€2 S {07172a374}'

1 1L
— 2
M2—2(O 1)

tem um unico autovalor (A = 2) com multiplicidade geométrica um e multi-
plicidade algébrica dois. Assim A também deve ter um tnico autovalor com
multiplicidade geométrica um e multiplicidade algébrica dois.

No caso real temos uma tnica matriz As; no caso complexo temos cinco:

A matriz

1
A2:g@\5/§(é 110), e€0,1,2,3,4}.

Para a matriz M3 = 2I j no caso real existem infinitas matrizes As (e
portanto também infinitas no caso complexo). De fato, seja

_ [cos (2—”) —sin 2—”)
- (td) W)
Seja Z uma matriz inversivel qualquer. Tome

Ay = V2ZRZ7.

. . |4 . .
Uma conta verifica diretamente que A3 = Mj. Para ver que temos infinitas
matrizes distintas basta observar que se

1 0
Z_(O c)’ c>0

entao valores diferentes de ¢ obtem valores diferentes de Aze; e portanto de As.



Critério de Corregao:

A resolugdo correta do problema para uma das trés matrizes (seja no caso
real, no caso complexo ou nos dois) vale 3 pontos; para duas matrizes vale 6
pontos.

Uma solugdo correta e completa para o caso real (sem discutir o caso com-
plexo) ou para o caso complexo (sem contar matrizes reais) vale 9 pontos.

Problema 6

Solugao

Para cada n natural encontraremos a drea abaixo da parabola e acima das
retas tangentes a pardbola pelos pontos (z,,z2) e (n41,22,,) para depois
soma-las e concluir.
Passo 1. Equagdes da retas tangentes (+1 ponto) A derivada de f(z) = 22
é f'(x) = 2z, de modo que a equacdo da reta tangente & esta pardbola pelo
ponto (2, yn) (aqui denotamos y, = 22) é

7 =2x,.
T — I,

Passo 2. Intersecao das retas tangentes (+2 pontos) Seja t, a reta tangente &
pardbola pelo ponto (x,,y,). Suponha que t, e t,41 se encontram no ponto
(an,by). Devemos ter portanto

b, — b, —

n — Yn — 2, n — Yn+t1

e — = 27;n+17
Ap — Tp Ay — anrl

e resolvendo este sistema encontramos (lembre-se que y,, = 22)

n

Ty + Tntl

5 bn = TpTpi1.

an =
Passo 3. Calculo das parcelas da drea (+8 pontos) Agora calculamos a drea

abaixo da parabola e acima das retas tangentes & pardbola pelos pontos (z,,, ¥2)
2
€ (‘Tn-‘rl’ xn-{-l)'

I) A érea abaixo da parabola de z,, a x,1 é

(IT) A &rea abaixo da reta t,, de x,, & a, é (observe por exemplo que este é um
trapézio)

1 1
(II) = i(yn +bn)(an — xn) = Z(xi + T Tpy1) (Tnt1 — Tn).-
III) A &rea abaixo da reta t,41 de a, & x,11 é

1 1
(III) = §(bn + yn+1)(xn+1 - an) = Z(xnxn—&-l =+ xi+1)(xn+l - zn)



Portanto, nossa area buscada é

(xn-‘rl - $n)3

(1)~ (1) = (111) = 2

Passo 4. Conclusao (+4 pontos) No caso x, = n® a drea total buscada é
portanto

oo
(0 +1)" = n)?
S = .
> »
n=0
Pelo Teorema do Valor Médio sabemos que
(n + 1)a —n® = a(n*)afl

para algum n* € [n, n + 1], e temos portanto a soma

0o - 00 -
(a(n*)* 1) a3
=3 "7 NT T (pr)sle—l),
DLLA R S
n=0 n=0
Como n* € [n,n + 1] esta dltima soma diverge se e somente se 3(a — 1) > —1,
ou seja, se o > 2/3.



