XXXIII Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solugdes Nivel 2 - Segunda Fase — Parte A

CRITERIO DE CORREGAO: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 4 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo maxima para essa
parte sera 20. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que nio coincidirem com o
gabarito oficial, abaixo:

01 02 03 04 05
Problema

Resposta 3 17 ou 20 | 288 6 100

1. [Resposta: 3]

Utilizando o produto das raizes, obtemos:

ab=>b

a=1

pois b # 0. Utilizando a soma das raizes, obtemos:
a+b=-a

1+b=-1

a-b=3

2. [Resposta: 17 ou 20]

Todos os numeros terminados em 2, 4, 5 e 6 sdo compostos. Existem 4 x4 =16 tais nimeros.
Dos ntimeros terminados em 3, apenas 63 ¢ composto.

O enunciado apresenta uma ambiguidade. Outra interpretacdo seria considerar os
nimeros de dois algarismos constituidos por dois niimeros distintos do conjunto
{2,3,4,5,6}. Nesse caso, a resposta correta € 5 » 4 = 2().

Ambeas as respostas devem ser consideradas corretas.

3. [Resposta: 288]
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Da semelhanca dos tridngulos AAED e AEAD obtermos:
360 y 3

- =yV=—-x

480 x -
Pelo Teorema de Pitagoras no triangulo AAED, temos:
x* + y* = 360°
24 2 22 = (360)
x“t+—x°= -
e (360)
x = 288

4. [Resposta: 6]
Um ntmero de dois digitos (ab) elevado a quarta poténcia possui a seguinte forma:

(10a + b)* = 10%a* + 4.10%a®*b + 6.10%a?b* + 4.10ab?® + b*

Assim, os ultimos dois digitos sdo determinados por 4.10ab®+ b* Qualquer nimero
impar diferente de 5 elevado a quarta poténcia termina em 1. Logo, temos quatro
possibilidades para b:

Se & = 1, para o numero 40a + 1 terminar em Oldevemos ter @ = 5.

Se b = 3, para o nimero 1080a + 81 terminar em Oldevemos tera =4 oua = 9.

Se b = 7, para o nimero 137 20a + 2401 terminar em 0ldevemos ter a = 5.

Se b = 9, para o nimero 29160a + 6561 terminar em Oldevemos tera =4 oua = 9.

5. [Resposta: 100]

Como BDC mede 30° e BAC é 60°, o ponto D esta no circulo de centro 4 e raio AB. Como o

triangulo ACD ¢ isdsceles com angulo da base igual a 70, temos C AD =40° ¢ BAD =100°
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Solugdes Nivel 2 - Segunda Fase - Parte B

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:
a) Uma possivel sequéncia de operagdes €:

2+43 _3+3 445 1941
t=—me6=9=20— 19

b) Perceba que se € possivel obtermos o nimero 1 também € possivel obtermos o numero n — 1
(m—1)+1

com a operagdo 1 =——==1 — 1 e consequentemente poderemos obter todos os inteiros

positivos menores que 1 — 1 repetindo essa operagdo. Entdo ¢ suficiente obtermos um inteiro

maior que 2011 comecando em 5. Uma possivel sequéncia de operacdes para isso seria:

243 442 444

B+E 32432 1022+2
=== 16—=0bd » 1024 » 2044,

CRITERIO DE CORREGAO:

a) Exibir uma sequéncia correta de operagdes que obtenha o nimero 19. [3 pontos].
b) Mostrar que € possivel obter nimeros maiores que 2011. [3 pontos].
Mostrar que ¢ possivel obter 1 — 1 a partir de 1. [3 pontos]

Concluir o problema. [1 pontos]

Pontuacio nio cumulativa:
b) Exibir uma sequéncia correta de operagdes que obtenha o numero 2011. [7 pontos]

SOLUGAO DO PROBLEMA 2:

Somando as trés equagdes obtemos: 2ab + 2bc + 2co = 484
Dai,

ah = 242 - c(a +b) = 72,

be = 242- a(b+c) = 90,

ca = 242- b(a +c) = 80.

Logo, (abc)? = 72.90.80 ¢ abc = 72C.

CRITERIO DE CORRECAO:

Obter a soma ab + be + ca. [3 pontos]
Calcular ab, be, ca. [3 pontos]

Calcular o valor (abc)2 . [4 pontos]
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SOLUGAO DO PROBLEMA 3:
Sejad = mdr{a, h). Podemos reescrever a equagio como:

Sr2p1=2
d d o

O lado esquerdo ¢ uma soma de nimeros inteiros logo, d divide 33. Agora temos que
mdec{a/d. b/d) = mdc(a/d. 33/d — 1) =mdec(b/d.33/d —1) = 1. Fixado d, ¢é
suficiente  encontrarmos os pares de inteiros positivos (x,¥) com
mdc(x,33/d — 1) =1 tais que x +y = 33/d— 1 pois dai obteremos também que
mde(y,33/d—1)=1 ¢ que (ab) = (dx,dy) ¢ solucdo. Vejamos entdo as
possibilidades para d:

Parad = 1lex +7y = 32, temos 16 solugdes pois basta escolhermos x impar.

Parad = 3ex +y = 10, temos 4 solugdes pois x ndo pode ser par nem multiplo de 5.
Parad = 1llex +y = 2 temos 1 solugdo apenas.

Nao podemos ter € = 33 pois @ e b sdo positivos.

Logo, existem 21 pares de solucdes.

CRITERIO DE CORRECAO:

Mostrar que mdc{a, b) divide 33. [2 pontos]

Dividir nos casos & = 1,d = 3, d = 11, [2 pontos]

Encontrar o numero de pares (@. &) quando & = 1. [2 pontos]
Encontrar o nimero de pares (a. b) quando d = 3. [2 pontos]
Encontrar o nimero de pares (a.5) quando d = 11. [2 pontos]

SOLUGAO DO PROBLEMA 4:

Temos as seguintes relagdes de areas:

[ADT] + [BYC] = §([Aﬂc] +[ABCD) = %([ABC‘D]} = 20.
Portanto a area do quadrilatero [ATCY] é igual a 40. Além disso,

[ATX]+ [vZC] = 2([ATY]+ [yTC]) = 2 ([ATCY]) = 20.
Consequentemente, [XTZY]= [ATC Y] —[ATX] -[¥ZC] = 20.
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Segunda Solugao:
Sejam P a interse¢do de AR e (" , o = PA,h = PN,y = AXey = DT. Temos:

2[ABCD]fsen APD = {a + 3x)(b+ 3y) - ab = 9xy + 3bx + 3ay
2[XYET)/sen APD = (a+2x)(b+ 2v) - (a+x)(b+v) = bx+ay + 3xv

Logo a area do quadrilatero [¥¥ZT7] é um terco da area do quadrilatero [AECD].

CRITERIO DE CORRECAO:

CRITERIO DE CORRECAO:
Primeira Solugao

Encontrar o valor da soma de areas [ADT] + [BCY]. [4 pontos]
Encontrar o valor da soma de areas [AXT] + [CYZ]. [4 pontos]
Concluir que [XTZ¥] = [ATCY] — [ATX] — [FZC] = 20. [2 pontos]

Segunda Solugao:

Calcular a area do quadrilatero [4BCD] em fun¢do dos segmentos x,y,b € a e de
sen A/ﬁ) [4 pontos]

Calcular a area do quadrilatero [XYZT] em fungdo dos segmentos x,y,b ¢ a e de
sen A/ﬁ) [4 pontos]

Concluir que a area do [XYZT] ¢ um terco da area do [ABCD]. |2 pontos]
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