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Segunda Fase — Nivel Universitario

PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1
Segja f :[0,]] ® [0,]] crescente, derivavel einversivel.
1 1

Se Of ()dx =¢)f “H(x)dx, prove que existem dois reais diferentesaeb, 0£ a<b £ 1, tais que
0

f '(;) = f'(b)=1.

Obs.: f ' denotaainversadafuncdo f .

PROBLEMA 2

SejaN ={0,1,2,3,...}. Dados conjuntos A,B1 N, paracadainteiro positivo n denote por
r(A, B, n) o nimero de soluges daequacdo a+b=n,al Abl B.

Prove que existe nOT Ntal quer(A, B, n+ 1)> r(A, B, n) paratodo n > n, se e somente se
N\A e N\B séofinitos.

PROBLEMA 3

Dados n,a,,a,,...,a, inteiros positivos, definimos g, =19, =&, e Q,,, =a.,0, +q,,, paa
1£kEn-1.

Prove que, dado ¢ > 1, existe K > 0 tal que, para todo M > K, existem n inteiro positivo e
a,a,,...,a, pertencentesa{1,2} taisque M £q, <c>XM .
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
SejaH o hiperboloide de equagdo 3x° +3y* - z°- 1=0.
i) Prove quetodo ponto (X, Y, Z)T H pertence a exatamente duas retas contidas em H.

ii) Prove gque todas as retas contidas em H formam o mesmo éngulo com o plano de equagcdo z=0, e
determine esse angulo.

PROBLEMA 5

Achetodas asfungdes f :Z ® Z que satisfazem:
i) f(f(n))=f(n+1), paratodo ni Z. )

ii) f(2009n+2008)=2009.f(n) paratodo nl Z.

PROBLEMA 6
Para n inteiro positivo sgja f(n) o nimero de produtos de inteiros maiores que 1 cujo resultado € no

maximo n, isto &, f(n) & o nimero de k-uplas (a,,a,,...,8,) ondek éagum natural, & 2 2 éinteiro
paratodoi e & >a, X..>a, £ n (contando a O-uplavazia (), cujo produto dos termos é 1).
Assim, por exemplo, f(1) = 1, por causadaO-upla() ef(6) =9, por causada O-upla( ), das 1-uplas
(2), (3), (4), (5) e(6) edas2-uplas (2, 2), (2, 3) e (3, 2).
: s 1
Sgjaa >1 tal que ?;l? =2.
a) Prove que existe uma constante K > 0 tal que f(n) £ K xn® paratodo inteiro positivo n.
b) Prove que existe uma constante c > O tal que f(n)3 cx® paratodo inteiro positivo n.
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