352 Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solucdes Nivel 3 — Segunda Fase — Parte A

CRITERIO DE CORREGAO: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 4 pontos para cada resposta correta e a pontua¢cdo maxima para essa
parte sera 20. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o
gabarito oficial, abaixo:

Problema 01 02 03 04 05

Resposta 0018 | 0014 | 0008 | 0096 | 1409

01. [Resposta: 0018]

Solucéo: Sejam a < b os lados do retangulo. Entdo 2(a + b) =ab =n,eab-2a-2b=0¢
equivalente a (a — 2)(b— 2) = 4. Como a e b séo diferentes,a—2 =1e b -2 =4, de modo que a
=3eb=6,en=2(3+6)=18.

02. [Resposta: 0014]
Solugéo: Um tabuleiro 8 x 8 pode ser dividido em 15 diagonais, como mostra a figura a seguir:

Dois bispos ndo podem estar na mesma diagonal; além disso, ndo é possivel que dois bispos
ocupem as casas 1 e 15. Logo ha no maximo 14 bispos. A figura a seguir mostra um exemplo
com 14 bispos:

J| | o o o o -
J| | oo o o -
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Observacao: generalizando a ideia acima, prova-se que, em um tabuleiro n x n, a quantidade
méaxima de bispos é 2n — 2.

03. [Resposta: 0008]
Solugao: Temos

=1 = = 1) & 1 1
Zn(n+1)2 Zn+1 n(n+1) Zn+1 (__n_ﬂjzzn(n+l) (n+1)?

=1 n=1 n=1 n=!

2 2
Z Z —(iz iz+i2+ --jzl— T _ql=2-Z.
n(n+1) (n+1) 2° 3 4 6 6
SendoAeB |nte|ros posmvos A=2eB=6,de modoqueA+B=8.

04. [Resposta: 0096]
Solugéo: Contemos os fatores primos que podem aparecer entre 1 e 20:

e 10+5+2+1=18fatores 2 (10 pares, 5 multiplos de 4, 2 multiplos de 8 e 1 multimplo

de 16);

e 6+ 2 =8 fatores 3 (6 multiplos de 3 e 2 mdltiplos de 9);

e 4 fatores 5;

e 2 fatores 7;

e 1 de cada um dos fatores 11, 13, 17 e 19.
Ao fazermos o produto de 15 numeros entre 1 e 20, deixamos 5 numeros de fora. Assim,
existem subconjuntos X;, i =5, 7, 11, 13, 17 e 19, tais que p(X;) ndo tém fator i (deixamos todos
os multiplos de i de fora). Em compensacdo, ha pelo menos 6 —5 =1 multiplode 3e 10-5=5
maltiplos de 2. E possivel fazer com que cada maltiplo de 3 tenha somente um fator 3
(escolhemos s6 o 3, por exemplo) e cada multiplo de 2 tenha somente um fator 2 (escolhemos 2,
6, 10, 14 e 18). Logo 0 mdc pedido é 2°-3 = 96.

05. [Resposta: 1409]
Solugéo: Primeiro, considere o seguinte lema:

Lema: As alturas AD, BE e CF do triangulo acutangulo ABC séo as bissetrizes internas de seu
tridngulo ortico.

Demonstracdo: Mostraremos que ZADE = ~/ADF, ou seja, que AD é bissetriz interna de
ZEDF . Com isso e os resultados analogos, o lema segue.

A

F

B D C
Para tanto, basta notar que o quadrilatero DHEC, em que H é o ortocentro de ABC, é ciclico, ja
que os angulos /CDH e CEH sdo retos. Com isso, ZADE = /HDE = /HCE = Z/ACF =

90° — ZA. Analogamente, ZLADF =90° — ZA, e o resultado segue.

Agora, voltemos ao problema. Sejam P e Q as reflexdes de B e C em relagcdo a AC e AB,
respectivamente. Note que os tridngulos ABQ, ABC e APC sdo congruentes.
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Dn

B D C

Sejam AD’ e AD” as alturas relativas a A nos triangulos APC e ABQ, respectivamente. Pelo
lema, temos /PED'= ZBED = «BEF, de modo que D’, E e F séo colineares, e pela simetria,
D’E = DE. Analogamente, D” esta na reta EF também e D”F = DF. Portanto o perimetro de
DEF é DE + EF + DF = D’E + EF + D”F = D’D”. Assim, basta calcular o comprimento do
segmento D’D”.

No tridngulo D’AD”, temos AD’ = AD” = AD e #/D'AD'=/D'AC+ A+ /D"'AB=/DAC+
ZA+/DAB=2/A. Logo, dividindo o triangulo isésceles D’AD” em dois triangulos
retdngulos congruentes, temos D’D” = 2ADsenA.

Agora note que o tridngulo ABC ¢ a unido de dois triangulos retangulos ABD e ACD com lados

5,12,13 e 9, 12, 15, respectivamente. Logo AD = 12 e a &rea do triangulo ABC é 14-12 =84.
Logo AC-AB-sen A =84 < sen Azﬁ e o0 perimetro de DEF é DD’ =
2 1315
2-ﬁ = % de modo que a soma pedida é 1344 + 65 = 14009.
1315 65
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Solucdes Nivel 3 — Segunda Fase — Parte B

PROBLEMA 1:

Trace a diagonal AC que intersecta DB no ponto O. Sendo ABCD um quadrado, O é o centro da
circunferéncia.
Observe que Z/CMA=90"e /POA=/DOA=90". Logo, pelo caso AA, os triangulos AOP e
AMC sdo semelhantes e, portanto,

AP A0 AP 30

L s T o AP=36
AC AM ~ 60 50

CRITERIO DE CORREGAO:

¢ Provou gue AOP e AMC sédo semelhantes ou que COPM é ciclico: [+ 5 pontos]
e Concluiu: [+ 5 pontos]

As seguintes pontuacdes ndo se acumulam com as anteriores nem entre si:

e Marcou ou citou que ZCMA =90°: [1 ponto]

¢ Obteve uma equacdo ou um sistema de equacdes que permita calcular AP: [4 pontos]
¢ Erros de conta na conclusédo: [-1 ponto]

¢ SO a figura, mesmo com angulos relevantes marcados: [0 ponto]
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PROBLEMA 2:

Suponha que vamos usar x heptaminds e y octaminos. Entéo para cobrir tudo, temos 7x + 8y =
112. Mas 112 = 2-7-8 é multiplo de 7 e de 8, logo 7x = 112 — 8y = 8(14 —y) é multiplo de 8 e 8y
=112 — 7x = 7(16 — x) é multiplo de 7. Como 7 e 8 sdo primos entre si, x € mdltiplode 8 ey é
multiplo de 7. Sendo x = 8t ey = 7u, temos 7-8t + 8:7u = 112 <t + u = 2. Assim, os valores de
(t,u) sdo (0,2), (1,1) e (2,0), que correspondem a (x,y) sendo (0,14), (8,7) e (16,0).

Caso 1: (x,y) = (0,14): apenas uma maneira de cobrir, ja que todas as pegas sdo octaminos.

Caso 2: (x,y) = (8,7): temos no total 8 + 7 = 15 pecas que colocaremos no tabuleiro. Lembrando
que elas vao ser colocadas uma seguida da outra, sem deixar “buracos” e que elas sdo de cores
distintas, temos apenas que escolher as posi¢des na ordem em que colocaremos 0s heptaminds.

. (15 .
Sendo assim ha g | 6435 preenchimentos nesse caso.
Caso 3: (x,y) = (16,0): analogo ao caso 1, apenas uma maneira.

15 . . .
Logo, no total temos [ g J+ 2 =6437maneiras de cobrir completamente o tabuleiro.

CRITERIO DE CORREGAO:

e Obteve a equagdo 7x + 8y = 112: [+ 1 ponto]

e Mostrou que x é multiplo de 8 e y € maltiplo de 7: [+ 3 pontos]
e Dividiu o problema em até trés casos: [+ 2 pontos]

e Concluiu: [+ 4 pontos; 1 ponto por caso, 1 pela concluséo]

. 15 ., . ,
e Observagdo: N&o é necessario calcular (8 J =6435; isto €, uma solucdo completa que obtém

15 15 ,
. +2 (ou ; + 2, que da no mesmo) como resposta deve receber 10 pontos.

As seguintes pontuacdes ndo se acumulam com as anteriores nem entre si:

¢ Obteve uma recursdo do tipo a, = a,_7 + a,_g, incluindo os 8 valores iniciais: [1 ponto]

¢ Usou a recursdo e obteve aj;, incorretamente (isto é, errou conta): [no maximo 6 pontos]
e Listou casos: [0 ponto]

¢ S0 a resposta: [0 ponto]
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PROBLEMA 3:

SejaS=x+y+z+w. Entdo o sistema é equivalentea x* +x=—y*+y=-2+z=-w?+w=S.

Fixando S, temos que X, y, z e w sdo solucdes da equago de terceiro grau t* —t + S = 0, que tem

no maximo 3 raizes. Logo pelo menos dois dos numeros X, y, z, w sdo iguais. Consideremos

entdo o0s seguintes casos:

e X =y =z = w: substituindo no sistema, temos a equagdo —x° = 3x <> x = 0 ou x* = —3. Logo a

Unica solucdo nesse caso € (0,0,0,0).

eX=y=z=aeWw=Db#a. Nesse caso, obtemos o sistema —a®=2a+be-b®=3a. Substituindo
= —b*3, obtemos b*/27 = —2b%3 + b. Se b = 0, obtemos a = b = 0, 0 que n&o é possivel. Logo

o sistema é equivalente a a = —b%3 e b® + 18b” — 27 = 0. A funcéo f(x) = x® + 18x* — 27 é par

(isto &, f(—x) = f(x)) e é crescente para x > 0. Assim, como f(0) < 0 e f(2) > 0, a equacdo b® + 18b*

— 27 = 0 tem duas solugdes r e —r, e nesse caso, temosa=-r/3eb=roua=r/3eb=-r.

Como ha 4 anagramas de aaab, ha 2-4 = 8 solugdes nesse caso.

ex=y=aez=Ww=b#a. Nesse caso, obtemos o sistema —a° = a + 2b e —-b® = 2a + b. Somando

as duas equacdes obtemos —(a° + b®) =3(a + b) < a+ b =0 ou a’ + ab + b = —3. O segundo

caso é impossivel, pois a® + ab + b? = (a + b/2)* + 3b%4 > 0. No primeiro caso, temos —a° = a —

2ae—b*=-2b + b, ou seja, a®> = a e b® = b. Como a e b séo diferentes, temos {a, b} = {-1, 1}.

, 4 .. ~
Nesse caso, como ha P =6 anagramas de aabb, ha seis solu¢bes nesse caso.

ex=y=az=bew=c,a,b, cdistintos. Nesse caso, temos -a’*=a+b + ¢, -b*=2a +ce -c®
= 2a + b. Subtraindo a primeira equacéo das outras duas, temos a>—b*=a—-bea*-c*=a-c.
Como a, b e ¢ sdo distintos, temos a + ab + b? = a? + ac + ¢ = 1 (*), de modo que ab + b® = ac
+c?<ab-c)+(b-c)b+c)<a+b+c=0.Logo-a’=0<a=0,eem (*)temos b? = c?
= 1, de modo que {b, c} = {-1, 1}. Verifica-se que esses valores de a, b e c satisfazem o

|
sistema. Como ha ﬁ =12 anagramas de aabc, nesse caso ha 12 solugdes.

Portanto o total de solucbes reaisé 1 + 8 + 6 + 12 = 27.

CRITERIO DE CORREGAO:

¢ Provou que dois dos numeros X, Y, z, w sao iguais: [+ 2 pontos]

e Separou o0 problema em casos que cobrem todas as possibilidades: [+ 1 ponto]
¢ Fez todos os casos: [+ 7 pontos]

As seguintes pontuacgdes ndo se acumulam com a Ultima, mas se acumulam com as outras
duas:

¢ Fez todos o0s casos, menos um: [no maximo 5 de 7 pontos]

e Fez todos os casos, menos dois: [no maximo 2 de 7 pontos]

e Fez todos o0s casos, menos trés ou mais: [0 de 7 pontos]

As seguintes pontuag¢des ndo se acumulam com as anteriores nem entre si:

e Encontrou a solucdo (0,0,0,0): [0 ponto]

¢ Encontrou a solugédo (1,1,-1,—1), mas ndo contou os anagramas: [0 ponto]

¢ Encontrou a solucédo (1,1,—1,—1) e contou os anagramas: [1 ponto]

¢ Encontrou a solugédo (0,0,—1,1), mas ndo contou 0s anagramas: [0 ponto]

¢ Encontrou a solucédo (0,0,-1,1) e contou os anagramas: [1 ponto]

¢ Encontrou as solugdes (1,1,-1,-1) e (0,0,—1,1), mas ndo contou os anagramas: [0 ponto]
e Encontrou as solucdes (1,1,-1,-1) e (0,0,—1,1) e contou os anagramas: [1 ponto]
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PROBLEMA 4:

Vamos separar as fracdes nas maiores poténcias de 3 que dividem o denominador. Como 3° =
729 < 2013 < 2187 = 37, ndo aparece 3’ no denominador. Somando fragdes com denominadores
3% =729 e 2-3° < 2013, temos

i+ 1 2+1 1
P 2.3 2.3 2.3
Assim, ndo aparece 3% no denominador, pois ele é cancelado.

Vejamos agora os denominadores com mdltiplos de 3° = 243. Tomemos o cuidado de ndo tomar
fragOes ja tratadas, ou seja, tomemos 243k onde k ndo € maltiplo de 3. Veja ainda que 243-8 <
2013 < 243-9, logo obtemos:

1 1 1 1 1 1

—+ + + + +
3 2.3 4.3 53 7.3 8.3

1 1 1 1 11 1/(9 9 9 1(1 1 1
==|l+=-+—+=+—+—-|==%| -+ —+—|[==| =+ —+—
P 8 2 7 4 5) 38 14 20) 3F\8 14 20
Aqui, juntamos as fragdes das pontas:
1 1 9—t+t 1
PG 5 3 .
It 3O-t) 3Ft(O-t) 3It(9-t)
Entéo, a soma das fracbes com denominador com exatamente cinco fatores 3 tém como maior
poténcia de 3 divisora do denominador no méaximo 27. Ou seja:
1,01 01 1 01 1 A
3 2.3 4.3 5.3 7.3 8.3 3B
A; pode ser maltiplo de 3, mas isso ndo iré interferir, como veremos a seguir.

, com By ndo multiplo de 3.

Somando todas as outras fracGes, temos que a maior poténcia de 3 que divide algum

a

denominador é 3*. Logo tal soma é da forma ETN em que By ndo é maltiplo de 3.
0
Somando tudo, temos a soma total

A_ 1 A A _BB+2:33AB +AB)
B 2.3 3°B, 3'B, 2B,B,3°

Como B, e B, ndo sdo maltiplos de 3, o numerador acima ndo é multiplo de 3, e 0 3° no

denominador ndo é cancelado.

Concluimos que a maior poténcia de 3 que divide B é 3°, ou seja, n = 5.

CRITERIO DE CORREGAO:
« Somou as fracdes com denominador 3° e 2-3% [+ 2 pontos]
e Somou as fragdes com denominador 3%k, com k n&o multiplo de 3 e verificou que é da forma

5 B1 ndo maltiplo de 3: [+ 2 pontos]

1

e Somou as outras fracoes e verificou que é da forma 34% , Bo ndo é multiplo de 3: [+ 3 pontos]
0
e Concluiu: [+ 3 pontos]

As seguintes pontuacdes ndo se acumulam com as acima e nem entre Ssi.
e S0 a resposta: [0 ponto]

e Fez casos pequenos (trocando 2013 por nimeros menores): [0 ponto]

e Calculou o numerador médulo 3™ [0 ponto]
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