35a. Olimpiada Brasileira de Matematica
Segunda fase - Nivel Universitario

Primeiro dia

Problema 1

A reta tangente no ponto A de uma hipérbole corta suas assintotas em B e
C. A outra tangente a hipérbole tragada pelo ponto médio M do segmento AC
corta a assintota que passa por B no ponto D. Se O é o centro da hipérbole,
prove que OM é paralela a AD.

Problema 2
Seja f : Z — Z uma fungao estritamente crescente. Prove que
5 (s o)
2 St A+ f) — fm-1)+1) =3

e encontre todas as fungoes f para as quais vale a igualdade.

Problema 3

Em cada ponto P do reticulado Z?, temos um vetor unitdrio vp que aponta
ou para cima, ou para baixo, ou para a esquerda, ou para a direita. Uma formiga
anda de um ponto do reticulado a outro, caminhando uma unidade na diregao
do vetor vp associado do ponto de partida P; logo apds a formiga deixar P, o
vetor vp é substituido por sua rotagdo de 90° no sentido anti-hordrio (mas os
outros vetores vg, para ) # P, ndo mudam nesse momento). A formiga parte
de um ponto inicial Py. Seja P, sua posi¢do apds n movimentos.

a) Prove que nao é possivel que a formiga fique restrita a uma regido limitada,
isto é, dado qualquer R > 0 existe n tal que a distancia da origem de |P,, — P|
é maior do que R.

b) E possivel que a formiga passe pela origem infinitas vezes? Em outras pala-
vras, existe alguma configuracao inicial para a qual, para todo N, existe n > N
com P, = Py?
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Segundo dia

Problema 4

Um sapo dé saltos no plano euclidiano. Comega em (0,0), e, para cada
salto, se esta inicialmente numa posicao P, escolhe um vetor de comprimento 1
aleatdria e uniformemente, e salta para a posigdo P + v. Apds 3 saltos, qual é
a probabilidade de que o sapo esteja no disco unitario {w € R? | |w| < 1} ?

Problema 5
Seja fo : [0,1] — [0, 1] definida por fy(z) = «.
Defina fungoes f,, : [0,1] — [0, 1] para todo n natural por

3 Jn(4), 0<z<4q,
fn+1($): %, igmg%v
1+ifdz—3), 3<a<l
Assim, por exemplo,
2x, 0<x< %,
filz) =43 i<e<i,
2x — 1, % <z <1

a) Prove que para quaisquer x,y € [0, 1] e para qualquer n, vale

[fn(2) = fn(y)] < fo (Jo = yl).

b) Encontre o maior nimero real a para o qual existe C' > 0 tal que,
para quaisquer z,y € [0, 1] e para qualquer n, vale

|fn(x) - fn(y)| <C- ‘LU - y|a'

(Observe que C nao pode depender de n.)

Problema 6

Sejam 01=0, §3 = 01 e, para n > 2, 0,11 = 0,0,_1 (isto é, 6,41 é obtida
pela concatenagao de 6, e 6,_1; assim, por exemplo, #3 = 010 e 84 = 01001).
Considere a sequéncia infinita § que comega com 6, para todo m, ou seja,
6 = 0100101001001....

a) Seja a = 0,0100101001001... € [0, 1) o nidmero cuja representacao decimal
é 0,0. Prove que « ¢ irracional.

b) Prove que, para todo inteiro positivo k, o nimero de subsequéncias for-
madas por k algarismos consecutivos de 6 é k + 1.



