Olimpiada Brasileira de Matematica
Nivel Universitario, segunda fase, primeiro dia

17 de outubro de 2015

1. Encontre todas as funcoes f : R — R tais que

Ve,y eR,  flz+y°) = flz)+ f(y)*

2. Dada uma reta r C R?, seja p, a reflexao em relacao a r (em particular,
pr(p) = p se e somente se p € r). Dizemos que r é eizo de simetria de um
conjunto X C R? se p.(X) = X.

Seja f : R — R uma fung¢ao continua cujo grafico admite dois eixos de
simetria distintos. Prove que o limite

lim @
r—4+00 I

existe e é finito.

3. Mostre que, para todo b > 0, temos

o= [ Vaih,

u2+b 2'
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4. Seja Q uma matriz real ortogonal n x n (ou seja, temos QQT = QTQ = I).
Seja P uma matriz de permutagao n x n (ou seja, as entradas de P s@o
iguais a 0 ou 1, com exatamente uma entrada igual a 1 por linha ou por
coluna).

Prove que as duas condicoes abaixo sao equivalentes:

(a) Existem matrizes triangulares superiores Uy e U; com
Q - U()PUl.
(b) Existem matrizes triangulares inferiores Ly e L; com

Q = LyPL,.

5. Thor e Loki jogam o seguinte jogo: Thor escolhe um inteiro n; > 1, Loki
escolhe ny > ny, Thor escolhe n3 > ns, e assim por diante. Sejam

X = U ([ngj—1,n925) NZ);

JEN*
1
S = E —.
n2
neX

Thor ganha se s é racional e Loki ganha se s é irracional.

Determine quem tem estratégia para ganhar.

6. Sejan > 1. Sejam A(z) e B(z) polinomios de coeficientes reais de graus
n+1 e n, respectivamente. Sejam {a;}*]' e {b;}7_, as rafzes de A e B,
respectivamente. Suponha que os a;’s e os b;’s sejam todos reais e que valha

a; < by <as <by <...<a,<b, <apy.

Mostre que uma das fungoes E(z) = A(z) —iB(z) ou E(z) = A(z) +iB(2)
satisfaz a desigualdade

[E(x —iy)| < |E(x +iy)]

para quaisquer x,y € R com y > 0.
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