362 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE - NIVEL 2 (8° e 9° anos)
PRIMEIRO DIA
Sabado, 25 de outubro de 2014

PROBLEMA 1

Um dado comum de jogo é um cubo em que as faces possuem os nimeros de 1 até 6, no qual os nimeros em
faces opostas somam 7. Colando-se oito dados, monta-se um superdado que é um cubo em que cada face é
composta por quatro faces dos dados menores. Sabe-se também que duas faces dos dados menores que foram
coladas para formar o superdado tem necessariamente 0 mesmo nimero. Observe que faces coladas nédo
podem ser mais vistas e 0s nimeros iguais em cada face podem estar invertidos ou deitados.

a) Qual a soma dos numeros das seis faces do superdado abaixo?

b) Monte um superdado com soma dos numeros das seis faces igual a 106.

Observacao: existem dois dados de jogo possiveis, mudando apenas as faces que possuem 0 2 e 0 5, como na
figura a seguir, vocé pode usar cada um dos dois quantas vezes achar necessario.
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PROBLEMA 2

Sejam AB um diametro da circunferéncia I' e CD uma corda perpendicular a tal diametro. Sejam ainda E o
ponto de intersecdo entre CD e AB e P um ponto qualquer sobre a corda CD diferente de E. As retas AP e BP
intersectam I' novamente em F e G, respectivamente. Se O é o circuncirculo do triangulo EFG, mostre que a
area do triangulo OCD é sempre a mesma para qualquer que seja o ponto P escolhido.

PROBLEMA 3
Encontre todos os inteiros n, n > 1, com a seguinte propriedade: para todo k, 0 <k < n, existe um multiplo de
n cuja soma dos algarismos, na base decimal, deixa resto k na divisdo por n.
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PROBLEMA 4
Considere um quadrado ABCD de centro 0. Sejam E, F, G e H pontos no interior dos lados AB, BC, CD e
DA, respectivamente, tal que AE = BF = CG = DH. Sabe-se que OA intersecta HE no ponto X, OB
intersecta EF no ponto Y, OC intersecta FG no ponto Z e OD intersecta GH no ponto W. Dado que
Area EFGH = 1, calcule

(Area ABCD) x (Area XYZW)

PROBLEMA 5
Sejam p e q inteiros. Sabendo que x2 + px + q é positivo para todo x inteiro, prove que a equagio
x% + px + q = 0 n&o possui solucéo real.

PROBLEMA 6

Em cada casa de um tabuleiro 2m x 2n esta escrito um inteiro. A operacdo permitida é escolher trés casas
formando uma figura congruente a um L-trimind, como indicado na figura abaixo, e somar 1 ao inteiro em
cada uma das trés casas. Determine a condigdo necessaria e suficiente, em fungdo de m, n e dos ndmeros
iniciais, para gque seja possivel deixar todos os nimeros iguais.
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