362 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)
PRIMEIRO DIA
Sabado, 25 de outubro de 2014

PROBLEMA 1
Seja ABCD um quadrilatero convexo e seja P a interse¢do das diagonais AC e BD. Os raios dos circulos
inscritos nos triangulos ABP, BCP, CDP e DAP séo iguais. Prove que ABCD é um losango.

PROBLEMA 2
Encontre todos os inteiros n, n > 1, com a seguinte propriedade: para todo k, 0 < k < n, existe um mdltiplo de
n cuja soma dos algarismos, na base decimal, deixa resto k na diviséo por n.

PROBLEMA 3

Seja N um inteiro maior do que 2. Arnaldo e Bernaldo disputam o seguinte jogo: hd N pedras em uma pilha.
Na primeira jogada, feita por Arnaldo, ele deve tirar uma quantidade k de pedras da pilhacom 1 < k< N. Em
seguida, Bernaldo deve retirar uma quantidade de pedras m da pilhacom 1 < m < 2k, e assim por diante, ou
seja, cada jogador, alternadamente, tira uma quantidade de pedras da pilha entre 1 e o dobro da Gltima
guantidade de pedras que seu oponente tirou, inclusive. Ganha o jogador que tirar a Gltima pedra.

Para cada valor de N, determine qual jogador garante a vitoria, independente de como o outro jogar, e
explique qual é a estratégia vencedora para cada caso.
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SEGUNDO DIA
Domingo, 26 de outubro de 2014

PROBLEMA 4
Uma sequéncia infinita de polindmios Py(X), P1(X), P2(X), ..., Py(X), ... é definida por
Po(X)=x e Pn(X)=Ppa(x—1)-P,i(x+1), paratodon> 1.

Determine o maior inteiro k para o qual o polindmio P,y.4(x) € mltiplo de x*.

PROBLEMA 5

Em cada casa de um tabuleiro 2m x 2n esta escrito um inteiro. A operagdo permitida é tomar trés casas
formando um L-triminé (ou seja, uma casa C e outras duas casas com um lado em comum com C, um na
horizontal e outro na vertical) e somar 1 ao inteiro em cada uma das trés casas. Determine a condigdo
necesséria e suficiente, em funcdo de m, n e dos nimeros iniciais, para que seja possivel deixar todos os
nameros iguais.

PROBLEMA 6

Seja ABC um triangulo com incentro | e incirculo w. O circulo w, tangencia externamente « e toca os lados
AB e AC em A; e A,, respectivamente. Seja ra a reta A;A,. Defina rg e rc de modo analogo. As retas ra, rg € rc
determinam um tridngulo XYZ. Prove que o incentro de XYZ, o circuncentro de XYZ e | sdo colineares.
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