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A “inversao” vbc que quase nao muda ABC

Carlos Shine

Servigo de utilidade publica

Antes de comegar qualquer aula de geometria, sempre é bom ressaltar:

Faca uma boa figura!!

Primeiro, vamos definir o que é uma “boa figura”. Uma boa figura:

é feita com régua e compasso;

é grande (uma folha inteira);

deixa um bom espaco para marcar angulos e tragar segmentos adicionais;
nao deixa pontos muito préoximos um do outro;

nao ¢é préxima de casos particulares notdveis (tridangulo equildtero, isésceles, retangulo).

Uma boa regra é que se vocé comega a relutar a marcar coisas na sua figura, estd na hora de fazer
outra figura. Nao hesite em fazer varias figuras. Muitas vezes, depois de progredir no problema,
algumas partes da figura sao inuteis, e devem ser eliminadas. Por isso, vocé nao deve se contentar em
fazer uma figura so.

Entre as razoes para fazer uma boa figura estao:

Vocé se certifica de que nao leu o enunciado errado.
Vocé se certifica de que nao fez a figura errada.

Ao entender como se faz uma certa construgao vocé pode ter uma ideia melhor de como resolver
o problema.

Ao se obrigar a pensar em como fazer a figura vocé ja estd pensando no problema, ou seja, fazer
uma boa figura nao é uma perda de tempo.

Uma boa figura permite fazer conjecturas que nao sao 6bvias com uma figura imprecisa. Note
que isso é 1itil mesmo se sua técnica favorita! for fazer contas: vocé pode provar a conjectura, que
talvez vocé nao encontrasse sem a boa figura, com contas!

claro que hé desvantagens em boas figuras (nada é 100% perfeito):

A figura pode levar a conjecturas falsas — nesse caso, é sempre bom fazer outra figura, com
parametros iniciais bem diferentes, para verificar.

A figura pode levar a usar o que deve ser provado. Isso acontece bastante quando se quer provar que
um tridngulo ou quadrildtero geral é uma figura especial (por exemplo, provar que um quadrildtero
é um losango). Nesse caso, é melhor fazer uma figura “errada” e tentar entender por que ela dé
errado.

1Mas tenha em mente que sempre vao existir varios problemas que nao saem com sua técnica favorita, seja ela fazer
contas, projetiva, inversao etc etc.



2 Alguns pré-requisitos

2.1 Inversao
2.1.1 Definicao

Uma inversdo de centro ou polo O e raio r é uma transformacao que leva o ponto P # O para P’ sobre
. . ~ . A 2
a semirreta OP tal que OP - OP’ = r2. O nome “inversdo” faz sentido se vocé notar que OP’ = oP
(aqui, adotamos r como a “unidade”).
. . S0 fix versa 50 VO .
Note que os pontos sobre o circulo de centro O e raio r sao fixados pela inversdo, entao vocé também
pode fazer inversdo com relagdo a um circulo (o Geogebra chama inversdo de “reflexo com relacdo a

um circulo”, por motivos que veremos em breve).

2.1.2 Propriedades com um ou dois pontos

Fato 1 (Propriedades com um ou dois pontos). Denote por P’ o inverso de P e por O er o centro e o
rato da inversao, respectivamente. FEntao

2.1 Inverso do inverso: (P')' = P.

2.2 Troca de dngulos: /OAB = /OB’A' e Z/OBA = ZOA'B’. Isso também mostra que A, B, A’
e B’ sao conciclicos e que os tridngulos OAB e OB’ A’ sio semelhantes (note a ordem invertida).

PP ; AR 1P
2.3 Distancia entre inversos: A'B' = 51 55AB.

2.1.3 Inverso de retas e circulos
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Algo importante é que o inverso do centro de circulo nao vai para o centro do inverso do circulo.
Sendo mais especifico:



Fato 2. O inverso do centro C de um circulo w é:
o . . . , )
e 0 simétrico do polo de inversao com relagdo a w' se esta for uma reta;

e 0 ponto médio dos pontos de tangéncia das retas tangentes a w' que passam pelo polo, se o polo
estd no exterior de w';

e a intersecdo das tangentes a w' pelas intersecoes da perpendicular a OC por O, sendo O o polo de
mversdo, se ele estiver no interior de w'.

w' € reta O no exterior de W' O no interior de '

Demonstracdo. Para o caso da reta, basta ver que, sendo P o ponto diametralmente oposto a O em w,
OC-0C"=0P-0OP" = OC’' =20P’, em que P’ é a intersegdo de OC e w'.
No segundo caso, usamos a troca de angulos: sendo 77 o inverso de Ty, ZOC'Ty = LOT{C = 90°.
No terceiro caso, basta notar que circuncirculo OCT é o circulo de didmetro C'Ty, que é tangente a
w. Logo C'T; é tangente a w'.

2.1.4 Invariante de angulos

Angulo entre curvas em um ponto P é o dngulo entre as retas tangentes as curvas em P.

Um caso particular bacana é quando esse angulo é 90°; nesse caso, dizemos que as figuras sao
ortogonais. Retas ou circulos ortogonais ao circulo de inversao sao fixados, ou seja, se mantém o mesmo
apés invertidas.

Pode-se provar que

Fato 3 (Invariante de dngulos na inversdo). Angulos entre figuras se mantém apds serem invertidas.



2.1.5 Circulos coaxiais na inversao

Devido a definicao de inversdo com multiplicacdo de segmentos, poténcias de ponto tém tudo a ver com
inversao.

Fato 4. Sendo o uma inversio com circulo w e v um circulo qualquer, w, v e o(y) =« tém um eizo
radical em comum, ou seja, $GO cOGXIALS.

Demonstracdo. A demonstracao é simples se w e 7y se intersectam: essas intersegoes sao fixadas por o
e pertencem aos trés circulos. Caso contrario, considere o ponto 71" sobre a reta que liga os centros de
w e v que estd no eixo radical desses dois circulos e trace as tangentes a esses circulos. Note que existe
um circulo 7 com centro T' com raio igual aos segmentos tangentes, e como esse circulo é ortogonal a
w, ele se mantém na inversao, ou seja, 7" = 7. Esse circulo é também ortogonal a ~ e, portanto, a 7/,
pelo invariante de angulos. Assim a tangente por T também tem o mesmo comprimento, e o resultado
segue. O

2.1.6 Composicao de inversoes

Como é a composicao de inversoes? O resultado da composi¢do é um pouco complicado (é, em geral, a
transformagao de Moebius), mas ha um resultado bonitinho para pontos inversos entre si na primeira
inversao.

Lema 1. Sejam o7, de circulo wy, e 09, de circulo ws, duas inversoes, P # O, um ponto qualquer e

Q = 01(P) o inverso de P com relacao a wy. Entdo 02(Q) é o inverso de o2(P) na inversao de circulo

o2(wy), se esta for um circulo, ou o2(Q) é o simétrico de oo(P) com relacdo a oo(wq), se esta for uma
2

reta.

Esse lema é menos conhecido, entao vamos prova-lo.

Demonstragio. Denote X' = 09(X).
Comegamos com o caso em que o2(wq) é um circulo de centro W. Sejam T e T” os pontos de tangéncia
da reta tangente a w; (e a o2(w1)) nesses dois circulos, respectivamente. Entao OoT - OoT’ = r2, em que

ro é 0 raio de wy. Pela troca de dngulos, Z0,01T' = Z0,TO; = 90°; analogamente, ZO,W'T = 90°.

Primeiro note que, pelas relacdes métricas no triangulo retangulo O10,T, O1W' - 0105 = O1T? =
O1P-0,Q), portanto W', Os, P e @ sao conciclicos. Entao o5 leva W, P’ e Q' para uma reta; finalmente,
como O1, P e @ sao colineares, Oy, P', Q' e O} sao conciclicos. Por poténcia de ponto, WP' - WQ' =
WO, - WOy = WT', em que na tltima passagem usamos as relacdes métricas no tridgngulo retangulo
O, WT'. TIsso prova o resultado.

2Daf o nome “reflexdo por circulo” para inversao.



Se ndo existir a tangente comum, o resultado continua valendo, pois as relagbes O W' - O1 P =
O1P-0:Q e WP -WQ" = WO, - WO continuam valendo.

No caso em que o2(w) é uma reta r, basta notar que O} é o simétrico de Oy com relagao a r, e que
Z(P'Q,r) = L(P'Q',w]) = Z(PQ,w1) = 90°, ou seja, P'Q’ || O20]. Mas O1, P e Q sdo colineares,
logo O3, 07, P’ e Q' sao conciclicos, e formam um trapézio. Isso s6 ocorre se P’'Q’ e 020} tém a mesma
mediatriz, que ja provamos que é 7.

4 ()2 01

2.2 Roto-homotetia

Uma roto-homotetia com centro O, dngulo «, e razdo k é uma rotagao de centro O e dngulo « (medido
no sentido anti-horario — se for horério, tomamos a < 0) seguido de uma homotetia de razao k.

2.2.1 Propriedades
Fato 5 (Semelhangas autométicas). Seja o uma roto-homotetia de centro O, dngulo « e razao k. Denote
A’ =0o(A). Entio

2.1 Todos os tridngulos OAA’ sio semelhantes.

2.2 Os triangulos OAB e OA'B’ sao semelhantes.

2.8 Os sequintes conjuntos de pontos sao conciclicos: {0, A, B} U{AA'NBB'}, {0, A", B’} U{AA'N
BB}, {0, A, Ay U{ABNA'B'} e {O,B,B'}U{ABNA'B'}. Ou seja, os circuncirculos de OAA’
e OBB’ se cortam em ABN A’B’. Vocé pode usar essa propriedade para encontrar o centro de
roto-homotetia em maioria dos casos.

3 A “inversao” Vbc

Primeiro, vamos explicar as aspas.
Seja ABC um triangulo. Defina f como a inversdo com centro A e raio vVAB - AC seguida de uma
reflexdao com relacao & bissetriz interna de ZA. Note que f ndo € uma inversao.



Em muitos problemas nao misturamos a figura inversa com a original. Faremos uma excegao aqui, e
encontraremos varias propriedades bacanas. Vamos fazer isso na forma de exercicios.

3.1

Exercicios

Nos préximos exercicios, denotaremos f(P) por P’ também.

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7

3.8

3.9
3.10
3.11

3.2

Faca uma boa figura, indicando ABC' e mais dois pontos P e ) do plano. Nos préximos exercicios,
desenhe f(P) e f(Q) na figura geometricamente, ou seja, com régua e compasso.

Calcule f(B) e f(C).

Qual é a imagem de BC?

Qual é a imagem do circuncirculo de ABC?

Qual é a imagem do tridngulo ABC? (Nao é o préprio tridngulo ABC).

(Propriedade para um ponto) Sendo P um ponto qualquer que ndo pertence a AB ou AC, mostre
que ABP é semelhante a AP'C. Como vocé construiria f(P) usando roto-homotetia?

(Propriedades para dois pontos) Sejam P e ) pontos quaisquer.

(
(

a) Supondo que A, P e Q' nao estao alinhados, mostre que APQ’ e AQP’ sao semelhantes.

O que vocé pode dizer sobre os pontos P, Q, P’ e Q'?

(¢

)
b) Quais roto-homotetias sdo tteis nessa ocasiao?
)
(d) Calcule a distancia P'Q’.

(Conjugados isogonais) Sendo P um ponto ndo pertencente ao circuncirculo e nem a AB e ABC,
e P~! seu conjugado isogonal com relagdo a ABC, mostre que B, C, f(P) e P~! sdo conciclicos.
Conjugando, é claro que isso significa que B, C, P e f(P~!) sdo conciclicos também.

Encontre f(X), em que X é (a) circuncentro; (b) ortocentro.
Encontre f(I), f(Ia), f(Ip) e f(I.), sendo I, I,, Ip, I. o incentro e os ex-incentros.

Encontre a imagem do circulo dos nove pontos.

Problemas

Agora vamos aplicar o que foi feito nos exercicios para resolver alguns problemas. Numa prova, as
propriedades que vocé provou acima devem ser demonstradas.

3.12

3.13

3.14

3.15

Sejam O o circuncentro e I o incentro do tridngulo ABC. Um circulo tangencia o lado AB em K,
o lado BC em L e o circuncirculo de AOC' externamente. Prove que a reta KL passa pelo ponto
médio de BI.

Seja O o circuncentro do triangulo acutangulo ABC. O circuncirculo de BOC e o circulo que
passa por A e C e é tangente a AB se cortam em T # A. As retas TO e BC' se cortam em K.
Prove que AK é tangente ao circuncirculo de ABC.

(Rassia 2009) O tridngulo ABC' tem bissetriz interna D, com D sobre AC. A reta BD corta o
circuncirculo 2 de ABC em F # B. O circulo w com didmetro DFE corta 2 novamente em F.
Prove que BF é simediana do triangulo ABC.

Sejam w o circuncirculo de ABC e r a reta tangente a w que passa por A. Os circulos wy € wa
tangenciam r, a reta BC e w externamente. Sejam D e E os pontos de tangéncia de w; e wy em
BC'. Prove que os circuncirculos de ABC' e ADFE sao tangentes.



3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

4

Seja ABC' um tridngulo acutangulo com circuncentro O e altura BE. Seja w o circulo de centro
FE e raio BE. O circuncirculo de AOC corta AB em P # A e BC em @ # C. Prove que P, @ e
E s@o colineares se, e somente se, o circuncirculo de AOC é tangente a w.

(RMM 2011) O triangulo ABC' estd inscrito no circulo w. Uma reta varidvel ¢ paralela a BC
corta os segmentos AB e AC' em D e FE, respectivamente, e corta w em K e L, sendo que D esta
entre K e E. O circulo 7; é tangente aos segmentos KD e BD e a w; o circulo 5 é tangente aos
segmentos LE e CE e a w. Determine o lugar geométrico, ao variarmos ¢, dos pontos de intersegao
da tangentes comuns internas de y; e 7s.

O incirculo do triangulo ABC toca os lados BC', CAe AB em P, @ e R, respectivamente. Suponha
que as retas PQ e AB se cortam em D e as retas QR e AC se cortam em F. Sendo I o incentro
de ABC, prove que os circuncirculos de PQE, PRD e AIP tém dois pontos em comum.?

Seja P um ponto sobre o circuncirculo de ABC. A reta PA corta BC em A;, a reta PB corta
AC em Bj e PC corta AB em (7. Uma inversao no circuncirculo leva A1, By e Cy a As, By e Cs,
respectivamente. Prove que as retas AAs, BBy e CCy concorrem em um ponto cujo conjugado
isogonal pertence ao circulo dos nove pontos de ABC.

No triangulo ABC, AD é uma altura e M é o ponto médio de AD. Sejam X e Y as projegoes
ortogonais de D sobre CM e BM, respectivamente. As retas BX e CY se cortam em Z. Prove
que o circuncirculo XY Z e o circulo de didmetro AD sao tangentes.

f do incirculo e do A-exincirculo: circulos mixtilineares

Qual é a imagem do incirculo? Como pontos mais proximos sao levados a pontos mais distintos pela
inversao, f inverte posicao relativa com relagao ao polo A. A imagem é bem interessante: é um circulo
tangente a f(AB) = AC, f(AC) = AB e f(BC), o circuncirculo de ABC, mas externamente. Esse é o
A-excirculo miztilinear.

Analogamente, vocé pode provar que f leva o A-exincentro a um circulo tangente a AB, AC e
internamente ao circuncirculo de ABC'. Esse é o A-incirculo mixztilinear.

Na figura a seguir, temos o A-incirculo mixtilinear, os seus pontos de tangéncia com os lados AB e
AC' e com o circuncirculo, o incentro I, os pontos médios L,, Ly e L. dos arcos BC, CA, AB que nao
contém o outro vértice, e o ponto médio M, do arco BC' que contém A.

Essa figura tem muitas propriedades. Mais exercicios!

3Esse problema também vale trocando “incirculo” por ” A-exincirculo” e I por I,.



4.1
4.1
4.2
4.3

4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12

4.13
4.14

4.15

4.2
4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

Exercicios
(Estrela da Morte) Prove que Ty, D e L, séo colineares.
Prove que I é o ponto médio de DFE.

Seja X, o ponto de tangéncia do incirculo com o lado BC' e K, o pé da bissetriz interna de A em
BC. Prove que X,K,L,T, é ciclico.

Sejam X, e K, como no exercicio anterior. Prove que ZAT,B = ZCT,K,.

Seja Y, o ponto de tangéncia do A-exincirculo com o lado BC. Prove que /BAT, = ZCAY,,.
Prove que ZL T, A= ZIT,Ly.

Prove que T, é a bissetriz interna de ZBT,C.

Prove que T,BDI é ciclico (analogamente, T,CEI é também ciclico).

Prove que BI é tangente ao circulo T,CE1I.

Prove que as retas BC, DE e T, L, sao concorrentes.

Prove que T, L, e AX, se cortam sobre o A-incirculo mixtilinear.

Prove que as retas AT,, BT}, e CT. (adivinha quem sao T} e T,.?7) sdo concorrentes no centro de
homotetia externa do incirculo e circuncirculo, e portanto estao sobre a reta OI.

Encontre o raio do A-incirculo mixtilinear em funcao do inraio r de ABC e seus angulos.

Faga uma inversdo no incirculo de ABC. Prove que o inverso de T, é diametralmente oposto ao
inverso de A.

Finalmente, prove os resultados andlogos para o A-exincirculo mixtilinear.

Problemas

(European Girls 2013) Seja €2 o circuncirculo do tridangulo ABC. O circulo w é tangente aos lados
AC e BC e internamente a 2 em P. Uma reta paralela a AB e que corta o interior do triangulo
ABC é tangente a w em Q. Prove que ZACP = ZQCB.*

(China TST 2005) Seja w o circuncirculo de ABC'. O circulo 7 é tangente as retas AB e AC nos
pontos P e @ respectivamente e ao circulo w no ponto S. As retas AS e PQ se cortam em 7.
Prove que Z/BTP = ZCTQ.

Sejam Op e O, os centros dos exincirculos mixtilineares referentes a B e C, respectivamente.
Esses circulos tangenciam o circuncirculo em R e S, respectivamente, e a reta BC em D e F,
respectivamente; OpS e O R se cortam em X e Oy E e O.D se cortam em Y. Prove que ZBAX =
JCAY.

(Ira TST 2014) O incirculo de um tridngulo escaleno ABC' tem centro I e toca o lado BC' em
D. O ponto X pertence ao arco BC' circuncirculo de ABC que nao contém A e tem a seguinte
propriedade: se E e F sao as projegoes ortogonais de X em Bl e CI, e M é o ponto médio de EF,
entao M B = MC. Prove que Z/ZBAD = Z/CAX.

Seja ABC' um tridngulo com circuncentro O e incentro I. O circulo w é tangente a AC em E, a
AB em F e internamente a w em D. Sejam M e N os circuncentros dos tridngulos ADE e ADF,
respectivamente. As mediatrizes de AC e AB cortam a reta BC em S e T, respectivamente. Sejam
P e Q pontos sobre a mediatriz de ATl tais que SP || AC e TQ || AB. Prove que MP, NQ e AO

tém um ponto em comum.

4Vocé viu esse problema antes?



4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

(IMO Shortlist 1999) Seja ABC' um triangulo dado. Seja X um ponto varidvel sobre o arco BC
do circuncirculo 2 de ABC que ndo contém C, e sejam O; e Oy os incentros do tridngulos CAX
e CBX. Prove que o circuncirculo de X070, intersecta o circulo 2 em um ponto fixado.

(Taiwan TST 2014) Seja M um ponto qualquer sobre o circuncirculo de ABC. Suponha que
as tangentes ao incirculo de ABC que passam por M cortem BC em X; e X5. Prove que o
circuncirculo de M X7 X5 corta o circuncirculo de ABC' novamente no ponto de tangéncia com o
A-incirculo mixtilinear.

(EUA TST 2016) Seja ABC' um tridngulo escaleno com circuncirculo §2 e suponha que o incirculo
de ABC tangencia BC' em D. A bissetriz interna de ZA corta BC em E e Q em F'. O circuncirculo
de DEF corta o A-exincirculo em S7 e Sz, e 2 em T # F. Prove que a reta AT passa por S; ou
Sa.

(IMO Shortlist 2014) Seja ABC um triangulo com circuncirculo 2 e incentro I. A reta que passa
por I e é perpendicular a C'I corta o segmento BC em U e o arco BC' de 2 que nao contém A em
V. A reta que passa por U e é paralela a Al corta AV em X e a reta que passa por V e é paralela
a Al corta AB em Y. Sejam W e Z os pontos médios de AX e BC, respectivamente. Prove que
se I, X e Y sao colineares entao I, W e Z também sao colineares.

Seja ABC um triangulo e D, FE e F os pontos de tangéncia do incirculo de ABC com os lados BC,
CA e AB, respectivamente. A reta EF corta o circuncirculo I' de ABC em X e Y. Além disso,
seja T o segundo ponto de intersecao do circuncirculo de DXY com o incirculo. Prove que a reta
AT passa pelo ponto de tangéncia entre I' e o A-incirculo mixtilinear.



A “inversao” vbc que quase nao muda ABC — Dicas para os

problemas

Carlos Shine

E claro que as dicas sdo sugestoes que levam a alguma solugdo. Vocé pode (deve!) fazer a sua prépria
solugao.

3

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

A “inversao” vbc

Sejam O o circuncentro e I o incentro do tridngulo ABC. Um circulo tangencia o lado AB em K,
o lado BC em L e o circuncirculo de AOC' externamente. Prove que a reta KL passa pelo ponto
médio de BI.

Dicas

Faca a “inversao” y/ac; A e C trocam de lugar, O vai para o simétrico de B em relagao a AC
sejam A’ e C’ os simétricos de B e com relacao a A e C, respectivamente. O circuncirculo de AOC
val para o circulo dos nove pontos de A’BC’; af o problema essencialmente segue do fato do circulo
dos nove pontos ser tangente ao B-exincirculo e de uma conta com a inversao.

Seja O o circuncentro do triangulo acutangulo ABC. O circuncirculo de BOC e o circulo que
passa por A e C e é tangente a AB se cortam em T # A. As retas TO e BC se cortam em K.
Prove que AK é tangente ao circuncirculo de ABC.

Dicas

Mesma ideia do problema anterior. Defina B’ ¢ C' de modo andlogo ao problema anterior; BOC é
levado ao circulo dos nove pontos de AB’C’; encontre a imagem de T (pense na inversdo!), encontre
T (AT é uma reta especiall) e use projetiva para terminar.

(Rassia 2009) O tridngulo ABC' tem bissetriz interna D, com D sobre AC. A reta BD corta o
circuncirculo 2 de ABC em FE # B. O circulo w com didmetro DFE corta 2 novamente em F.
Prove que BF é simediana do triangulo ABC.

Dicas

f troca D e E, o circulo w se mantém por simetria e F' é levado ao ponto médio de AC.

Sejam w o circuncirculo de ABC e r a reta tangente a w que passa por A. Os circulos w; € wy
tangenciam r, a reta BC e w externamente. Sejam D e E os pontos de tangéncia de w; e wy em
BC'. Prove que os circuncirculos de ABC' e ADFE sao tangentes.

Dicas

f troca wy e wy de lugar! Af f(D) pertence a AE, f(F) pertence a AD e a reta que liga f(D) e
f(E) é paralela a BC, acabando o problema.

Seja ABC' um tridngulo acutangulo com circuncentro O e altura BE. Seja w o circulo de centro
E e raio BE. O circuncirculo de AOC' corta AB em P # A e BC em Q # C. Prove que P, Q) e
E sao colineares se, e somente se, o circuncirculo de AOC é tangente a w.



3.17

3.18

3.19

3.20

Dicas

Mesma ideia do primeiro problema. Considere A’ e C' como 14; o circuncirculo de AOC vai para
o circulo dos nove pontos de A’BC’, O vai para o simétrico de B com relacao a AC e E vai para
o ponto By diametrialmente oposto a B no circuncirculo de ABC'; w vira a perpendicular r a BO
por O; P e Q viram pés de alturas de A’BC’. A reta PQ vira o circulo de didmetro BH’, sendo
H' o ortocentro de A’BC’. A{, sendo N’ o centro do circulo dos nove pontos de A’ BC’, queremos
provar que d(N',r) = R < ZH'ByB = 90°, o que é bem ficil.

(RMM 2011) O triangulo ABC' estd inscrito no circulo w. Uma reta varidvel ¢ paralela a BC
corta os segmentos AB e AC' em D e FE, respectivamente, e corta w em K e L, sendo que D esta
entre K e E. O circulo 7; é tangente aos segmentos KD e BD e a w; o circulo 5 é tangente aos
segmentos LE e CE e a w. Determine o lugar geométrico, ao variarmos ¢, dos pontos de intersegao
da tangentes comuns internas de v; e 7s.

Dicas

A transformacao leva a figura a outra homotética a original; como tem a reflexao, o lugar geométrico
estéd contido no eixo de reflexdo, que é a bissetriz de ZBAC.

O incirculo do triangulo ABC toca os lados BC, CAe AB em P, @ e R, respectivamente. Suponha
que as retas PQ e AB se cortam em D e as retas QR e AC se cortam em E. Sendo I o incentro
de ABC, prove que os circuncirculos de PQE, PRD e AIP tém dois pontos em comum.’

Dicas

Faga uma “inversao” ,/qr, por P! I vira o simétrico de P com relacao a QR, A vai para um ponto
na mediana por P (PA é simediana de PQR); esse ponto é o simétrico da intersegdo da mediana
por P em PQR com relagdo ao ponto médio de QR (use poténcia de ponto para ver por qué).
Os pontos D e E para as intersecoes do circulo tangente por P a QR em @) com PR e do circulo
tandente por P a QR em R com PQ. Em seguida, tente provar que a reta por f(I) e f(A) é
simediana de f(I)QR, e ai deve terminar.

Seja P um ponto sobre o circuncirculo de ABC. A reta PA corta BC em A;, a reta PB corta
AC em Bj e PC corta AB em (7. Uma inversao no circuncirculo leva A1, B1 e Cy a As, By e Cs,
respectivamente. Prove que as retas AAs, BBy e C'C5 concorrem em um ponto cujo conjugado
isogonal pertence ao circulo dos nove pontos de ABC.

Dicas

Faga a “inversdo” v/bec (pois é, perdemos simetria). O importante é que Ay é levado ao simétrico
de Q@ = f(A41) (que estd no circuncirculo) com relacao a BC. Temos que AQ é isogonal a AP,
logo As é levado a Ag, simétrico de P com relagdo ao ponto médio de BC (pois d(As, BC) =
d(Q,BC) = d(P,BC) e A3 e P estdao em semiplanos opostos com relagdo a BC — e AQ e AP
s@o isogonais). Além disso, AA; e AA3 sdo isogonais. Em termos de vetores, A3 = B+ C — P
e todo ponto de AAz ¢é da forma tA + (1 —t)(B + C — P). Tomando ¢t = 1/2, obtemos o ponto
U= (A+B+C-P)/2=(3G-P)/2, que ndo depende de A, B ou C, e portanto pertence a AAs,
BBs e CCs; além disso, 2U + P = 3G <— 2GU = ﬁ, o que mostra que U é obtido a partir
de P através de uma homotetia inversa de razdo —1/2 — a que leva o circuncirculo ao circulo dos
nove pontos! Com isso, AA3, BB3 e CC3 sao concorrentes no circulo dos nove pontos e é s6 tomar
conjugados isogonais para terminar.

No triangulo ABC, AD é uma altura e M é o ponto médio de AD. Sejam X e Y as projegoes
ortogonais de D sobre CM e BM, respectivamente. As retas BX e CY se cortam em Z. Prove
que o circuncirculo XY Z e o circulo de didmetro AD sdo tangentes.

1Esse problema também vale trocando “incirculo” por ” A-exincirculo” e I por I,.
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Dicas

Faga uma “inversao” ,/zy no triangulo DXY. M vai para o pé da altura por D, X e Y trocam de
lugar, e X, Y, f(C) e f(B) formam um retdngulo! Para provar isso, encontre f(BC) e f(MY'), por
exemplo. O circulo de didmetro AD vira a mediatriz de D e f(M). f(Z) é mais chato de achar,
mas vendo a figura s6 com f (nem sempre vale a pena manter tudo), temos o seguinte problema:
seja UW XY um retangulo e D um ponto sobre o lado UW; os circuncirculos de UDX e WDY
se cortam em K = f(Z); prove que o centro O do retangulo, K, Z e Y s@o conciclicos, o que
resolve o problema (por qué?). Para resolver esse problema, veja que O estd no eixo radical dos
dois circulos, e faga um arrastdo para ver que, sendo L a outra interse¢do dos dois circulos, LA
bissecta /X LY. Isso acaba o problema.

f do incirculo e do A-exincirculo: circulos mixtilineares

(European Girls 2013) Seja Q o circuncirculo do tridngulo ABC. O circulo w é tangente aos lados
AC e BC e internamente a ) em P. Uma reta paralela a AB e que corta o interior do tridngulo
ABC é tangente a w em Q. Prove que ZACP = ZQCB.?

Dicas

Vocé fez esse problema em um dos exercicios!

(China TST 2005) Seja w o circuncirculo de ABC. O circulo v é tangente as retas AB e AC nos
pontos P e () respectivamente e ao circulo w no ponto S. As retas AS e PQ se cortam em 7.
Prove que ZBTP = ZCTQ.

Dicas

O ponto médio de PQ é o incentro I. Com um arrastaozinho, prove que SBP é semelhante a STQ),
e com a semelhanca andloga, prove que BP/QC = (SP/SQ)? = PT/TQ e termina com outra
semelhanca.

Sejam Op e O, os centros dos exincirculos mixtilineares referentes a B e C, respectivamente.
Esses circulos tangenciam o circuncirculo em R e S, respectivamente, e a reta BC em D e F,
respectivamente; OpS e O R se cortam em X e OyE e O.D se cortam em Y. Prove que ZBAX =
LCAY.

Dicas

Primeiro vamos eliminar os centros O, e O, do problema. Considere as inversoes oy, 0. no B-
exincirculo mixtilinear e no C-exincirculo mixtilinear, respectivamente. Sejam D’ = o.(D) e
E' = 04(F). Entao, com um arrastdao, D' EDE’ ¢ inscritivel, e uma poténcia de ponto mostra que
Y estd no eixo radical dos circuncirculos wy de ADD’ e w, de AEE’. Seja T a outra intersecao
desses circulos, e podemos trocar Y, Oy F e O.D por T, wy e w,. Para terminar, faca a “inversao”
Vbe. Os pontos R e S vao para E e D, respectivamente, e Oy, e O, vio para o.(A) e o,(A) (prove
issol); assim, RO, vai para o circulo que passa por A, E e op(A), que também passa por E’ (ou
seja, we). Logo X vai para T e o problema acaba.

(Ira TST 2014) O incirculo de um tridngulo escaleno ABC' tem centro I e toca o lado BC' em
D. O ponto X pertence ao arco BC' circuncirculo de ABC' que ndo contém A e tem a seguinte
propriedade: se F e F séo as projecoes ortogonais de X em BI e CI, e M é o ponto médio de E'F,
entdo M B = MC'. Prove que /BAD = ZCAX.

2Vocé viu esse problema antes?
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Dicas

O ponto X tem que ser o ponto de tangéncia do A-exincirculo mixtilinear no circuncirculo. Primeiro
note que se BM = MC, entdo as projecoes de E e F sobre BC' sao equidistantes do ponto médio
de BC. Ou seja, BE/CF é constante; entdo se movermos F em diregdo a I, F' também vai em
direcdo a I e vice-versa, e X se move para o interior (ou interior do dngulo opv, se for no sentido
oposto) do angulo ZEXF. Isso mostra que X é unico. E s6 provar que o ponto de tangéncia
tem essa propriedade: se I, é o A-exincentro, mostre que BE/CF = sen ZBI,X/sen ZCI, X =
BI,/CI, = cosvy/ cos § (simedianas estdo envolvidas!). Dai é ficil terminar, pois isso prova que as
projecoes de BE e C'F sobre BC' tém a mesma medida.

Seja ABC' um triangulo com circuncentro O e incentro I. O circulo w é tangente a AC em F, a
AB em F e internamente a w em D. Sejam M e N os circuncentros dos triangulos ADE e ADF,
respectivamente. As mediatrizes de AC e AB cortam a reta BC em S e T, respectivamente. Sejam
P e @ pontos sobre a mediatriz de AT tais que SP || AC e TQ || AB. Prove que MP, NQ e AO
tém um ponto em comum.

Dicas

Primeiro lidamos com os pontos P e ), que sao bem estranhos. Considere os circulos wp e wg
de centros P e @ que passam por A (e I). Seja K a intersecao de wp e o circuncirculo de ADE.
Note que M P é a mediatriz de AK; defina L analogamente; a intersecao de M P e N(Q é entdo o
circuncentro de AK L; basta provar que os circuncirculos de AKL e ABC' sao tangentes. Outro
ponto em wp é o simétrico U de C' com relacao a S. Defina wg e V' analogamente.

Fazemos a “inversao” vbe. wp vail para a reta que passa por f(I) =1, e f(U), intersecao de AV
com o circuncirculo, que é o ponto By diametralmente oposto a B. w vai para o A-exincirculo wy,
D vai para o ponto de tangéncia K, de wyq em BC, E para o ponto de tangéncia K, em AB, F
para o ponto de tangéncia K, em AC. Precisamos provar que BC || YZ, em que Y é a intersecao
de I,Bg e K,K. e Z é a intersecao de I,Cy e K,K}. Mas isso sai rapidinho com uma conta.

(IMO Shortlist 1999) Seja ABC' um tridngulo dado. Seja X um ponto varidvel sobre o arco BC
do circuncirculo 2 de ABC que néo contém C, e sejam O; e Os os incentros do tridngulos CAX
e CBX. Prove que o circuncirculo de X005 intersecta o circulo {2 em um ponto fixado.

Dicas

Esse sai fazendo uma inversao simples em C e um pouquinho de conta, mas fazer a “inversao” v/be
e usar a estrela da morte evita as contas: seja M o ponto médio do arco AC que nao contém A,
e considere f(M); defina N analogamente. Entao é facil de mostrar que o ponto de contato do
C-exincirculo com AB é o ponto médio de f(M) e f(N). Sendo T o ponto de tangéncia entre 2 e o
C-incirculo mixtilinear, desfazendo a inversao isso significa que TM /TN = CM/CN = MO, /NOs
e TO1M e TOyN sao semelhantes, e T' é o centro de roto-homotetia que leva 0105 a M N, e X,
intersecdo de MO; e NO,, estd no circuncirculo de T0O,05.3

(Taiwan TST 2014) Seja M um ponto qualquer sobre o circuncirculo de ABC. Suponha que
as tangentes ao incirculo de ABC que passam por M cortem BC em X; e Xs. Prove que o
circuncirculo de M X; X5 corta o circuncirculo de ABC novamente no ponto de tangéncia com o
A-incirculo mixtilinear.

Dicas

Inverta pelo incirculo de ABC' (para as tangentes serem menos feias). Considere os pontos de
tangéncia D, E, F' do incirculo sobre BC, CA, AB. A’, B’ e C’ sdo os pontos médios de EF,
DF, DE, e o circuncirculo vai para o circulo dos nove pontos wg de DEF (ele vai ser o tridngulo
de referéncia agora). E o ponto T' de tangéncia com o A-incirculo mixtilinear? Usamos o fato
de que ele estd sobre IM,, em que M, é o ponto médio do arco BAC' para mostrar que ele é o

3Talvez nesse caso fazer a conta seja mais facil.
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ponto diametralmente oposto a A’ em wg, também conhecido como ponto médio de DH, sendo
H ortocentro. M’ é um ponto qualquer de wg, e ponto médio do segmento que liga os pontos de
tangéncia T; e Ty das retas que passam por M ao incentro de ABC' (agora circuncentro de DEF).
X1 e X} sdo os pontos médios de DT} e DT,. Para terminar, a homotetia com centro D e razio
2 leva X{X,T'M' para T1ToHD', em que D’ é o simétrico de D com relagdo a M’, e a simetria
com relagdo a M’ leva TYTo HD' para ToT1H'D, em que H' é a imagem de M’ na homotetia que
leva wg ao circuncirculo.

(EUA TST 2016) Seja ABC um tridngulo escaleno com circuncirculo €2 e suponha que o incirculo
de ABC tangencia BC em D. A bissetriz interna de ZA corta BC em E e Q em F. O circuncirculo
de DEF corta o A-exincirculo em S7 e Sa, e 2 em T # F. Prove que a reta AT passa por S; ou
Ss.

Dicas

Um problema perfeito para uma “inversao” vbe! T é o ponto de contato de Q com o A-incirculo
mixtilinear, entdo T vai para o ponto de contato K do A-exincirculo com BC. E e F' trocam de
lugar; o circuncirculo de DEF vai para o circuncirculo de K EF. Para acabar, veja que AT - AK =
AB - AC = AE - AF. Entao considere o simétrico K’ de K com relagao & bissetriz de ZA. K’
estd no A-exincirculo pois ele é fixado pela reflexdo, estd sobre AT pois AT e AK sdo conjugados
isogonais e estd sobre o circuncirculo de DEF pois AT - AK' = AE - AF.

(IMO Shortlist 2014) Seja ABC um tridngulo com circuncirculo € e incentro I. A reta que passa
por I e é perpendicular a C1 corta o segmento BC em U e o arco BC' de 2 que ndo contém A em
V. A reta que passa por U e é paralela a Al corta AV em X e a reta que passa por V e é paralela
a Al corta AB em Y. Sejam W e Z os pontos médios de AX e BC, respectivamente. Prove que
se I, X e Y sao colineares entao I, W e Z também sao colineares.

Dicas

Comece com arrastao e semelhanga para mostrar que BY IV é ciclico e IY 1 Al ou seja, Y é o
ponto de contato de AB com o A-incirculo mixtilinear 4. O circuncirculo de IY B entdo corta
Q no ponto de contato V de Q e Q,. Agora, IZ é paralelo a reta que liga A ao ponto de contato
E do A-exincirculo com BC. Um arrastdozinho (lembre, ATX é tridngulo retangulo) e conjugado
isogonal termina o problema.

Seja ABC' um triangulo e D, E e F os pontos de tangéncia do incirculo de ABC com os lados BC),
CA e AB, respectivamente. A reta EF' corta o circuncirculo I' de ABC em X e Y. Além disso,
seja T o segundo ponto de intersecao do circuncirculo de DXY com o incirculo. Prove que a reta
AT passa pelo ponto de tangéncia entre I' e o A-incirculo mixtilinear.

Dicas

Inverta pelo incirculo de novo. A’ é o ponto médio de EF. Sabemos que a reta que liga A ao ponto
de contato do A-exincirculo com BC' passa pelo oposto Dy de D no incirculo. Vamos provar que
LIAT = /DyAl <= /ZITA' = ZIDyA’. Na verdade, provaremos que A’, Dy e T sdo colineares,
e o problema sai. Para fazer isso, usamos poténcia de ponto e centro radical: seja P a intersecao
de T'D, eixo radical do incirculo com o circuncirculo de DXY, e XY, eixo radical de I' com o
circuncirculo de DXY. Assim, P estd no eixo radical de I' com o incirculo, e basta provar que a
poténcia de P com relacdo ao circulo dos nove pontos de DEF é também PL - PA’, sendo L o
pé da altura por D em DEF, pois ail LA'DT é ciclico e ZA'TD = 90° = LDyTD e Dy, A’ e T
sdo colineares. Em outras palavras, temos que provar que o incirculo de ABC, o circulo dos nove
pontos de DEF, e o circuncirculo de ABC sao coaxiais. Mas isso vem do fato de os dois tltimos
serem inversos com relacao ao primeiro prova exatamente isso.



