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Divisibilidade

Carlos Shine

1 Alguns principios basicos

e Combinacao linear: se d | a e d | b, entao d | ax + by. Como consequéncia, temos o teorema de
Bézout: {ax + by, x,y € Z} = {mdc(a,b)x,x € Z}. Ou seja, o conjunto das combinagdes lineares
de a e b é igual ao conjunto dos miltiplos de mdc(a, b).

e Divisor < multiplo (ou o miltiplo é zero): se d | a entdo a = 0 ou |d| < |a|. Isso é importante
quando d e a sao polinémios de varias varidveis, e vocé quer limitar as solucoes.

e Congruéncias em divisibilidade: se d | a — b entdo vocé pode trocar livremente a por b e
vice-versa em divisibilidades, ja que a = b (mod d).

e mdc para cortar: se d | ab e mdc(a,d) = 1, entdo d | b. Isso é util para diminuir grau e usar
divisor < multiplo.

e Para calcular mdc: se d = mdc(a,b) entdo d | a e d | b. Note que a volta nao vale.
o I O +1: fique esperto quando aparece algum nimero 1; isso deve ajudar no mdc.

e Nao consegui calcular o mdc, o que fago? Se nao se sabe sobre o mdc, pode valer a pena
fazer d = mdc(a,b), a = dz e b = dy com mdc(z,y) = 1.

e Desigualdades automaticas: se vocé perceber alguma relacao de desigualdade do tipo a > b,
pode valer a pena introduzir uma varidvel que reflita essa desigualdade; no nosso exemplo, seria
k = a —b. Note que isso nos isenta de lembrar que a > b.

Exemplo:
(IMO 1992) Encontre todos os inteiros positivos a,b,c com 1 < a < b < ¢ tais que abc — 1 é miltiplo de
(a—1DB-1)(c—1).

Resolucao:

Vamos simplificar o divisor com uma mudanca de varidvel. Sejam z =a—-1,y=b—1ez =c— 1.

Assim queremos saber os inteiros positivos z,y, z tais que zyz divide (z + )(y + 1)(z +1) = 1 =

xyz+ay+yz+ze+x+y+z. Podemos ignorar o xyz no multiplo, logo temos xyz | xy+yz+ze+r+y+z.
Produtos de trés nimeros inteiros positivos geralmente sao maiores do que produtos de dois niimeros

inteiros positivos, entao vamos usar a desigualdade divisor < multiplo:

ryz <zy+yzr+zr+r+y+z<byzr = x <5.

Ter s6 cinco casos é bom, mas da para fazer melhor: lembre que 0 < z < y < z <= 1<z <
y— 1< z—2. Com isso, tentado fazer aparecer yz em todas as contas,

zyz < xytyztzetety+z < y(z—2)+yz+z(y—1)+z+y+z = 3yz+o—y < 3yz+y—1—y = 3yz—1 < 3yz,

logo = < 3, ou seja, x = 1 ou x = 2. Ficamos s6 com dois casos!



ex=1:temosyz |y+yz+z+1+y+2z < yz|2(y+2)+ 1 e mais uma desigualdade:
yz<2y+2z241<2(z—-1)+224+1=42-1<42 = y<3.
Logox =1,y =2e 2z |22+ 5, que é impossivel pois 2z é par e 2z + 5 é {mpar,ouxz =1,y =3

€32|2247 = 2|7 < z=7Teverificamosque 3-7|2-7+7,¢e (z,y,2) = (1,3,7)
(a,b,c) = (2,4,8) é solucao.

e x=2: temos 2yz |2y +yz+22+24+y+2 = yz |3y + 32+ 2 (ignoramos o 2 para podermos
cortar o yz). Com isso,

yz<3y+3242<3(z—-1)+32+2=6z2—-1 = y <5.

Além disso, 2 |yz+y+2z <= 2| (y+1)(z+1) — 1, o que quer dizer que y e z sdo ambos pares.
Logo, como 2 =z < y <5, y =4 e o problema é equivalente a 8z | 72+ 14 = 2 | T2+ 14 «<—
z |14 = z = 14. Testando, vemos que 8-14 | 7- 14+ 14, e (z,y,2) = (2,4,14) < (a,b,c) =
(3,5,15) é outra solucdo.

Assim, as tnicas solugdes sao (2,4,8) e (3,5,15).

2 Equacao do segundo grau

As vezes nao d4a para fazer o grau do miltiplo ser menor do que o grau do divisor; nesse caso, vocé pode
usar equagoes do segundo grau para gerar solugoes. Os passos costumam ser os seguintes:

1. Transforme o problema em encontrar pares de inteiros positivos que satisfazem uma equagao
quadratica em uma delas. Em geral, diminuir o grau usando d divide ou congruéncias ajuda.

2. Considere uma solugdo minima (soma minima, menor varidvel minima, etc).

3. Gere uma solugao a partir dessa solugdo (usando soma e produto) e verifique que ou ela é maior
ou igual & minima ou tem algum cara negativo.

4. Encontre as solugdes minimas e gere, se houver, todas as outras.

Veja o seguinte exemplo:
Exemplo:
(IMO 2007) Sejam a e b inteiros positivos tais que 4ab — 1 divide (4a® — 1)2. Prove que a = b.

Resolucao:

Como 1 = 4ab (mod 4ab—1), (4a% —1)? = (4a® — 4ab)? = 16a*(a—b)? (mod 4ab—1). Sendo mdc(4ab—

1,16a%) = 1 (por qué?), 4ab — 1| (a — b)?.
Suponha, por absurdo, que a # b. Entao k

equivalente a

_ (a=b)?
 4ab-1

é um inteiro positivo. Essa ultima equacao é

a® — (4bk + 2b)a + b* + k = 0.

Considere uma solugéo (ag, by). Entéo, sendo ag e a; as solugoes da equacao do segundo grau em a,
ba+k
ao

por soma e produto ( ,bo) é outra solugdo (nao se preocupe, como a soma das raizes da equagéo é

4bk + 2b, que é inteiro, a; também ¢é inteiro; além disso, tanto ag como b3 + k sdo positivos). Suponha,
sem perda de generalidade, que ag > by (se ag = by, k = 0, logo podemos supor que um deles é maior),
e suponha que a soma ag + by ¢ minima. Entao

b(Q) + k 2 2 (ao — b0)2 2 2 ag — bo
> < > — — 2’ > _
ag = do & =% bO 40,0170 -1 = 0 b

que é um absurdo, pois

= — > b
0 4&0[)071 _a0+ 0

ag — by <
4a0b0 —1

Logo a = b. Note que a = b também ¢ suficiente, e portanto sabemos todos os pares ordenados (a, b)
tais que 4ab — 1 divide (4a? — 1)2.

ag — by < ag + by.



3 Expoentes

¢ Diminuindo expoentes: se a* = 1 (mod m) e a? = 1 (mod m) entdo a™¥*¥) =1 (mod m).
Isso é uma consequéncia direta do teorema de Bézout. Outro jeito de expressar essa propriedade
é mdc(a® — 1,a¥ — 1) = g™dc@y) _ 1,

e Teorema de Fermat: a” = a (mod p) para p primo. Se a Z 0 (mod p) entdo a?~! =1 (mod p).

e O menor divide: Seja ord,, a o menor inteiro positivo ¢, se existir, tal que a* =1 (mod m). Entao
a®* =a¥ (mod m) <= z =y (mod ord,, a). Em particular, ¢* =1 (mod m) <= ord,, a | u.

e Lifting the Exponent: Seja v,(n) o maior ¢ tal que p' | n, p primo. Entao v,(a™ — b") =
vp(a —b) +vp(n) se vy(a—>b) >0,pta,bepé primo impar. Se 4 |a—be ae b sdo impares entdo
va(a™ — b") = va(a — b) + va(n).

Exemplo:
Encontre todos os inteiros positivos n tais que n divide 3" — 2™.

Resolucgao:

Seja p o menor primo que divide n. Entdo p | 3* — 2™ e p > 3. Além disso, pelo pequeno teorema de
Fermat, 2°~! = 37! = 1 (mod p), de modo que p | 37~ —2P~1. Logo p | 3mde(p=1:n) _gmde(p=1.n) \[ag
se 0 menor divisor primo de n é p, p — 1 e n nao podem ter fatores em comum, pois todos os fatores de
p — 1 sa8o menores do que p. Assim, mde(n,p—1)=1ep|3—2 <= p| 1, absurdo. Logo n nao tem
fatores primos, ou seja, n = 1 é a unica solucao.

4 Problemas

4.1 Alguns exercicios
Comece com esses aqui. S6 depois faga os da préxima secgao.

1. (Rassia 2009) Os denominadores de duas fragoes irredutiveis sdo 600 e 700. Encontre o menor
valor possivel do denominador da soma das duas fragoes.

20 _2b
2c_2d, .

2. (Rassia 2005) Encontre o menor inteiro positivo que nao pode ser escrito na forma
3. Encontre todos os inteiros positivos a, b tais que ab divide (a + 1)(b+ 1).

4. (Russia 2001) Sejam a,b dois inteiros positivos distintos tais que a? + ab + b* divide ab(a + b).
Prove que |a — b| > Vab.

2

5. (APMO 2002) Encontre todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que m? —n divide m + n?

e n? — m divide m? + n.

6. (Cone Sul 2006) Encontrar todos os inteiros positivos n tais que |/n] —2 divide n —4 e |\/n] +2
divide n + 4.

7. (Russia 2014) Um ndmero inteiro positivo n é feijoada’ se, para todo divisor a de n, a + 1 divide
n + 1. Encontre todos os nimeros feijoada.

8. (IMO 2005) Determine todos os inteiros positivos relativamente primos com todos os termos da
sequéncia infinita a, = 2" +3"+6" — 1, n > 1.

1Eu posso ter mudado alguns nomes.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Alguns problemas

(Finlandia 2001) Encontre todos os inteiros positivos n tais que n? + 2 divide 2001n + 2.

(IMO 1994) Encontre todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que mn — 1 divide m?® + 1.
(IMO 1998) Determine todos os pares (a,b) de inteiros positivos tais que ab®+b+7 divide a?b+a-+b.
(IMO 1991) Sejam n um numero inteiro maior do que 6 e a1, aq, ..., a todos os nimeros naturais
menores do que n e primos com n. Se

Az — a1 =az —az =+ =ay — ag_1 > 0,
demonstre que n é primo ou n é uma poténcia de 2.
(IMO 2002) Seja n > 1 inteiro. Sejam dy, ds, ... ,d; os divisores de n, com
l=di<dy <...<dp=n.
Seja D = dyds + dods + -+ - + dp_1dk.

(a) Prove que D < n?.

(b) Encontre todos os valores de n tais que D divide n?.
(Ibero 2008) Prove que a equacao 22908 4 2008! = 21¥ ndo tem solugdes inteiras positivas.
(IMO 1988) Sejam a e b ntimeros inteiros positivos tais que ab + 1 divide a? + b%. Prove que

a® + b?
ab+1

é um quadrado perfeito.

nP+1
p7L+1

(APMO 2012) Encontre todos os pares (p,n) com p primo e n inteiro positivo para os quais
é inteiro.

. (Russia 2012) Existe ntimeros inteiros a, b, ¢, todos maiores do que 10'°, tais que seu produto é

divisivel por cada um dos ntimeros mais 20127

(Russia 2009) Considere inteiros positivos n > 1 e a > n2. Sabe-se que cada um dos ntimeros

n?2 +1,n%2+2,...,n% +n tem um multiplo entre os nimeros a + 1,a + 2,...,a + n. Prove que
a>n*—ns.
(Rissia 2001) Encontre todos os inteiros positivos que podem ser representados unicamente na
forma )

r°+y

zy+1

em que x e y sao inteiros positivos.
(China 2005) Encontre todos os inteiros nao negativos z,y, z, w tais que 2*3¥ — 5*7% = 1.

(EUA TST 2009) Encontre todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que mn — 1 divide
(n? —n+1)~%

Sendo k > 2 e ny,ng,...,ni > 1 nlmeros naturais tais que ng | 2" — 1, ng | 2" — 1, ...,
ng | 2™-1 —1eng |2™ — 1. Mostre que ny =ng =--- =ny = 1.

(IMO Shortlist) Determine todas as ternas de nimeros inteiros positivos (a;m;n) tais que a™ + 1
divide (a + 1)™.



16.

17.

18.

19.

(IMO Shortlist) Prove que, para todo inteiro positivo m, existe um ndmero infinito de pares de
inteiros (x,y) tais que:

e I e y sao primos entre si;
o 3y divide 22 +m;
o z divide 3% + m.
(IMO 2003) Determine todos os pares de inteiros positivos (a, b) tais que

a2

2ab% — b3 + 1
é um inteiro positivo.

(Cone Sul 2012) Demonstre que nao existem inteiros positivos a, b, ¢, d, primos dois a dois, tais que
ab + cd, ac + bd e ad + bc sao divisores impares de

(a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c+d).

(APMO 1997) Encontre um inteiro positivo n, 100 < n < 1997, tal que QWTJFQ é inteiro.
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Divisibilidade — Dicas para os exercicios e problemas

Carlos Shine

Problemas

Alguns exercicios

. (Russia 2009) Os denominadores de duas fragoes irredutiveis sdo 600 e 700. Encontre o menor

valor possivel do denominador da soma das duas fragoes.

Dicas

A resposta é 168. Sendo m/600 + n/700 = (7m + 6n)/4200, mostre que o numerador é impar e
nao pode ser multiplo de 6 nem de 7; em seguida, encontre um exemplo com 7m + 6n = 25.

202"
2c_9od*

(Russia 2005) Encontre o menor inteiro positivo que nao pode ser escrito na forma

Dicas

A resposta é 11; diminua expoentes com mdc para mostrar que o nimero tem que ser da forma
2k(2mn —1)/(2" — 1) = 2k(2(m=Dn 4 9(m=2)n 4 ... 4 97 1 1) e esse nlimero entre parénteses é, na
maioria dos casos, bem maior do que 11.

Encontre todos os inteiros positivos a, b tais que ab divide (a 4+ 1)(b + 1).

Dicas

As respostas sao (1,1), (1,2), (2,1), (2,3), (3,2). Repita as ideias do primeiro exemplo: mostre
que (a—1)(b—1) < 2.

(Russia 2001) Sejam a,b dois inteiros positivos distintos tais que a? + ab + b? divide ab(a + b).
Prove que |a — b| > Vab.

Dicas

Seja d = mdc(a,b), a = dx e b = dy, mdc(z,y) = 1. Entdo 22 + zy + y? | dvy(x + y). Verifique
que mdc(x, 22 + xy +y?) = mde(y, 2% + 2y + y?) = mde(z? + vy + y?) = 1 (para esse 1ltimo, eleve
x +y ao quadrado), de modo que 22 + 2y +y? | d <= a® +ab+b* | d>. Para terminar, note que
d<l|a—0blea®+ab+b*> ab.

(APMO 2002) Encontre todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que m? — n divide m + n?
2

e n?2 — m divide m? + n.
Dicas

Sendo tudo simétrico, suponha que m > n e defina k = m —n > 0. m2 — n deve ser maior do

que m + n? na maioria dos casos, e isso deve limitar k. De fato, (n + k)2 —n <n+k+n? <
k% +2kn < 2n+k <= k < 1. Com isso, basta resolver o problema para k = 0 e para k = 1. As
respostas sao (2,2), (3,3), (1,2), (2,1), (2,3), (3,2).

(Cone Sul 2006) Encontrar todos os inteiros positivos n tais que |/n] —2 divide n —4 e [\/n] + 2
divide n + 4.



Dicas

As respostas sdo 2, 36 e ¢% + 2q — 4, q inteiro, ¢ > 2. Parece que é uma varidvel s6, mas sdo duas:
sendo ¢ = [v/n], n =¢*>+r, 0 <r < 2q (0 2¢ é para ndo pular para o préximo quadrado). Com
isso, q—2 | > +r—4 < q—2|r (vejaqueq=2 (mod ¢—2)) e q+2 | ¢>+r+4 < q+2|r+8.
Faga os casos ¢ = 1 e ¢ = 2 separadamente e estime k = (r+8)/(¢+2) (resposta: k < 2). A{ basta
substituir o k nos dois casos e fazer as contas.

(Russia 2014) Um ntmero inteiro positivo n é feijoada® se, para todo divisor a de n, a + 1 divide
n + 1. Encontre todos os nimeros feijoada.

Dicas

A resposta é 1 e os primos impares. Se n = 1 ou é primo impar é imediato que da certo. Se nao,
escreva n = ab, a > b > 2, e chegue a um absurdo usando a desigualdade divisor < multiplo. O
caso que falta, n = 2, também ¢é imediato.

(IMO 2005) Determine todos os inteiros positivos relativamente primos com todos os termos da

sequéncia infinita a, = 2" +3"+6" — 1, n > 1.

Dicas

A resposta é s6 1. Basta ver os primos; fazendo casos pequenos para p > 5 vemos que Gp_2
é multiplo de p. Aplique pequeno Fermat para ver que da certo e faca os casos p = 2, p = 3
separadamente.

Alguns problemas

. (Finlandia 2001) Encontre todos os inteiros positivos n tais que n? + 2 divide 2001n + 2.

Dicas

As respostas sao 6, 9 e 2001. Mostre que n < 2001 e obtenha, com combinagoes lineares ou
congruéncias, n?+2 | 2-2001% + 4. Fatore 2-20012 +4 = 8008006 = 2-19-83-2539. Agora, n? +2
é congruente a 2 ou 3 médulo 4, e isso elimina um bocado de casos (separe em n par e n fmpar).

(IMO 1993) Encontre todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que mn — 1 divide m?3 + 1.

Dicas

Com combinagdes lineares, prove que mn — 1 | n® + 1 também, o que nos d4 a simetria que permite
supor que m > n. Prove também que mn — 1 | m +n? e faca m = n + k, k > 0. Limite k£ (é no
méximo 3) e substitua os quatro casos. As respostas sdo (2,2), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (3,5),
(5,3), (2,5), (5,2).

(IMO 1998) Determine todos os pares (a, b) de inteiros positivos tais que ab?+b+7 divide a?b+a+b.

Dicas

Use combinacao linear para diminuir o grau e achar que ab?> +b+7 | b*> — 7a. Se b*> = Ta, obtemos
(Tk%,7k) que é solucio (ndo se esqueca de testar!). Se ndo, ab® +b+7 < [b? — 7al; se b*> — Ta > 0,
nao da porque ab® +b+7 > b? > b? — Ta; se b2 — Ta < 0, b < 2 (por qué?), e é s6 testar b= 1 e
b = 2. As respostas sao (7k?,7k), (11,1) e (49,1).

. (IMO 1991) Sejam n um nimero inteiro maior do que 6 e a1, as, . . ., ax todos os nimeros naturais

menores do que n e primos com n. Se
ay—ay =a3— Qg =+ =ap — ap—1 > 0,

demonstre que n é primo ou n é uma poténcia de 2.

1Eu posso ter mudado alguns nomes.



Dicas

Pense em as; = p primo. Se p = 2 ou p = 3 o problema essencialmente acaba, entao n é multiplo
de 6. Seja r = a;41 — a; = p — 1. Observando ay, prove que p — 1 | n — 1. Considere um primo
q | p— 1. Note que g < p, entdo q | n, e lembrando que ¢ | n, ¢ = 2, ou seja, p = 2™ + 1. Mas af
a3 =2p—1=2"Ftl 1 1 e um dos expoentes m, m + 1 é impar, que d4 absurdo.

. (IMO 2002) Seja n > 1 inteiro. Sejam dj,ds, ..., d; os divisores de n, com
l=di <dy<...<dp=n.
Seja D = dids + dods + -+ - + dp_1dk.

(a) Prove que D < n?.

(b) Encontre todos os valores de n tais que D divide n?.

Dicas

Para o item a, note que d; = n/dgy1_;, € mostre que a soma dos inversos de d;d;11 é menor do
que 1 (faga uma estimativa bem tosca, como d; > i, e telescope). Para o item b, cuja resposta é n
primo, considere o menor divisor primo ds = p de n e veja que se n ndo é primo D > n?/dy = n?/p
ese D | n% D < n?/p, dando absurdo.

. (Ibero 2008) Prove que a equagdo 2%%8 + 2008! = 21¥ ndo tem solugdes inteiras positivas.

Dicas

x é miltiplo de 21 implica 21¥ > 21 <= y > 2008 implica 212%98 | 2008!, que é absurdo.

. (IMO 1988) Sejam a e b niimeros inteiros positivos tais que ab + 1 divide a? + b2. Prove que

a®+b?
ab+1

é um quadrado perfeito.

Dicas

Seja k = (a® +b?)/(ab+ 1) e estenda os pares (a,b) para nio negativos. Suponha que (ag, by) tem
ag < by e ag + by minimo e mostre que ag = 0, usando a equacao 2 — kax + a? — k = 0. Veja que
(ag, kag — bp) também ¢é solugao, logo kag — by > by. Com isso, ag(ad + b3) > 2bg(aghy + 1)
a% > aobg + 2bg, que d& errado se ag > 0. Pode ocorrer de kag — by (veja o produto das raizes) ser
negativo, ou seja, kag — by < —1 <= ag(ad +b3) < (bg — 1)(agbo + 1), que vocé pode verificar
que da errado também.

nP+1

. (APMO 2012) Encontre todos os pares (p,n) com p primo e n inteiro positivo para os quais o)

¢é inteiro.

Dicas

Fixe p. Se p > 2, p* +1 > nP + 1 para n > p (basta ver que p"/nP = (p/?/\/n)*? e p™/? =
I+p—1D"2? > 14+ (p—1)n/2p=1+n/2—-n/2p > /nparan>4ep>3. Assim,n<p. pé
impar, entao p"” +1 é par e n é impar, e da para fatorar p™ + 1 com p+ 1 como um de seus fatores,
ep+1|nP+1. Vejaquep? =nP (modp+1)ed(p+1) <p,logon=p (modp+1)en=np.
Para p = 2, limite n para 4 e teste os casos. As respostas sao (p,p), p primo, e (2,4).

. (Russia 2012) Existe ntimeros inteiros a, b, ¢, todos maiores do que 10'°, tais que seu produto é
divisivel por cada um dos nimeros mais 20127



10.

11.

12.

13.

Dicas

Temos muitas possibilidades, entdo é de se esperar que a resposta seja sim. Troque 10'° por M e
2012 por n. Sejam x =a+n,y=b+nez=c+n; queremos z | (r —n)(y —n)(z —n) < x|
n(y —n)(z —n). Faga entdo x = kn, y = fn e z = mn; temos k | n?(£ — 1)(m — 1) e andlogos. Que
tal k = £ —1? Temos £ | n?(£ —2)(m —1) e m | n?(£ — 1)(£ — 2). Podemos fazer m = (£ —1)(£ —2)
el =2n% Afa= (2n>—-2)n, b= (2n®>—1nec = (2n®> — 1)(2n? — 2)n — n. Basta ver se
2(2012%2 — 1)2012 > 10'°, o que é verdade.

(Riissia 2009) Considere inteiros positivos n > 1 e a > n?. Sabe-se que cada um dos nimeros
n?2+1,n%2+2,...,n% +n tem um multiplo entre os nimeros a + 1,a + 2,...,a + n. Prove que
a>n*—nd.

Dicas

Note que a diferenca entre dois nimeros entre a+ 1 e a +n é no maximo n — 1, entao cada nimero
n? 4k tem no méaximo um divisor nesse intervalo; ou seja, ¢ um de cada. Considere o divisor n% +k
de a +n. Se k < n, um nimero a + i = m(n? + k + 1), e vendo médulo n? + k temos m = —n + i
(mod n? + k). Ouseja, m>n?+k—n+i>n?—nea+i>nm2-n)(n®>+k+1)>n*—-n3 Se
k = n, tome o divisor de n%2 + k de a +n — 1.

(Rissia 2001) Encontre todos os inteiros positivos que podem ser representados unicamente na
forma

2 +y

xy+1

em que x e y sao inteiros positivos.

Dicas

A resposta é todos os inteiros maiores do que 1. Para y = x+ 1 obtemos 1, e nao é uinico. Também
é possivel qualquer inteiro tomando x = y2. Um jeito de ver isso é notar que zy + 1 |  — y? com
combinacao linear. Com isso, se x # y? entdao xy + 1 < |x — y?| e, do original, zy +1 < 22 + 5. Se
|z —y?| = 2 —y?, ndo di certo (o divisor é maior); se |z —y?| = y*> —x, temos xy +1 < y? — 2z <
x <y—1. Além disso, 2y +1 < 22 +y <= y <z +1. Logo y = x + 1 e nesse caso a fracio é
igual a 1. Note que encontramos todas as solugoes.

(China 2005) Encontre todos os inteiros nao negativos z, y, z, w tais que 2*3¥ — 5*7% = 1.

Dicas

Se todas as varidveis sdo positivas, veja médulo 7 e sendo 32 = 2 (mod 7), prove que y é par;
vendo médulo 5, prove que x é par; e veja mdédulo 3 para achar a paridade de z (vou deixar vocé
descobrir qual é). Com isso, fatore, tire mdc, e use LTE.

Se um deles é zero, ndo é x; todos menos z podem ser zero, e obtemos (1,0,0,0). Se y = 0, veja
moédulo 4. Mostre que x é miltiplo de 3, e fatore de novo. Se y > 0, veja médulo 3, e mostre que
z > 0, e portanto w = 0, e caimos no caso anterior.

As solugoes sao (2,2,1,1), (1,0,0,0), (3,0,0,1) e (1,1,1,0).

(EUA TST 2009) Encontre todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que mn — 1 divide
(n? —n+1)%

Dicas

A resposta é (2,2), (12 +1,(t+1)2+1) e ((t +1)?> + 1,2 + 1), t inteiro nao negativo. Primeiro
prove que mn — 1 também divide (m? — m + 1)? para ganhar simetria. Depois diminua o grau:
mn—1| (m+n—1)2. Depois considere a solu¢iao minima (mg, ng), com mgy < ng e mg+ng minimo,
esejak = (m+n—1)2/(mn—1), e obtemos a equagao 2% — (kmg — 2mg +2)x + (mg — 1) + k = 0.
Entéao (mo, ((mo—1)?+k)/ng) é também solucdo. Logo (mg—1)2+k > mong < (mo+no—1)? >
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15.

16.

17.

18.

(mong — 1)(mono — (mo — 1)?) <= no+m3 > mang +2mg < no(m2 —1) < (mo—1)?-1<
mofl)2 = ng < mg + 1 oumg=1. Ou seja, mg = ng ou mg = 1.

Se mg = ng entdo m3 — 1| (2mg — 1) <= m3 —1|4mg+5 = m% — 1|9, e temos mg = 2;
de fato, a tnica solugdo com m =n é (2,2).

Semog=1,n9—1|n2 = ng=2, que dé certo, e k = (1 +2—1)2/(1-2— 1) = 4. Nesse caso,
cada nova solugao é obtida trocando n por 4m — 2m + 2 —n = 2m + 2 — n, e obtemos a recursao
ap=1,a1 =2eapt1 =20, +2—ay—1. Vendo alguns casos pequenos: 1,2, 5,10,17. Parece que
am =m? + 1, o que é facil de provar por inducdo. Com isso, podemos achar todas as solucdes.

Sendo k > 2 e ny,ng,...,ni > 1 nlmeros naturais tais que ng | 2™ — 1, n3g | 2" — 1, ...,
ng | 2™-1 —1emng |2™ — 1. Mostre que ny =ng =--- =ny = 1.

Dicas

Seja M = mmc(ni,na,...,ng). Prove que M | 2 — 1 e mostre que M = 1 usando as mesmas

ideias do exemplo 3.

(IMO Shortlist) Determine todas as ternas de niimeros inteiros positivos (a;m;n) tais que a™ + 1
divide (a + 1)™.

Dicas

Verifique que m é impar ou a = 1
para mostrar que (a™ +1)/(a + 1)
Com isso, a outra solucao ¢ (2,3,n

((1,m,n) é solugao). Se m > 1 ((a,1,n) é solugdo), use LTE
| m e faga uma desigualdade para mostrar que a <2 e m < 3.
), n>2.

(IMO Shortlist) Prove que, para todo inteiro positivo m, existe um ndmero infinito de pares de
inteiros (x,y) tais que:

® I e y sao primos entre si;

o y divide 22 +m;

o z divide 32 + m.

Dicas
Veja que xy | 22 + 32 +m e se k = (22 + y*> + m)/ry d4 para construir infinitos pares usando
equagdo do segundo grau (como no exemplo 2). E possivel até achar todas as possibilidades!

(IMO 2003) Determine todos os pares de inteiros positivos (a,b) tais que

a2

2ab? — b3 4+ 1

é um inteiro positivo.

Dicas

As solugoes sdo (2n,1), (n,2n) e (8n* —n,2n), n inteiro positivo. Note que 2a —b > 0. se b = 2a
da certo, entdo seja k = 2a — b > 0. Substitua e reduza a 4(kb? + 1) | (b+ k). Separe b = 1
(substitua direto com a). Faca a desigualdade para obter & > 4b? — 2b. Combinacdio linear leva
a 4(kb?> +1) | b* —2b — k. k = b* — 2b nos d4 a outra familia infinita de solugdes. Se ndo, a
desigualdade nos da k < b? — 2, que é um absurdo com a outra desigualdade. (As contas niao saem
tdo simples assim; é preciso fazer algumas estimativas.)

(Cone Sul 2012) Demonstre que nao existem inteiros positivos a, b, ¢, d, primos dois a dois, tais que
ab+ cd, ac + bd e ad + be sao divisores impares de

(a+b—c—d)(a=b+c—d)(a—b—c+d).
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Dicas

Primeiro mostre que mdc(ab + cd, ac + bd) = 1: se p # 2 divide ab+ cd e ac + bd, divide a soma
(a+d)(b+c) e a diferenca (a —d)(b—c¢). Sep|a+dep|a—d, p|mde(a,d); o mesmo para b e
c. Seplat+dep]|b—centao divide (a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c+d)=2a-2d-2b=0
(mod p), e p divide a, b ou d, e divide d, ¢ ou a respectivamente, absurdo de novo.

Entao (ab+cd)(ac+bd)(ad+bc) | (a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c+d) e fazemos a desigualdade
para ver que da errado; o inico caso que sobra é a +b = ¢+ d e andlogos, mas veja paridade para
ver que um deles é par e os outros sao impares.

APMO 1997) Encontre um inteiro positivo n, 100 < n < 1997, tal que 22 ¢ inteiro.
n

Dicas

Tente encontrar n = 2pq, p, ¢ primos fmpares distintos. Devemos ter 2279~1 +1 =0 (mod p) <

22¢-1 = —1 (mod p). Veja que (2?P=1/2)2 = 1 (mod p) <= 2°=1D/2 = £1 (mod p). Se
2(r=1)/2 = 1 (mod p), podemos tentar 2¢ — 1 = (p — 1)/2 <= p = 4q — 1. Analogamente,
2271 = 1 (mod q) <= 2843 = —1 (mod q) <= 2°=—1 (mod q) <= ¢=3ouq=11.

No primeiro caso, p = 11 e n = 66; no segundo caso, p = 43 e n = 946. De fato, uma busca no
computador mostra que n = 946 é a Unica possibilidade.



