O Teorema dos Nimeros Primos
Nivel U
(este programa é um oferecimento de ET)

1 Do que se trata?

Seja p,, 0 n-ésimo nimero primo:
p1 = 2 (ao contrdrio da crenga popular, 1 ndo é primo!), ps =3, ps=5, ps=7,...

Uma questao que sempre preocupou os tios e tias na escola é a questao do crescimento dos primos. Em
resposta & esta importante questao socio-familiar, dois matematicos, Hadamard e de la Vallée Poussin,
independentemente provaram o famoso

Teorema 1.1 (Teorema dos Nimeros Primos)

lim —" =1
n—oo nlogn

Em outras palavras, para n > 0 (i.e., n muito grande, tipo n = 2), temos que p, é aproximadamente
nlogn. Aqui, log denota o logaritmo em sua base predileta que, eu sei, é e = 2,718281 .. ..

A estreia do Teorema dos Nimeros Primos em 1896 foi um sucesso instantaneo. Desde entdo, este
teorema tem figurado no topo das paradas de sucesso, com diversas versoes relancadas ao longo do tempo.
Uma das mais populares utiliza a funcao

m(x) = quantidade de ndmeros primos < z

Teorema 1.2 (Teorema dos Numeros Primos, bis)

lim Ty
z—o0 2/ log x

Existe ainda uma terceira versao muito popular do Teorema dos Numeros Primos, que utiliza a
chamada fungao de von Mangoldt:

A(n) def { logp sen =p" é poténcia do primo p
0 caso contrario

Uma maneira de interpretar a fungao m(x) é como uma soma
m(x) = E an
n<lz

onde atribuimos “peso” a,, = 1 se n é primo e “peso”’ a, = 0 caso contrario. Com uma atribuicao de
n n
pesos um pouco diferente, a la “von Mangoldt”,

w(z) =3 An),

n<lzx

o Teorema dos Numeros Primos adquire uma forma particularmente simples:

Teorema 1.3 (Teorema dos Nimeros Primos, tris)

lim M

T—00 I

=1

E esta a forma do teorema que iremos provar. As equivaléncias entre as trés formas serd mostrada
mais tarde. Por enquanto, acredite em mim, pois é verdarde!



2 Prova miojo (fica pronto em 3 minutos!)

Agora vou mostrar uma prova “cozinhada” do Teorema dos Numeros Primos. Inicialmente, precisamos
de alguma forma conectar a Analise com primos. Mas isto é facil: qualquer matematico da esquina sabe
fazer isto, especialmente se este matematico se chama Euler. “Considere a seguinte série

def 1
C(s) = Z s
n>1
que converge absolutamente para Rs > 1,” diria Euler (se ele soubesse falar Portugués). Sé relembrando:
se s = o +it, com o,t € R, definimos
n® &

= n% . (elo8n)it = po. (cos(tlogn) + isin(tlogn))
de modo que |n®| = n?. Diria ainda Euler, “note que
1 11 1 soma 1\!
- 14 = 4 = 1 —
Zns H ( +ps+p25+p35+ )daPG H ( ps)

n>1 p primo p primo

pois expandindo o produto do termo central, pela fatoracao unica em primos, obtemos obtemos cada
parcela 1/n® da série definindo ((s) exatamente uma tUnica vez.” Assim, temos

C(s) = H (1—1>_1 para s > 1

s
p primo p

A fungdo ((s) pode ser estendida a uma fun¢ao meromorfa em todo o semi-plano $s > 0, com um
tnico polo simples em s = 1 e residuo 1. A ideia bésica é aproximé-la por uma integral que converge

nesta regiao. Temos
1 " dy 1
(né/n xé> — C(S)*S_ilfz%(s)

1 * dx
2 */1 DY
n+1
ou) ™ [ <1 - 1) ix
n n® xf

n>1 n>1
1

¢ analitica, e [¢n(s)| < SUPepnpnt1 |5 — L| < [s|/n®*! e portanto a soma dos ¢, (s) converge para
uma funcgao analitica em $s > 0. Note ainda que no semi-plano $s > 1 a fungdo zeta nao possui zeros
poisse s =0 +it,com o,t e Reo > 1,

o= I1 =L = 11 <1+1U>_1z I (1+;+;+;+...>_1:§(10_)>o

p primo p primo p p primo p p

onde cada funcgao

pS
Mas qual a relagao entre a fungao zeta e o Teorema dos Numeros Primos? Para ver isto, na fatoracao

de Euler basta tomar o logaritmo ou, mais precisamente, a derivada logaritmica de zeta:

d et ¢'(s)
7£10g4(5) - C(S)

Para s > 1 temos

O T2 x () x e

p primo p primo p primo ps
¢'(s) 111
<:>_C(S)_ Z logp Eﬁ‘ﬁ‘f’ﬁ‘f’

p primo

€ assim

Em outras palavras, o Teorema dos Numeros Primos consiste em estimar a soma dos coeficientes
da série de Dirichlet de —¢’(s)/¢(s). Isto é feito em dois atos: o primeiro consiste em expressar a soma
destes coeficientes em sua versao integral, utilizando o



Lema 2.1 (Truncamento) Sejam b > 1 ey > 0 ndmeros reais. Temos

1 b+ioco s 1 b+iT | s 1 se >1
y—ds 2f Jim —/ y—ds :{ Y
b

27 b—ico S T—o0 271 Jy_i7 S 0 sel<y<l1

Mais precisamente, temos

1o ysd 1+O(T\ﬁ>gy\) sey>1
—_— —as =
21 Jyir S O(#ﬁwl) sed<y<1

Assim, é de se esperar que, para b > 1 e z > 0 nao inteiro,

1 btioo ¢'(s) xfs 1 bioco A(n) af
s

— - .2 d
210 Jy o C(5) 270 Jyioe 2 M s

n>1

1 b+ioo s
Z Aln) - — / Mds (manobra suspeita mas otimista)
b

211 —ico S
n>1
= Z A(n) =¢(z) (truncamento)
n<x

Embora a manobra suspeita nao se justifique, a versao mais precisa “com erro” do truncamento
ainda permite escrever ¢ (x) utilizando a integral de {'(s)/{(s). O segundo ato contém a passagem mais
delicada de todo o argumento, pois utiliza a continuagdo analitica de ((s) na regido 0 < Rs < 1l e a
seguinte versdo fraca da hip6tese de Riemann. A hipdtese de Riemann originalmente afirma que, nesta
regifo, ¢(s) = 0 = s = 1/2; mas isto deixo como exercicio para o leitor!

Teorema 2.2 (Poor man’s Riemann Hypothesis) Existe uma constante ¢ > 0 tal que

1.
C
>1 - -
e e (S R
8 ¢(s)
S
= O0(log®>T
05 (log™T)
para
C
>1-— < |3s| <
Rs > 1 STos(T +2)’ 2< Qs <T

Utilizando as estimativas acima, uma integragao de contorno padrao (que invade a regiao 0 < fes < 1)
completa a demonstragao do teorema:

Teorema 2.3 (Flipping) Seja x = N 4+ 0.5 > 100 para algum N € N e seja ¢ como no teorema

anterior. Sejam ainda
c

Entao
1.
1T () af x® 2 log(2)
- — g _r i A A
v(@) =55 /ZHT s &7 O(T(b - 1)) +0 ( T 7 ng)
2.

1 b+eT ¢'(s) af a1 3 b log?T
—/b_iT _C(S) -?dS—x—i—O(;v log T)—I—O(logx- T )




Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que

Y(x) =z + O(zexp(—cy/log x))
e portanto lim, o ¥ (x)/x = 1.

Bem, vejamos agora os detalhes!

3 Provas honestas

3.1 Equivaléncias entre as diversas formas do Teorema dos Niimeros Primos

A titulo de exemplo, vamos mostrar que

hm Y@ 1 g )
r—00 I T—r00 m/log:lc

deixando a outra equivaléncia como exercicio para o leitor.

Y(x) = Z A(n) = Z H?E;J logp < logmz 1=mn(x) - logx

n<z p<z p<w

Temos

de modo que

Por outro lado, se 1 <y < =,

log p P(x
@) =r)+ Y 1<am+ Y BE <y )

logy logy

y<p<z y<p<z
Tomando y = log%, temos
7T(:,C) < 1‘2 + ¢($) — 7‘—(33) < 1 + ¢(3«") log z
log”2  og (%) z/logx ~ logx z logx —2loglogx
og®x

Basta agora tomar o limite quando x — oo.

3.2 Truncamento

Suponha inicialmente que y > 1. Basta fazer uma integragao em torno de um retangulo de vértices a+iT
e b+ iT com a < 0. Como y°/s possui um dnico polo em s = 0 e residuo 1 no interior deste retangulo,
temos

1 [T s 1 patiT s 1 =il s 1 [biT s
2wy Jy_ir S 270 Jypir S 27t Jopir S 2me Jo_iT S

a—iT s a+iT s a , o b
/ Y ds| = / Y_ds / yda‘g 4
b—iT S bpiT S y 1 Tlogy

a—1T ys ya
/ —ds| <2T-=— — 0 quando a — —o0
a+1T S |a’|

e estimativas

donde o resultado segue.

A prova no caso em que 0 < y < 1 é andloga, agora com a > b; observe que neste caso y°/s é
analitica no interior do retangulo.



3.3 Flipping

Vejamos inicialmente como escrever 1(x) em sua versao integral. Note que, para 8s > b > 1, temos

A 1
Z () < Z ogn — 0 quando N — oo
n?

s
n>N n>N

de modo que Zn>1 % converge uniformemente em Rs > b > 1. Assim,

b+iT o s b+iT b+iT s
LT P 2y L
21i Jy_;p  C(s) s 271 Jy_ir = ns = omi fy i s
(z/n)?
= A
T; (n) +O( T|logx/n)

Vamos estimar o termo de erro. Dividimos a soma em dois pedagos: o primeiro contendo os termos para
os quais |log(z/n)| > 1og2 <~ n<z/2oun>2x:

- T| log x/n | Tlog?2 nb T /), b T(b-1)
n<z/2 n>1

ou n>2x

O segundo termo é

(x/n)’A(n) _ 2°log(2x) N=1 du 1 2 du
Z T|log(z/n)| — T </$/2 log(N +0.5)/u * log(N +0.5)/N + N1 logu/(N + 0.5))

x/2<n<2z
b

T
. 1 pbHT  (s) 2t g . . . .
Vejamos agora como mostrar que ot Jo—ir TS ?ds é assintoticamente igual a x. Para isto,
considere a integral em torno do retdngulo de vértices b +4T e a + ¢T. Lembrando que ¢(s) 1 5+
possui um polo simples com residuo 1 em s = 1 e que ((s) # 0, o tinico polo simples de — (( )) % no
interior deste retangulo é s = 1, com residuo
/ s ! -1 2 s
Jim — S (8) .ﬂ.(s_l):hmw.ﬂ:x
s—1 C(s) S s—1 C(S)(S — ].)
Portanto
1 b+iT C/(s) s 1 a+iT C/(S) s 1 a—iT CI(S) s 1 b—iT CI(S) s
— — —ds+— — —ds+— — —ds+— — —ds =
2mi Jy_ir  ((s) s 210 Jppir C(s) s 21t Jopir  C(8) s 210 Joir  C(s) s

Agora fazemos algumas estimativas. Temos
/a—iT C/(S) s a+iT C/(S) s
— . 7d8 e
b—iT ¢(s) s

- —ds
Finalmente

b P b 2
x z log=T
< L de — .
b+iT C(s) s N /a T do =0 (10g$ T )
a—1T ! s T
/ ) 2 < /
a+iT C(s) s -T

2 T
z“ z“ a 2 dt a 3
. = + %1 I — | = 1 1
PEST dt =0 ( a /0 dt + z%log /2 p ) O(z%log” T)

Para concluir o teorema, basta fazer as escolhas

¢'(o+1T)
C(o+1T)

¢'(a+it)
C(a +it)

1
b=1+— T =exp+/logzx
log x

3.4 Poor man’s Riemann Hypothesis

Esta é a estimativa mais delicada da prova. A prova agora emprega um engenhoso truque, devido a
Mertens, baseado na identidade

3+ 4cosf 4 cos20 = 2(1 + cos 0)?




que implica

(o) wClo+it) ('(o+2it)
¢(o) AR C(o +it) 3%C(U + 2it)

para t e o > 1 reais utilizando a expansao

—3R >0 (*)

B (o +it) Z Aln —a—it) _ Z A(n)n=7 cos(tlogn)

O'—|—Zt et

Para relacionar a desigualdade acima com os zeros de (s), vamos obter algumas estimativas para
os trés termos em (*). A ideia bésica é utilizar a seguinte decomposigao em “fragoes parciais”

‘?3_ B E:Q+mw Q)—§3Q1p+i>

onde B é uma constante e p percorre todos os zeros nao trivias de ((s) (i.e., com 0 < £p < 1). Esta
férmula é discutida mais tarde, por hora vejamos como ela encerra a prova do teorema. Mencionamos
que existem maneiras mais elementares de deduzir estimativas um pouco piores, mas ja suficientes para
demonstrar o Teorema dos Numeros Primos, porém um tanto trabalhosas (ver por exemplo o livro do
Landau citado na bibliografia). Entao, por preguiga, vou apresentar esta prova mais simples.

Seja o e t reais com 0 < o < 2 e [t| > 2. Para s = o + it temos

Z (len _ 21n> S (;n + 2171) + Y 4|Z|2 = O(log [t])

n>1 1<n<|t| n>|t|

de modo que

¢(s) _ 11
55 = Zp:<s—p+p> + O(log |t]) (1)

Agora suponha ¢ > 1. Como 0 < Rp < 1, temos §R1 >0eRE 1 > 0, para um zero nio trivial
p=a-+bi com a,b € R, obtemos

('(o) 1
—R < 1
(o) o

C’(a + it) 1 B 1

o) = Nogaz, TOUeelt) =~ 7= + Olloglt)
(U + 22t)

CET) C(o+2it) — < O(log [t])
Logo, de (x), temos
3 4

oc—1

— = 4+ O(loglt)) > 0
g —a

Ou seja, para alguma constante A > 0, temos
3 4
—— + Aloglt| > ——
oc—1 oc—a

Se agora a = 1—4§ para algum ¢ > 0, tomando o = 1+4J obtemos Alog|t| > 1/200 <= & > ¢/ log(|t|+2)
para alguma constante ¢ > 0. Isto mostra que ((s) # 0 na regiao

¢
Rs>1— ——————— Ss| > 2
5= log(|Ss| +2)” [Ss] 2

Vamos agora obter uma estimativa para [¢’(s)/{(s)|. Inicialmente, tome s = 2 + it em (}):

C@2+it) 1 1
C2+it) zp: (2+it—p * ,0) +Ollog )



Como [¢"(2 4 it) /¢(2 +it)| < 32,5, A(n)/n* = O(1), obtemos

S (553 + ) = Otz 8

Esta expressao permite obter algumas estimativas sobre a distribuigdo dos zeros nao triviais de ¢(s). Por
exemplo, como 8‘%% >0e %Tlt—p >1/5se |t — Sp| < 1, temos que
#{p | p é zero ndo trivial e |t — Sp| < 1} = O(log |t])

1 s 15
2+it—p — (t—Sp)2?

> s = Ol

[t—Sp|>1

Da mesma forma, se [t —Sp| > 1, como R temos

Vamos retornar & estimativa para |¢'(s)/{(s)|. Subtraindo (1) de (}) ficamos com

¢'(s) _ 1 )
¢(s) _¥<Sp 2+itp>+0(l g [t[)

1 1 1 1
P> <S—p2+ﬁ—p>+ > (S_p2+”_p>+0@%M)

[t—Sp|<1 [t—Sp|>1

Se |t — Sp| > 1, como Rs > 0 temos

v ! ’< > g = Ollosli)

M e

Por outro lado, se [t — Sp| < 1e

c
Rs>1— ————— 2< IS8 <T -1
7= T Qlog(T +2)° < sl < ’
como ja sabemos que
c c
Rp<1-— <1- ,
P og(Sp[+2) = log(T +2)
temos
1 1

2
+1<-log(T+2)+1
c

— : <

s—=p 2+”PM_BM
Como a quantidade de p’s satisfazendo [t — Sp| < 1 é O(logT), obtemos
¢'(s)
((s)

2
gg%w+mmm%n+0mgm:0mgﬂ

4 Mais sobre Zeta

Por fim, algumas palavras sobre como obter a decomposicao em “fracoes parciais” da funcao zeta. Como
este material é relativamente padrao dos livros de Teoria dos Numeros e Andlise Complexa (e como a Nelly
estd me cobrando urgentemente este material), aqui vou s6 fazer alguns comentdrios. Primeiramente,
temos a famosa

Teorema 4.1 (Equagao Funcional) A fungao ((s) se estende a uma fun¢ao meromorfa em todo o
plano complexo. A funcdo

€ inteira e satisfaz a equagdo funcional

Aqui, T'(s) denota a funcdo gama de Euler.
Prova Ver Conway, VII, §8, p. 187 ou Neukirch, VII, p. 419. O



Como I'(s) possui polos simples em s = 0,—1,—2,—3,..., temos da equagio acima que ((—2n) =0
para n = 1,2,3,..., os chamados zeros triviais. Como vimos, qualquer outro zero de ((s) pertence &
regido 0 < RNs < 1 e sdo simétricos em relagdo a reta Ns = 1/2 pela equacao funcional. A hipdtese de
Riemann conjectura que na verdade todos estes zeros pertencem a reta Jts = 1/2.

Agora um resultado geral de fungoes inteiras (ver Conway, XI, p. 279) implica que

Teorema 4.2 Temos a fatoracdo

onde p percorre todas as raizes (lriviais e ndo triviais) de E(s).

2

A decomposicao em “fragoes parciais” é obtida tomando-se a derivada logaritmica da expressao
acima e separando os zeros triviais e nao triviais.
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