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1 Introducao

Uma ferramenta muito interessante em olimpiadas de matemaética é o uso
das funcoes geratrizes. Através delas, somos capazes de aliar algebra e com-
binatoria para provar varios resultados muito interessantes.

Vamos comecar definindo o que é uma funcao geratriz. Considere uma

sequéncia de ntmeros:

Qg, A1, A2, " -

A funcao geratriz associada a sequéncia acima é a série abaixo:

f(x)=ao+a-v+ag-2*+---

Mas, qual a vantagem de associar uma sequéncia a uma série? Vejamos

um exemplo:
Problema 1 Sejaag=1,a;=1¢
ap =4 -ap_1—4 -ap_9a Yn =2
Calcule a,, em funcao de n.

Solucdo: Considere a fungao geratriz onde cada termo a; é exatamente o
1-ésimo termo da sequéncia do enunciado. Dali, temos que:



flx) = ap+ay-x+ay-2*+az-2°+---
f@)—1—2 = (4-a1—4-ap) -2+ (4 -ay—4-a)-2°+---
fl@)—=1—2 = (day-z+4ay-2°+--) z— (dap+4ay -z +---) -2
@) —1-5 = do(f(@)—1) - 42/(2)
fx)-(1—4r+42?) = 1+ax—4da=1-32

Por enquanto, para continuar o raciocinio, vamos supor que:

1
4=
x # 5

Dali, temos que:

flx)-(1—4r+42*) = 1+x—4o=1-3z

1-22 -2
flx) = =22
1 1
f@) = T, =% =y

Para continuar a solugao, precisamos lembrar do famoso caso das PGs
infinitas. Por ora, vamos simplesmente “impor” que:

1
|2x|<1—>|x|<§

Olhando pela primeira vez, parece estranho, mas note que nao ha nada
que impeca essa restri¢gao ao valor de x. Além disso, hd uma vantagem: agora
podemos usar a formula da soma da PG infinita. Com isso, temos que:

1

Z$":1+x+aj2+---=
11—z

n=0

Outro fato muito conhecido é resultante de elevar ao quadrado (ou “tirar
a derivada”) o resultado acima. Nesse caso, podemos concluir que:

( ! >2 — (l4z+22+-)

= 1—|—2x—1—3x2+4x3—|—5x4—|—...:an"_l
n=1
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Com os resultados acima, podemos terminar a questao. Para isso, volte-
mos ao ultimo resultado encontrado:

1 1
R e A sy
fl@) = Y @o)" =2 n-(22)""
flx) = Zanx" = Z (2" —n-2""N) 2"

Portanto, temos que:

ap =2" —n-2""1 Vn € Zs

1.1 Para treinar um pouco

Problema 2 Considerando a sequéncia de Fibonacci:

FO:O Flzl
Fo=F,1—F, 2 n=2

a) Prove que a funcdo geratriz associada, isto é, f(x) definida por:

n=0

¢ igual a:

X

fz) =

1—2—22

b) Usando a férmula do item anterior, prove que:

e (50) - (57
" 2 2
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2 Usando numeros binomiais

Uma das maiores utilidades de fungoes geratrizes esta em resolver problemas
de contagem. Em particular, problemas que envolvem escolher itens de um
conjunto relacionam-se com fungoes geratrizes de forma que o coeficiente de
x™ esta relacionado ao niimero de formas de escolher n itens. Vamos comecar

do basico.

A sequéncia de nimeros:

() () () 000

possui a seguinte funcao geratriz associada:

Por exemplo, temos que:

e O coeficiente de 23 é (g) e representa a quantidade de maneiras de

escolher 3 elementos de um conjunto com n opgoes disponiveis.

e O coeficiente de 2"*! ¢é 0 e representa a quantidade de maneiras de
escolher (n + 1) elementos de um conjunto com n opgoes disponiveis.

Podemos aproveitar para lembrar a definicao formal de niimero binomial:

2.1 Definicoes de nimeros binomiais

e Para qualquer ntimero real u e nimero inteiro positivo k, nés podemos
definir nimero binomial “estendido” como:

(Z) _u-(u—l)-;;!(u—k:—i—l)

e Além disso, nés podemos definir:

(g)zl Yu € R



e Como consequéncia da primeira definicao, temos que: Para inteiros positivos
n e k, podemos concluir que:

(7) =)

Note que com os exemplos acima, podemos analisar as fungoes geratrizes
de fungoes como

afiyz*l_@4’VT:5:“+xﬁf“

Através da seguinte expressao: Para todo ntimero real u, temos que:

(1+x)“=§(2) = (g)+(?>x+(g)m2+

Para fixar melhor, vejamos um exemplo de aplicagao:

2016

Problema 3 Calcule o coeficiente de x na funcao geratriz abaixo

1
(1—2)2- (14 x)?
Solucao: Sejam A, B, C' e D coeficientes tais que:

1 A B C D

(-2 (122 (-2 (-2 (+a) (1+a)7

Fazendo as contas, temos que:

1 :(—A+C)-:1:3+(—A+B—O+D)-ac2+
(1—2x)?2- (14 x2) (I1—x)?2-(1+42)2
(A+2B—C—2D) -2+ (A+B+C+D)

(=) (1 +a)

Comparando coefientes, podemos concluir que:

—A+C =
~A+B-C+D =
A+2B-C—2D =

A+B+C+D

_ o O O

Resolvendo, temos que:



Pela primeira equacao: A = C;

Aplicando o resultado anterior na terceira equacao: B = D,

Aplicando os dois resultados anteriores na segunda equacao: A = B =
C = D;

Usando o resultado anterior na quarta equagcao:

1
A=B=C=D=-
C 1

Com isso, podemos concluir que:

1 __}'( 1 N 1 N 1 N 1 )
(1—z)2-(1+2)2 4 \(1-2) (Q-22 @Q4+2) (1+)?
:1-MA%—@r4+u+«-@r?+u+xr?+u+xrﬂ

4
(—kn> _(—1)t (n+llz—1)

Lembrando que:

Temos entao que, em cada um dos termos acima , o coeficiente de 22916 é
igual a:
o (1+ (=)™
-1 2016 —1 2016 2016 1 2016
P (— — . —1 . — .
<2016> (=2) 2016) (VT E 2016
o (1+(-2))~°



2016

Podemos, entao, calcular o coeficiente de x na funcao geratriz:

[ —1 N -2 N -1 N -2
| \2016 2016 2016 2016
[ —1 n -2
| \2016 2016
[ 142016 -1 242016 -1
_1)2016 | _1)2016
( ) ( 2016 ) +(=1 ( 2016 )}
[ /2016 n 2017
| \2016 2016
142017

2
= 1009

N = N~ N = =




3 Variando a funcao geratriz

Em certos casos, é mais interessante associar a sequéncia de nimeros:

Qp, A1, A2, " - -

com outra fungao geratriz:

g(x) = 2% + " + 2% + - - -

Vejamos um exemplo simples:
Problema 4 Quantas solugoes inteiras possui a equagao

a+b+c=6

satisfazendo —1 <a<2e 1< b c<4?
Solugao: Percebamos que:

e Como —1 < a < 2, entao podemos associar a contribuicao de a com a
fungao geratriz:

g(z) =2 +2°+ 2" + 27

e Como 1 < b,c < 4, entao podemos associar as contribuicoes de b e ¢
com as funcgoes geratrizes:

g(z) = 2" + 2% +2° + 2*

Portanto, nosso interesse é procurar o coeficiente de 2° na funcao geratriz
abaixo:

fz) = (@' +2°+2' + 27 (@' + 2 + 2> + 2*)?
= 2z -(1+a+2°+2°)>°

1—24\?
_ x'(1—x)

= z-(1-3z" +32% —2") - (1 + (—2))°
= (v —32° + 32 — 2"®). [Z(—l)k . (_]{73) xk]
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Notemos que o somatério relacionado a (1 — z)® comega com k = 0.
Portanto, o coeficiente de 2% procurado é igual a:

S () FXCU RN ()

= -1 (-7 (3+§_1) +3- (=17 (31—1)

-0+ 0)

= 21-3-3=12

3.1 Para treinar um pouco

Problema 5 (Nordica/2000) De quantas formas o numero 2000 pode ser
escrito como soma de 3 inteiros positivos tais que a1 < as < az?

3.2 Falando mais sobre particoes

Uma particao de um inteiro n é uma sequéncia nao crescente de inteiros
positivos a; = as = - -+ > ay tais que:

n=a+ay+---+a

Dizemos que os a;’s sao partes da particao.

Nesse caso, costumamos definir p(n) como a quantidade de formas distintas
de particionar o nimero n. Por exemplo, p(4) = 5, pois temos as seguintes
particoes:

o 4=14;

e 4=3+1;

e 4=2+42;

e 4=2+1+1;

e 4=1+1+1+1.

Por convencao, p(0) = 1.
Vamos resolver uma questao cléssica sobre o assunto:

Problema 6 Seja n um inteiro positivo. Sejam



e f(n) o nimero de partigoes de n em partes distintas;
e ¢g(n) o ntmero de partigdes de n sendo todas as partes impares.

Prove que f(n) = g(n).
Solucao: Pelas definigdes dadas no enunciado, temos que:

e f(n) é igual ao coeficiente de =™ em:

fn)y=Q0+z) - 1+2%)- -1+

pois cada nimero i, representado por (1 + z*) pode participar ou nao
da particao.

e g(n) é igual ao coeficiente de z™ em:

gn) = (@ + 2" + 22 ) (@ 2 e )
(@ )

onde cada termo z'7 representa que o impar j foi somado i vezes na
partigdo. Arrumando g(n):

g(n):(1+x—|—x2+---)~(1+x3—|—x6+---)-(1+x5+x10+---+)-~

Vamos primeiro melhorar ¢g(n). Tomando x tal que |z| < 1, teremos entao
muitas somas de PG infinitas. Dai, temos que:

gn) = (I+a+2+-) - 1+2°+2°+) - 1+ +2" 4+ +) -

o = (75) (%) ()

Agora basta ajustar f(n). Dai, podemos concluir que:

fn) = (A4+2)-1+2%) -1 +2%--

- (75) (55) (=5)

Dai, notemos que f(n) = g(n), pois na fatoracao de f(n) sé restardo os
temos do tipo:

1 ..
—— ¢ impar
1—xa P
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3.3 Generalizando...

Problema 7 Seja p(n) o niumero de particoes de n. Mostre que a fungao
geratriz para p(n) é igual a:

o= (i5) (2) () -
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4 QOlhando raizes da unidade

Em algumas situagoes, o mais interessante nao é fazer || < 1, mas sim
observar as raizes da unidade. Antes de tudo, relembremos o que sao raizes
da unidade:

Uma n-ésima raiz da unidade é um nimero complexo w tal que w™ = 1.
Por exemplo, as raizes quartas da unidade sao : +1, 4. E possivel provar,
porém foge do escopo desse material, que:

2k
w = cis (—) E=0,1,---,(n—1)
n
Sendo cis () = cos () + i - sin ().
Uma relacao extremamente 1til sobre raiz da unidade w, provada, por
exemplo, com relacao de Girard, estd a seguir:

l4w+w+ - +w" =0 w#l

Vejamos dois exercicios resolvidos:
Problema 8 Um retangulo a x b pode ser coberto completamente, sem bu-
racos, excessos ou sobreposicoes, com pecas do tipo p X 1 e 1 X ¢, sendo a, b,
p e q inteiros positivos fixados. Prove que pla ou ¢|b.
Obs.: As pecas nao podem ser rotacionadas. Em outras palavras, uma peca

1 x k é diferente de uma peca k x 1.

Solugdo: Coloquemos em cada peca localizada na posigao (i,7) o termo
2t -yl sendo 1 <i<ael<j<b Nesse caso, temos que:

e para cada peca p X 1, podemos associar a soma:

gy patt ey Py =0ty (T 2P
e analogamente, para cada pega 1 X ¢, podemos associar a soma:

xi-yj-(l+y+-"+yq_1)

Para facilitar entao, tomemos caras “adequados”. Sejam x e y tais que:

T=cs| — y=-cis | —
D q

12



Para esses x e y escolhidos, temos que a soma dos termos de cada peca
px 1loul x qéigual a0 pela relagao extremamente 1til citada.

Dai, como a cobertura é possivel, entao temos que a soma de todos os
nimeros da forma z' - ¢/, sendo 1 < i < ael < j <b éigual a 0. Dai,
temos que:

a b a b
DD ICRTED WD W
i=1 j=1 i=1 =1
B 1— 2 1—yb
T o1-a2 11—y

Dai, temos dois casos:

1.1—-2¢=0—2*=1:
Nesse caso, temos que:

0 (QW)a , (2%-@)
r =cs | — = Ci1S8 = 1
p p

2
o = % ke
p
< pla
2.1 —9y'=0—=¢y"=1:
Analogamente, esse caso leva a: ¢|b.
Problema 9 Encontre o niimero de subconjuntos de {1,2,---,2016} cuja a

soma dos elementos é divisivel por 13.
Solugao: Consideremos a fungao geratriz

fl@)=042) (1+27%)-- (1422

Note que cada subconjunto
{a17a27 o ,CLk} - {1727 o )2016}
corresponde a um termo da forma

l.a1+a2+'“+ak

13



na expansao de f(z). Portanto, para cada m, o coeficiente de 2™ em
f(z) é igual a quantidade de subconjuntos de {1,2,---,2016} cuja soma dos
elementos é igual a m.

Dessa forma, estamos interessados em calcular a soma dos coeficientes
de z* tal que 13|k. Nada mais natural, entdo, do que usar uma 13% raiz da
unidade, pois, nesse caso, s 0s termos que nos interessam nao sao zerados.
Facamos isso entao.

Seja w tal que:

(27
w=cis | —
13

Dali, pela relacao extremamente util, citada acima, temos que a resposta
procurada T ¢é igual a:

=53 (O +Hf@) +-+fw"))

Para entender melhor porque a expressao acima é a resposta procurada,
vejamos o coefiente de 2! na soma: S = f(1) + f(w) + -+ + f(w'?). Seja a;
esse coeficiente. Dai, temos que:

F1) = aptag+ee
ag+ay-w+---
fW?) = a+a-w+---

~
&
|

f(wn) = CL0+CL1'U}12+---

Portanto, o coeficiente de z; na soma S é igual a: 1 4+w +--- +w'?2 =0,
pela relacao extremamente util. A andlise dos coeficientes de z™, tal que
13 /m sao andlogos, pois para 1 < k < 12, o conjunto {k, 2k,--- , 12k} é uma
permutagao de {1,2,---,12} em relacdo a residuos (mod 13).

Agora, tentemos achar esse valor. Primeiramente, lembremos que os zeros
do polinomio y** —1 = 0 sao 1,w,w?, --- .w'?. Dali, temos que:

yP-1=y-1)-(y—w) -y (y—w?)

Fazendo y = —1, podemos concluir que:

14



2=(1+1)-1+w) -1+w?) (14w

Lembrando que 1 < k < 12, o conjunto {k,2k,---,12k} é uma per-
mutagao de {1,2,--- ,12} em relacdo a residuos (mod 13). Dai, temos que:

I+ -(T+™ - T+ (1 +w?) =2
Como 2016 = 13 - 155 + 1, entao nés temos que:

fWh = 1T+ (1 +w?) (1 + w200
— (141 (I +a™) - 1+ w™) (14w (14 Wb
2155 A (1 _'_wk>

Lembrando que f(1) = 2206 entao podemos concluir que:

1
T o= o () S ) e+ )
1
— E [22016_'_2155‘ (12+w+w2+._‘+w12)}
— % . (22016 4 2155 . 11)
22016 + 2155 .11

13

T =

4.1 Para treinar mais um pouco

Problema 10 Encontre o nimero de subconjuntos de {1,2,---,2016} cuja
a soma dos elementos é divisivel por 61.

15



5 Questoes

Problema 11 (Itdlia/1996) Dado o alfabeto com trés letras a, b e ¢ encontre
o numero de palavras com n letras contendo um niimero par de a’s.

Problema 12 Calcule a,, sabendo que:

CL(]:l CL1:2

Gpyo = Dpy1 — 4a, Yn =0

Problema 13 (Kosovo-TST/2015)

a) Prove que para todo natural n, existem naturais a e b tais que:

(1-V2)"=a—-b-V2
a* —2b° = (—1)"

b) Usando a primeira equacao, prove que para todo inteiro n existe um inteiro

m tal que:
V2-1)"=vm—-vm—1

Problema 14 (Teste Cone Sul/2013) Uma sequéncia de numeros reais ap,
ag, ..., Gy, ... € tal que a; =1, as = 9 e ay49 = 14a,41 — a, — 4 para todos
os inteiros positivos n. Prove que para cada inteiro positivo n o ntmero a,
¢ um quadrado de um ntmero inteiro.

Problema 15 a) Sejam «, § nimeros complexos. Determine a funcao gera-
triz da sequéncia a,, tal que:

a=a a =0

Ap = Qp—1 + Qp_g VN > 2

b) Determine a fungao geratriz para a sequéncia b, tal que:

bOIO
bn =20, 1+nVn =1

16



Problema 16 Sendo n um inteiro positivo, seja a,, o nimero de formas de n
reais ser trocado em moedas de 1 real ou cédulas de 2 reais. Por exemplo,
az = 2 pois temos duas formas de trocar 3 reais: 1 cédula de 2 reais + 1
moeda de 1 real ou 3 moedas de 1 real. Calcule a,,.

Problema 17 Seja n um inteiro positivo. Calulce o niimero a,, de polinémios
P(z) cujo todos os coeficientes estao em {0,1,2,3} tal que P(2) = n.

Problema 18 No Brasil, existe moedas de 1, 5, 10, 25, 50 centavos e a mo-
eda de 1 real. De quantas formas distintas podemos juntar 1 (ou seja, 100
centavos) com essas moedas?

Problema 19 Seja n um inteiro positivo. Mostre que o niimero de particoes
de n em partes impares maiores que 1 é igual ao ntimero de partigoes de n
em partes distintas, sendo nenhuma delas uma poténcia de 2.

Problema 20 (Shortlist-IMO/1998) Sejam ag, a1, az, - - - uma sequéncia cres-
cente de inteiros nao negativos tal que cada ntimero inteiro nao negativo pode
ser expresso unicamente na forma a; + 2 - a; + 4 - a; sendo 7, j, e k nao ne-
cessariamente distintos. Determine aqggs.

Problema 21 Uma sequéncia de 2n parenteses é considerada vélida se:
e existem n abre parenteses e n fecha parenteses;

e considerando uma soma S = 0, ao percorrer a sequéncia da esquerda
para direita, adicionando 1 a cada abre parenteses e subtraindo 1 a
cada fecha parenteses, entao essa soma nunca é negativa.

Seja (', a quantidade de sequéncias véalidas com 2n parenteses. Por exemplo,
para Cy = 2, pois hé 2 sequéncias possiveis com 2 pares de parenteses: ()()

e (() -
Obs.: Considere Cy = 1.

a) Prove que:
Ch=0Ch1-Co+Chg-Ci+--+C-Cha+Cy-Cpy

17



b) Sendo f(x) a fungao geratriz associada, isto é:

f(z) = Z C;-a'
i=0
Prove que:

f(x) = Co+ - (f(x))

¢) Demonstre que:

1 1 3-1 5-3-1
Y/ P Ly [ ) VY I Sy S S
(1—4dx)/* =1 T 2z 5 4.z i 8- x m

C - 1 <2n>
n+1 n

Obs.: C,, é chamado de n-ésimo numero de Catalan.
Outra questao bastante classica associada a tal numero é a de provar que
hé C,, formas diferentes de dividir um poligono convexo de (n + 2) lados em
triangulos a partir dos tracos de algumas de suas diagonais, sendo os lados
de tais triangulos os lados ou as diagonais de tal poligono.

216- 2t — ...

d) Mostre que:

Problema 22 (IME/2005) Sejam Sy e Sy somas definidas por:

= (3)+(7§)+"‘+(3~T%J)
RYORCERNKIN

Calcule os valores de Sy e S; em funcao de n.

Sugestao: utilize o desenvolvimento em binomio de Newton de ( 1+ cz’s%’r)n.

—~

Problema 23 E possivel particionar o conjunto N de todos os inteiros posi-
tivos em mais que um, porém um numero finito, de progressoes aritméticas
de forma que elas sao todas duas a duas distintas entre si?

18



Problema 24 (IMO/1995) Seja p um ntmero primo impar. Encontre todos
os subconjuntos A de {1,2,--- ,2p} tais que:

(i) A tem exatamente p elementos;

(ii) a soma de todos os elementos de A é divisivel por p.

Problema 25 (Bulgdria-TST/2005) Encontre o nimero de subconjuntos B
do conjunto {1,2,---,2005} tal que a soma dos elementos de B deixa resto

2006 na divisao por 2048.
Obs.: Questao pegadinhal

19



6 Algumas séries formais conhecidas

Formula fechada

Sequéncia Série formal
(1,1,1,1,..) >0 2" =
(1,-1,1,-1,...) > nso(—1)ma” S
(17071707"') ZnZO LEQTL 1—1x2
1, sekl|n .
an = { ;o ano ‘Tk 1—190’“
0, caso contrario
(1, 2, 3, 4, .. ) ano(n + 1)=73n (1,135)2
(17 Cv£§)7 (g}ré : ) EnZOJEZZ'fn (1 —il x)c
(1’0’(2)7(3)7' ) ano( n )a”n 1—x)°
(17 ¢, 627 037 ) Zn>0 cra” 1jcx
m+1 m+2 m-+3 (m+n\ .n
(L () (7)) Yonzo ("n)w T
(Oulaévév"') anl %_1 h’lﬁ
(0 1 _%7 %7 ) ZnZl (71)71 - ln(l +x)
( 7 ’ n ex

ZnZl %
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7 QOutras questoes de recorréncia

Problema 26 Prove as seguintes formulas da sequéncia de Fibonacci:
a) Fop+Fi+--+ I, =F, 15— 1;

b) o - +F— - —Fy g+ Fop = Fopq — 1

d

)
)
c) Fg+Fi+Fi+--+F*=F, -F,;
) Fpor - Fopr = F7+ (=1)"

) F

€ m+4n+1 — Fm+1'Fn+1+Fm'Fn-

Obs.: Na sequéncia de Fibonacci, temos que: Fy = 0.

Problema 27 (Alemanha/2001) Seja uma sequéncia a; € R, i € 1,2,--- ' n
tal que:

Clozl

Qpt1 = Gp + (an—‘rl + an)

Prove que tal sequéncia ¢ unica e encontre uma férmula para a recorréncia
definida por esta sequéncia.

Problema 28 (Turquia/1998) Seja a,, uma sequéncia de nimeros reais defi-
nida por:

alzt

1 =4-a,-(1—a,), n=1

Para quantos valores distintos de ¢ temos aig9s = 07

Problema 29 (Sérvia/2011) Seja n > 2 um inteiro. Seja ag,--- ,a, uma
sequéncia de reais positivos tais que:

(ak—1 + ag) - (ar + ags1) = (Qg—1 — ag41)

para todo k =1,2,--- ,(n — 1). Prove que a, < —15.
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Problema 30 (Irlanda/1999) Mostre que existe um nimero positivo na sequéncia
de Fibonacci que ¢é divisivel por 1000.

Problema 31 (Seletiva Fortaleza - Rioplatense/2012) Mostre que se p é um
divisor primo de Ly, — 2, entaop p é um divisor primo de Lo,+q — 1.

Obs.: Ly é a sequencia de Lucas: Ly = 2 ; Ly = 1 e, para k > 1:
Liy1 = Lg+ Ly—1.

Problema 32 (Bulgdria/2012) A sequéncia a,as,--- é definida pela regra:
Upt1 = Ay +2-t(n),Vn > 1

sendo t(n) o nimero de divisores positivos distintos de n. E possivel que dois
termos consecutivos da sequéncia sejam quadrados de ntimeros naturais?

Problema 33 Considere a sequéncia:

2
a + 2
1
Upyo = —F = paran >0

n

Determine o valor de a,,.

Problema 34 (Espanha/2012) Uma sequéncia (a,),>1 ¢ definida pela re-
correncia:

a] = 1 a9 = 5
an i +4

Qp—2

Ay —

Prove que todos os termos da sequéncia sao inteiros e determine o valor de a,,.

Problema 35 (Lista Cone Sul/2014) Considere a sequéncia (z,),>1 tal que:
I = 1 Tog = 2011
Tpao = 402221 — ¢y, Vn=10,1,---

Too12 + 1

~5010 é um quadrado perfeito.

Prove que

22



Problema 36 (Lista Cone Sul/201}) Seja a,, uma sequéncia de inteiros tais
que:
m—1)-app1=mMn+1)-a,—2-(n—1), Vn>1

Sabendo que 2016|ag0;5, encontre o menor valor de n > 2 tal que 2016|a,,.

Problema 37 (Teste Cone Sul/2013) Seja x1 = 1 e para todo inteiro n > 1
seja x, definida por:

L,
Tpyl = Tn + L—J + 2
n

onde |n] denota parte inteira de n. Encontre o valor de x9013.

Problema 38 (IMO - Shortlist/2006) Uma sequéncia de nimeros reais ag, ay, - - - , Gy
¢ definida da seguinte forma:

ag ¢ um numero real qualquer;
ant1 = |an] - {an} paran >0

Prove que a,, = a,,2 para algum n.

Problema 39 (Rissia/2008) As sequéncias a,, e b, sao definidas da seguinte
forma:
a; = 1 s bl =2
n CLTL

Prove que aggos < 5.

Problema 40 (Ibero/2002) A sequéncia (a,,),>1 ¢ definida como:
ay = 56

Api1 = Qp — - para cadan > 1
n

Demonstre que existe um inteiro k, 1 < k < 2002, tal que a; < 0.

Problema 41 (Ibero/2010) Determine se existe inteiros positivos a,b tais
que todos os termos da sequéncia x,, definidos por:

r1 = 2010 =z = 2011

Tpt2 = T + Tpi1 + AN/ TpZpir + b

sao inteiros.
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