XXXII Olimpiada Brasileira de Matematica

Gabarito Primeira Fase - Nivel Universitario

1) H4 muito tempo, em uma galdxia muito distante, utilizavam-se como referéncia para viagens
espaciais os pontos A, B,C, D, E, F,G, H, vértices de um cubo de aresta igual a um ano-luz
tendo os quadrados ABC'D e EFGH como faces e tendo os segmentos AE, BF, CG e DH como
arestas. Uma nave espacial viaja com velocidade constante em trajetéria retilinea de B para
C. Outra nave viaja com velocidade constante igual ao triplo da velocidade da primeira, em
trajetoria retilinea de A para G. Sabendo que a primeira atinge o ponto C' no mesmo instante
em que a segunda atinge o ponto G, determine a menor distancia entre as naves durante esse

deslocamento.
Solucao:
Dando coordenadas, suponha sem perda de generalidade que

A=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(1,1,0), D=(0,1,0),

E=(0,0,1), F=(1,01), G=(1,1,1), H=(0,1,1).

Se as posigoes (em funcao do tempo) das duas naves sao «(t) e (3(t), respectivamente, se t = 0

¢ o instante em que a(t) = C e §(t) = G et = —1 é o instante em que «(t) = B temos
a(t) = (1,1,0) +£(0,1,0), B(t)=(1,1,1)+ v3¢(1,1,1).

[3 pontos por escrever estas parametrizagées ou outras equivalentes.]



Assim o quadrado da distancia em funcao do tempo é

)= (1) = (1+V3))2+((1+8)—(1+vV38))2+(0—(14+31))?

=32+ (V3122 + 14+ 2V3¢ +3t2 = (10 — 2v3)12 + 2v/3 t + 1.

[Mais 3 pontos por escrever o quadrado da distancia em fungao de t.]
Temos
W (t) = (20 — 4v/3)t 4 2V/3.
Para ty = —2v/3/(20 — 4v/3) = —(3 + 5v/3)/44 ~ —0.265 temos h/(t;) = 0; para t < t, temos
h'(t) < 0 e para t > ty temos h'(t) > 0.
[Mais 2 pontos por encontrar t.]

Assim o minimo do quadrado da distancia é
h(to) = (29 — 3V/3) /44 ~ 0.541

e a distancia minima é

\/ (29 — 3v/3)/44 ~ 0.7355

[Mais 2 pontos por completar o problema.]



2) Quantos sao os pares ordenados (z,y), com z,y € {0,1,2,..., 142} tais que bx? + Ty*> — 1 ¢
multiplo de 1437
Solucgao:

Note que 143 = 11x13. Se N, é o ntimero de pares ordenados (z,y) com z,y € {0,1,...,p—
1} tais que 5x% 4+ 7y? — 1 é muiltiplo de p, entao a resposta do problema serd Ni; - Ny3. De fato,
5x% 4+ Ty? — 1 é multiplo de 143 se, e somente se, é multiplo de 11 e de 13. Por outro lado, pelo
teorema chinés dos restos, dados pares ordenados (z’,y’) com ',y € {0,1,...,10} e (2", y")
com 2" y" € {0,1,...,12}, existe um tnico par ordenado (x,y) com z,y € {0,1,...,142} tal
que z = 2’ (mod 11),z = 2” (mod 13),y =y’ (mod 11) e y = 3" (mod 13).

[5 pontos por reduzir o problema a resolvé-lo médulo 11 e médulo 13.]

Vamos agora calcular Ny; e Ni3. Os possiveis valores de 22 (mod 11) sao 0, 1,4, 9, 5, 3, sendo
cada valor nao nulo atingido para duas classes de congruéncia modulo 11. Assim, 5 é quadrado
médulo 11 mas 7 nao é, e portanto 522 (mod 11) assume os valores 0, 1, 3,4, 5,9, enquanto 72>
(mod 11) assume os valores 0,2,6,7,8,10 (nos dois casos os valores nao nulos sdo assumidos
duas vezes). Temos que 1 é o resultado médulo 11 da soma de nimeros dessas duas listas nas
formas 1 +0,4+8 e 5+ 7, 0 que dd 2 +4 + 4 = 10 solucoes médulo 11 de 522 + 7y> =1, e
portanto Nj; = 10. Analogamente, os possiveis valores de x*> (mod 13) sao 0,1,4,9, 3,12, 10,
sendo cada valor nao nulo atingido para duas classes de congruéncia médulo 13. Assim, 5 e 7
nao sao quadrados médulo 13, e portanto 5z% (mod 13) e 7z* (mod 13) assumem os valores
0,2,5,6,7,8,11 (os valores nao nulos sao assumidos duas vezes). Temos que 1 é o resultado
modulo 13 da soma de dois nimeros dessa lista nas formas 6 + 8,8 +6 e 7+ 7, o que da
4 + 4+ 4 = 12 solucoes médulo 13 de 52 + 7y? = 1, e portanto N3 = 12.

Assim, a resposta do problema é Ny; - Ni3 = 10 - 12 = 120.

[Mais 5 pontos por completar o problema.]



3) Dados dois polinomios com coeficientes complexos em uma varidvel f(x) e h(x), prove que
existe um polinémio g(z) tal que f(x) = g(h(z)) se, e somente se, existe um polinémio com

coeficientes complexos em duas varidveis q(z,y) tal que f(z) — f(y) = q¢(x,y)(h(x) — h(y)).

Solucgao:

Note que, se g(x) = a,z™+- -+ a1z +ag, entdo g(u) — g(v) = a,(u* —v")+- -+ a1 (u—v) =
(u—v)(au" ' +u" v+ -+ 0" )+ +a;) = R(u,v) - (u— v), para um certo polinémio
em duas varidveis R(z,y), e logo, se f(z) = g(h(x)), entdo f(x) — f(y) = g(h(x)) — g(h(y)) =
R(h(z), h(y)) - (h(x) — h(y) = q(z, y)(h(x) — h(y)), com q(z,y) = R(h(z), h(y)), 0 que mostra
a primeira implicagao.

[3 pontos por provar que, se existe um polinémio g(z) tal que f(z) = g(h(x)), entao
existe um polinémio com coeficientes complexos em duas variaveis ¢(z,y) tal que
f(x) = f(y) = q(z,y)(h(x) = h(y)).]

Vamos provar a volta por indugao no grau de f. Se o grau de f for 0, as duas afirmacoes
sao verdadeiras. Suponha agora que f nao é constante e que f(x) — f(y) = q(z,y)(h(x) — h(y))
(dai segue que h nao é constante). Fazendo y = 0, obtemos f(z) — f(0) = q(z,0)(h(z) —
h(0)), para todo z, e portanto, f(y) — f(0) = q(y,0)(h(y) — h(0)), para todo y. Subtraindo,
obtemos q(z,y)(h(x) — h(y)) = f(x) — f(y) = q(z,0)(h(x) — h(0)) = q(y,0)(h(y) — h(0)) =
q(z,0)(h(z) — h(y)) + (q(z,0) — q(y,0))(h(y) — h(0)). Assim, h(z) — h(y) divide o polinémio
(q(x,0) — q(y,0))(h(y) — R(0)). Como h nao é constante e h(y) — h(0) é um polinémio sé na
variavel y, segue que h(x)—h(y) ndo tem nenhum fator comum (nao constante) com h(y)—h(0),
e portanto h(x) — h(y) divide o polinémio ¢(z,0) — ¢(y,0). Seja §(z) := q(z) — ¢(0). Temos
f(z) — f(0) = q(z,0)(h(x) — h(0)) = ¢(z)(h(z) — h(0)), donde o grau de ¢ é menor que o

grau de f. Por outro lado, h(z) — h(y) divide o polinémio ¢(z,0) — ¢(y,0) = ¢(z) — q(y), e



portanto, por hipdtese de indugao, existe um polinémio §(z) tal que G(z) = g(h(x)), donde
Fe) = £(0) + d@)(h(z) — h(0)) = F(0) + G(h(2))(h(z) — h(0)) = g(h(x)), onde g(z) =
f(0) + g(x)(xz — h(0)), o que completa a demonstragao.

[7 pontos por provar que, se existe um polindmio com coeficientes complexos

em duas variaveis ¢(z,y) tal que f(z) — f(y) = q(z,y)(h(x) — h(y)), entao existe um

polinémio ¢(z) tal que f(x) = g(h(x)).]



4) Seja n um inteiro positivo.

Seja A, o subconjunto do plano definido por 1 < z < n,0 < y < In(z). Seja B, o
poligono convexo de vértices (1,0) = (1,1n(1)),(2,In(2)), (3,In(3)), ..., (n,In(n)), (n,0). Seja
C, = A, — B,, o complemento de B,, em relacao a A,,.

(a) Calcule as areas de A,,, B,, e C,. Simplifique sua resposta.

(b) Mostre que a area de C,, é menor que 1, para qualquer inteiro positivo n.

Obs: In representa o logaritmo na base e.

Solucao:

A figura mostra as regides Aj (abaixo da curva vermelha), B (abaixo da poligonal azul) e
C5 (entre a poligonal azul e a curva vermelha).

Temos

Area(A,) = / In(t)dt = nln(n) —n + 1;
1

Area(B,) =In(2) +In(3) + - -+ In(n — 1) + %ln(n) = In(n!) — %In(n);

Area(C,) = nln(n) —n + %ln(n) + 1 —In(n!).

[Item (a); 3 pontos]



Para estimar Area(C,,) escreva
k1
o = / In(t) — In(k) — (¢ — k)(In(k + 1) — In(k))de:
k

note que a, é a area da k-ésima “bochechinha” entre a poligonal azul e a curva vermelha.
Assim,

Area(Cp) = a1+ ag + -+ + a,_1;

queremos estimar a; para mostrar que a série abaixo converge para S < 1:
0O<S=a1+ar+-+c+---<1

[Mais 1 ponto por organizar até aqui.]
Seja ug(t) = In(t) — In(k) — (¢t — k)(In(k + 1) — In(k))); temos ux(k) = ug(k + 1) = 0. Note

que uf(t) = —t2. Integrando por partes temos

k+1
Q. — / U (t)dt
k

_ / (; -1 (t . ;)) (—uf (1))

Para k <t <k + 1 temos —uj(t) < k2 donde

R AT 1\? 1
< —2 —_— = — —_ — fry .
o= b /,g <8 2 (t " 2) =152

[Mais 4 pontos por esta estimativa ou outra similar que permita completar a

solugao.]



Temos portanto

12(1+1/22 e+ R4

1 e
— (1 dt
<l ) es

completando a demonstracao (com folgal).

S <

—_

CDIH

[Mais 2 pontos por completar a demonstragao.]

Observagao: Este problema mostra como obter estimativas como a de Stirling: temos 0 <

Area(C),) < 1/6 donde

1
0<nln(n) —n+ iln(n) +1—In(n!) <

In(n) +1

O = =

1
nin(n) —n + 3 In(n) + g <In(n!) <nln(n) —n+

n"e "Ved3n < n! < n"e "Ve2n
Sabemos por Stirling que a melhor aproximagcao é
n_—m

n! ~n"e 27mn;

note que €°/3 < 21 < €.



5) Suponha que temos um grafo com n + 1 > 4 vértices e queremos pintar suas arestas com
duas cores de forma que nao haja duas arestas disjuntas da mesma cor. Mostre que ha no
maximo 2" tais coloragoes.

Observagoes: Um grafo é formado por um conjunto de vértices e um conjunto de arestas,
cada aresta unindo dois vértices distintos e cada par de vértices sendo unido por no maximo
uma aresta. Arestas disjuntas sao arestas que nao tém vértices em comum.

Solucgao:

Suponha que algum vértice do grafo esteja contido em todas as arestas do grafo. Entao o
grafo é uma estrela com n pontas, e o resultado segue (hé exatamente 2" coloragoes para este
exemplo).

[3 pontos por estudar o caso em que algum vértice do grafo esteja contido em todas
as arestas do grafo.]

Suponha que o grafo tenha um vértice z de grau > 3 (i.e., que pertenca a pelo menos 3
arestas) e que exista uma aresta disjunta de x, digamos e. Devido a hipotese sobre o grau de z,
para qualquer tal aresta e, hd uma aresta f = f(e) que incide em x que é disjunta de e. Entao,
em qualquer coloracao das arestas que incidem em x, a cor de f define a cor de e (a cor de f é
a oposta de e). Assim, hd no maximo 284 < 2" coloracdes.

[Mais 4 pontos por resolver o problema no caso em que o grafo tenha um vértice
x de grau > 3 e que exista uma aresta disjunta de z.]

Se o grafo tem um vértice x de grau 2, ligado a dois outros vértices y e z, entao, para toda
aresta e disjunta de = que nao seja a (possivel) aresta yz, ha uma aresta f = f(e) que incide
em z que é disjunta de e, cuja cor determina a cor de e. Assim, as cores de xy, xz e de yz (se
existir) determinam todas as outras. Assim, ha no mdximo 23 < 2" coloragoes.

Finalmente, se todo vértice tem grau no maximo 1, todas as arestas sao disjuntas, e nesse



caso, pelas hipéteses do problema, o grafo pode méximo duas arestas e ha no méximo 22 < 2"
coloragoes.
[Mais 3 pontos por resolver o problema no caso em que todo vértice tem grau no

maximo 2.]

10



6) Cada um dos itens a seguir apresenta um valor diferente para a matriz B. Para cada um

desses valores, determine quantas matrizes reais A existem tais que A% — 34 = B.

(a)

01
B:
10
(b)
40
B =
0 4
()
41
B:
0 4

Solucgao:

Antes de mais nada vamos esbogar o grifico de f(z) = 2% — 3z.
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Vemos que para —2 < y < 2 a equagao f(x) = y admite trés solugdes reais enquanto para
y < —2 ou y > 2 ela admite uma solugao real e duas complexas conjugadas.

(a) Os autovalores de B sao 1 e —1 donde podemos escrever B = X DX ~! para X inversivel

D —
0 -1

Sejam ¢y, ¢, ¢3 (resp. di,ds,d3) as solugoes reais de f(x) =1 (resp. f(zx) = —1). Se f(A) =B

temos f(X'AX) = D donde X 'AX é da forma

C; 0
XTAX =
0 d;
para i, j escolhidos independentemente. Ha portanto 9 matrizes reais A que satisfazem f(A) =
B.
[Item (a): 3 pontos.]
(b) Sejam z, z as raizes complexas de f(z) = 4. Sejav = (wy,wy) € C? um vetor linearmente

independente com v = (wy, ws) e considere A unicamente definida por Av = zv, Av = zZv. Em

outras palavras,

w1 U_Jl z 0 W1 71)1

A=

Wy Wo 0 z Wy  Wo
Para qualquer tal A temos f(A) = 4] = B. Temos além disso A real: ha portanto infinitas
matrizes reais A que satisfazem f(A) = B.
[Item (b): 4 pontos.]

(c) Se M ¢é diagonalizavel entao f(M) também o é. Como B nao é diagonalizavel entao

A também nao o é. Assim A deve ter autovalor com multiplicidade algébrica igual a 2 logo

o0 unico autovalor de A é o tnico real ¢ com f(c) = 4. Além disso qualquer autovetor de A é
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autovetor de B; como e; é (a menos de multiplo escalar) o tinico autovetor de B entao e; deve
ser autovetor de A. Ja ey deve ser autovetor generalizado, isto é, devemos ter Aey = ceq + yeq

(para algum real y). Assim

A= ©
0 ¢
4 (3¢ —3)y
F(A) = A3 — 34—
0 4

e devemos ter y = 1/(3¢* — 3). H4 portanto uma tnica solugao.

[Item (c): 3 pontos.]
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