Problema 1

Sejam «, (3, v as trés raizes do polinémio. As relacoes de Girard implicam que
s=a+B+y=0ep=0apf +py+yx=—13,logo a? + B2 +vy? = s> —2p = 26.

As tnicas possibilidades para {|«f, |B], ']} sd@o, portanto, {5,1,0} e {4,3,1}.
Como s = 0, s6 ha duas possibilidades para («, ,7v): (+4,—3,—1) ou (—4, +3,+1).
Logon = —afy = £12.

Problema 2

Primeira Solucao

Sejam A = (0,0,a), B=(14+b,2,0),C=(1,14+¢,1)e D = (1+4d, d, d) pontos
genéricos, um sobre cada uma das 4 retas dadas. Esses pontos sao colineares se,

e somente se, a matriz

0 0 a 1
1+Db 2 0 1

1 T14+c¢c 1 1

| 1+d d d 1
tem posto 2. Subtraindo a primeira linha de M das demais obtemos a matriz

equivalente

| 1+d d d—a 0

que tem posto 2 se, e somente se

2 —a d d—a
+ 14¢c T—a el 14c 1—a
Trés dessas quatro igualdades nos permitem expressar b, ¢ e d em fungao de a:
-2
b= , C = a , d = —; a quarta, entdo, equivale a 2a®> —a —2 = 0,
a—1 a a

equagao que possui duas solugoes reais. Logo ha duas retas que intersectam

simultaneamente as 4 retas dadas.



Segunda Solugao

As coordenadas de Pliicker das quatro retas sio:

o (0,0,100,0,0)

r ¢ (1,0,00,0,-2)
rs ¢ (0,1,00—1,0,1)
ra o (1,1,10,—1,1)

Qualquer solucao 1 : (dx, dy, dzlpx, Py, Pz) tem que ser ortogonal as quatro
retas. Resolvendo o sistema linear, temos que 1 : (2e, B — o, 03, 20 + 3, ) ;

finalmente, como 14 - Tp = 0, temos que ter

52+3oc[3f2cx2:0(:)g:773i2m

logo existem duas retas que intersectam as quatro retas dadas.

Problema 3

Cada movimento de subida (T) deve ser compensado por um movimento de
descida (|), e cada movimento para a esquerda (+) deve ser compensado por um
movimento para a direita (—). Assim, se fizermos k movimentos T, temos que
fazer também k movimentos |, 1004—k movimentos « e 1004—k movimentos —.
Para cada k, o nimero de caminhos é, portanto, igual ao ntimero de anagramas
com 4 letras distintas, duas aparecendo k vezes e as outras duas, 1004 —k vezes

cada. Logo a resposta é

1004

2008!
R =
];) KIk!(1004 — k)!(1004 — k)!

1904 908! 100411004

£ 700417004! ~ kIkI(1004 —K)1(1004 — k)!

(2008 ‘OZO“ 1004\ >
~\1004 k)

k=0




Considere agora um conjunto de n meninos e n meninas. De quantas manei-

ras podemos escolher um grupo de n criancas? Por um lado, a resposta é (2711)

. 2 .
Por outro lado, se escolhermos k meninos, temos (7)(,,",) = ()" maneiras de

> (-6

2008\ 2
1004)

formar um grupo. Logo

e portanto

~
I

Segunda Solugao

2
Esmeralda tem (%ggi) maneiras de escolher dois conjuntos de 1004 passos den-

tre os 2008 passos que andard: o conjunto X dos passos para cima ou para a
direita (T ou — ) e o conjunto Y dos passos para baixo ou para a direita

(1 ou —). Essas escolhas determinam unicamente todos os passos: O conjunto
dos passos para a direita serd X[\Y, para a esquerda serd X¢ N Y¢S, para cima
XNYC e para baixo X NY (onde X e Y denotam os complementares de X e Y,
respectivamente). Se [XNY| =k, teremos [X*NY| = 1004 —k, [XNY¢| = 1004 —k

2
e XN Y =k. Assim, a resposta é (%ggi)

Problema 4

Note que B* = (B%)?2 = (ABA~')2 = AB?A~! = A(ABA " )A~! = A?BA 2.
De forma andloga, B8 = A3SBA~3 B'¢ = A‘BA~*, B32 = ASBA >, B% =
A®BA ¢ B'28 = A7TBA~7 =B, logo B'?” =1

Suponha agora que existe 0 < k < 127 tal que B* = I; como 127 é primo, o
m.d.c. entre 127 e k vale 1. Pelo Teorema de Bézout, existem a, b inteiros tais

que 127a+ kb = 1; entao
B = B] _ B127a+kb _ (B127)a . (Bk)b -1

Isso é uma contradigdo, pois B # 1. Logo o menor valor de k é 127.
Nota: Nao é necessario exibir exemplos de tais matrizes A e B, mas tais

exemplos existem. Podemos fazer n = 127, enumerar uma base de R'?” como



{eo,e1,- -+ ,e126} e definir A e B por Aej = €2j(mod 127) € B&j = €2§41(mod 127),
0<j<126

Problema 5

Como toda hipérbole tem duas assintotas nao paralelas, dadas duas hipérboles,
sempre existe pelo menos um ponto comum a uma assintota de cada uma de-
las. Esse ponto nao é coberto por qualquer uma das duas hipérboles, logo é
impossivel cobrir todo o plano com apenas duas hipérboles.

As seguintes trés hipérboles cobrem todo o plano:

xzfyz =1
(y—272%2—x* = 1
(Y+22—x* = 1

De fato, para qualquer (x,y) € R?, vale pelo menos das seguintes desigualda-
des: x2 >y?2+1, x> <(y—22—-Toux?< (y+2)2—1. Com efeito,
max{(y—2)2—1, (yY+22-1}=(jyl+2)2—-1=y2+4y/+3 >y +1.
Assim, o niimero minimo de hipérboles necessarias para cobrir todos os pontos

do plano é 3.

Problema 6

Observe inicialmente que

7T
E(PnfU <J sen"xdx < E(Pn—I—U.
n o n



Defina I, = fg sen™xdx. Integrando por partes, temos que, para n > 2,

7T
I. = J sen™ ' xsenx =
0
e 7T
= [fsen"qxcosx]o — J (n — 1)sen™ %x cos x(— cos x)dx =
0

= n-1) J sen™ 2x(1 — sen’x)dx =
0
= m=—1Nha2—-Mn-1)

1
e portanto I, = 211, _,; daf segue que lim —— = 1. Como, para todo n,
n-soo I, o
1
In_2 > 171 >1I., temos lim —— =1,
n— oo

n—1
Como Iy =2 e Iy = Z, temos que para todo k > 0,

(2K)!! (2k+ 1)1
Lpog = = ek
AT Dr 0 R T k™
27(2k + 1
onde n!! = [T, _y(n—2k). Assim, Jim (2k+1)Tok+1 Lxy2 = Jim % =
. C2m(2k 42 o
2m e lim (2k+2) T2 Towets = lim 2(k7+3>2) = 27, ou seja, limy_, o Iy g1 =
PP .1
27, donde lim Ml — iy Tl 2
k— o0 n k— o0 Tt Tt

Obs.: Alternativamente, pela aproximagao de Stirling,

(2k — 1)!! (2K)!
2K 2nnz
_ (20

T [2kkn?

(2k)?ke 2 Vank (1+O(k™ 1))
4 Z%e 2}k (1+O(k 1))
1

v Ok~ %)

e portanto I ~ /2% + O(n*%). Mas isso implica Py, ~ Z?n + O(1) e portanto

n
PnPnii 7;
n o

limn o0



CRITERIO DE CORRECAO

Problema 1

e Deduzir uma equagao nas raizes que possua um numero finito de solugoes

inteiras, como o? + B2 + y? = 26.

+5 PONTOS

e Completar corretamente a solucao, encontrando os valores de n.

+5 PONTOS

e Pequenos erros de conta.

—1 PONTO

e (Nao acumuldvel com os anteriores) Resposta correta sem justificativa.

2 PONTOS

Problema 2

e Deduzir um sistema de equagoes que traduza corretamente a condigao

para que uma reta intersecte as 4 retas dadas.

+3 PONTOS
e Completar corretamente a solucao.

+7 PONTOS
e Pequenos erros de conta.

—1 PONTO

Resposta correta sem justificativa NAO recebe pontos nesta questdo. Uma
tentativa de solugao com erros de conta que nao possam ser considerados “pe-

quenos”’nao deve receber mais de 5 pontos no total.



Problema 3

As pontuagoes a seguir ndo sdo acumuléveis:

Observar que os movimentos de subida e descida se compensam, assim

como os movimentos para esquerda e direita.

1 PONTO

Expressar corretamente a resposta em forma de somatorio.

5 PONTOS

Apresentar corretamente uma bijegdo que simplifique a contagem (como

transformar o problema em uma contagem de anagramas, por exemplo).

3 PONTOS

Obter, com demonstragao, a resposta correta.

10 PONTOS

Pequenos erros de conta perdem 1 ponto.

Problema 4

A dificuldade principal do problema consiste em utilizar a relacio A’ = I para
deduzir novas propriedades algébricas de B. O aluno que percebe isso e pro-
gride na direcao de relacionar B com poténcias cada vez maiores de A deve ser
recompensado.

As pontuagdes a seguir ndo sdo acumuléveis:

e Deduzir relagoes envolvendo B e poténcias de A maiores que 3, mas sem

chegar a A”.
2 PONTOS
e Utilizar a relacio A’ = I com sucesso para deduzir relacdes sobre B, sem
contudo chegar a B* = L.

4 PONTOS



e Deduzir que B¥ = I para algum inteiro positivo k.

6 PONTOS
e Deduzir que B'?7 =1.
8 PONTOS
e Solucao completa.
10 PONTOS
Problema 5
e Provar que 2 hipérboles nao sao suficientes.
+5 PONTOS

e Provar que existem 3 hipérboles que cobrem todos os pontos do plano.

+5 PONTOS

Ou seja, s6 ha 3 pontuacoes possiveis para este problema: 0, 5 ou 10 pontos.

Problema 6

e Estimar P, em termos da integral L.

+2 PONTOS

Realizar uma transformacao que facilite o calculo da integral I, .

+2 PONTOS

Calcular corretamente I,,.
+2 PONTOS
e Aproximar corretamente I, de maneira a eliminar os produtérios (fatori-
ais).
+2 PONTOS
e Calcular corretamente o limite.

+2 PONTOS



