XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solucdes Nivel 1 - Segunda Fase — Parte A

CRITERIO DE CORRECAQ: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 5 pontos para cada resposta correta e a pontuagéio maxima para
parte serd 30. NENHUM PONTO deverd ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o
gabarito oficial, abaixo:

Problema 01 02 03 04 05 06

Resposta 40 55 65 10 392 | 252

1. [Resposta: 40] Parafazer um novo andar num castelo j& construido, precisamos de trés cartas
para cada andar anterior mais duas para o topo. Assim, a partir do castelo de 3 andares, para
fazer o de 4 andares, precisamos de mais 3" 3+ 2 =11cartas, num total de 15 + 11 = 26 cartas.
Portanto, parafazer o castelo de 5 andares, precisamos de 26 +4" 3+ 2 = 40 cartas.

Solucéo alternativa:

Para acrescentarmos um quarto andar a um castelo de 3 andares, precisamos de 3 cartas para
separar a base dos demais andares e 4 pares de cartas para a base, totalizando 3 + 2.4 = 11 cartas

VAN
JAVAN
JAVAVAN
JAVAVAVAN

Anaogamente, para acrescentarmos um quinto andar a um castelo de 4 andares, precisamos de
4 cartas para separar a base dos demais andares e 5 pares de cartas para a base, totalizando 4 +
2.5 = 14 cartas amais.Assim, para montar um castelo de 5 andares, precisamosde 15 + 11 + 14
=40 cartas.

Observacado: De fato, o acréscimo de um n-ésimo andar necessitade n- 1 cartas para apoiar a
base anterior, e N pares de cartas para a nova base. Portanto, sd0 acrescentadas
n- 1+2>x=3n- 1 cartas por andar.

2. [Resposta: 55] Seja X a quantidade de meninas. Assim, a quantidade de meninosé x+15e
aquantidade total de alunos serd 2x +15. Fazendo a propor¢ao, temos:
X 4

2x+15 11

Resolvendo a equacdo, obtemos x = 20.
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3. [Resposta: 65] Se cada aluno compareceu exatamente trés dias, 0 nimero total de alunos do

s 271+ 296+ 325+380+168 _ 1440
3

num total de 480 — 168 = 312 faltas. Portanto, o percentual de fatas nesse dia foi

g=0,65=65%.
480

Curso

=480. A menor frequéncia foi de 168 alunos,

4. [Resposta: 10] Nadiregdo da medida 88 cm, Mariazinhaira
usar 9 folhas e na diregdo damedida 95 cm, ird usar 10 folhas.
Mariazinha comega colando as folhas sem sobreposicdo da
esguerda para adireita e de cima para baixo (como nafigura) e
ao chegar as bordas direita e inferior, desloca, respectivamente,
2 cm aesquerdae 5 cm para cima (as regides em cinzarepre-
sentam as sobreposicdes de 2 folhas). A regido retangular preta
€ ainterseccao dessas duas faixas de sobreposi¢éo, logo é co-
berta por 4 folhas. Sua érea é de 10 cm?.

5. [Resposta: 392] No nimero existem 502 algarismos2e502 |~ 1k
algarismos 9. Para retirar a menor quantidade possivel de aga-

rismos, devemos tentar deixar a maior quantidade possivel de algarismos 2. Porém, a soma de
todos os algarismos 2 é 1004. Ainda fata 1004 para completar a soma 2008. Como
1004 =9" 111+5 devemos deixar pelo menos 111 agarismos 9. Porém, é impossivel deixar
exatamente 111 algarismos 9. Se deixarmos 112 algarismos 9, devemos deixar 500 algarismos
2. Portanto, deve-se retirar no minimo 2+ 390 = 392 agarismos.

6. [Resposta: 252] Como todos os membros de uma familia devem possuir pelo menos um al-
garismo comum, a maior quantidade de membros de uma familia cujos elementos tém trés alga-
rismos € igual a nimero de elementos de qualquer conjunto formado por todos os nimeros de
trés algarismos que possuem um determinado algarismo em sua representacdo decimal.

O algarismo das centenas ndo pode ser zero. Vamos contar entdo todos os nimeros que tém um
determinado algarismo a, ndo nulo, poishd mais deles.

Ha 9~ 9 =81 nimeros em que a aparece uma Uinica vez, como algarismo das centenas.

H& 8" 9 = 72 nimeros em que a aparece uma Unica vez, como algarismo das dezenas (lembre-
se que o das centenas ndo pode ser 0) e ha 72 nimeros em gue o a aparece uma Unica vez, como
agarismo das unidades.

H& 9 numeros com a na centena e na dezena, menos na unidade,

9 nimeros com a na centena e na unidade, menos na dezena e

8 nimeros com a na dezena e na unidade, menos na centena e um Gnico nimero formado intei-
ramente de a. A quantidade total de nimeros em que figurao algarismondo nuloaé81 + 72 +
72+9+9+8+1=252.

Solucgdo alternativa:

Para simplificar o raciocinio, vamos contar quantos nimeros de trés algarismos ndo contém um
agarismo a, ndo nulo, fixado. Assim, nessa situacdo, existem 8 escolhas para 0 algarismo das
centenas (ndo pode ser 0 ou a), 9 escolhas para o algarismo das dezenas (ndo pode ser a), € 9
escol has para os algarismos das unidades (néo pode ser a). Logo, pelo Principio Fundamenta da
Contagem, h& 8.9.9 = 648 nimeros que ndo possuem o agarismo a. Assim, como existem 900
nimeros de 3 agarismos, ha 900 — 648 = 252 ndmeros que possuem o algarismo a (a?® 0).
Essa é amaior quantidade de membros que uma familia pode ter.
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Observagao:

Podemos verificar que a familia formada por todos os nimeros de trés algarismos que possuem
o zero tem 900- 9>9>9 =171 membros.

Solucdes Nivel 1 - Segunda Fase - Parte B

PROBLEMA 1

a) O perimetro daprimeirafiguraé 8+6+6+10+6=36 edase
gundafiguraé 10+8+6+8+8=40. Portanto a diferencaé

40- 36=4.

b) A figura de maior perimetro € obtida quando fazemos coincidir os
dois menores lados de cada um dos tridngul os. 1sso é mostrado na
figura@ao lado cujo perimetro € 10+10+10+ 8+ 6 = 44 (haoutras
€om 0 Mesmo perimetro).

CRITERIO DE CORRECAO:

a) Calcular corretamente o perimetro dafigura 1 [2 pontos]
Calcular corretamente o perimetro dafigura 2 [1 ponto]
Achar adiferencaigual a4 [+1ponto]

Total de pontositem (@) [4 pontos]

b) Citar que 0 maximo ocorre quando fazemos coincidir os dois pares de menores lados [3 pon-
tos|

Montar algumafigura correta [+2 pontos]

Concluir que o perimetro maximo € 44 [+1ponto]

Total de pontos item (b) [6 pontos]

PROBLEMA 2
Seja A onumero detrésdigitose B =10x + y o nimero de dois digitos. Portanto, ao trocar a
ordem dos digitos de B, obtemos o nimero 10y + X. Montando a equac&o segundo as condi-
¢Oes do problema, temos:

A(10x+y)- A(10y +x) =9A(X- y) =2034
Com isso,

A(X- y) =226=2x13

Dal, se X, y sdo consecutivos, A =226, caso contr&rio A=113.

CRITERIO DE CORRECAO:

Escrever o nimero de dois digitos de uma das formas

B=10x+y, B=10x+(x+1) ou B=10(x+1) + X [2 pontos]

Achar a equacdo A(10x+y)- A(10y+x)=9A(x- y)=2034 ou ago similar
[+4 pontos]

Achar o nimero 226, independente de justificativa [2 pontos]

Achar 0 nimero 113, independente de justificativa[2 pontos]

XXXI Olimpiada Brasileira de Mateméatica — Gabarito Segunda Fase — Nivel 1
www.obm.org.br




PROBLEMA 3

a) Sim, é possivel. Por exemplo (hd outros), podem existir quatro jogadores com pontuagdo 2 e
outros quatro com pontuagdo 1. Fazendo A, B, C, D o primeiro grupo e E, F, G, H o0 segundo
grupo, temos:

12 Rodada
A vence E
B vence F
Cvence G
D venceH

22Rodada
A empatacom B
E empatacom F
C empata com D
G empatacom H

3* Rodada
A empata com F
B empata com E
C empata com H
D empatacom G

b) Apds trés rodadas, um jogador pode acumular no maximo 3 pontos. Como as pontuagdes sdo

- __ 1 Lo . . . .
multiplos inteiros de > 0S possiveis valores de pontuagdo apOs a terceira rodada sdo:

1.3,.5

0} > 4 > 2,—,3 (7 resultados possiveis)

Como existem 8 jogadores e apenas 7 possibilidades, dois jogadores terdo pontuagdes iguais.

CRITERIO DE CORRECAOQ:

a) Afirmar que é possivel e mostrar algum exemplo com no maximo um erro nas pontuagdes
dosjogadores [3 pontos]. Caso existam dois ou trés erros [1 pontQ].
Solugdo completa [4 pontos].

b) Afirmar que a pontuagdo méaxima de um jogador ap6s trés rodadas é 3 [3 pontos]. Descobrir
gue a quantidade de pontuactes distintas € 7 [+2 pontos].

Concluir que ndo é possivel haver pontuagdes distintas para todos os jogadores

[+1 ponto].

Solugao completa[6 pontos].
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