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Solucdes Nivel 2 — Segunda Fase — Parte A

CRITERIO DE CORRECAO: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 4 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo maxima para
parte serd 20. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o
gabarito oficial, abaixo:

Problema 01 02 03 04 05
Resposta 6 1420 | 144 108 22
01. De

17

A 4 _ (2 22 2 _ 2
5= X TV =) - 20007 =1 2007

obtemos (xy)? :i, edai - =6,
36 Xy

02. O deslocamento liquido do vigjante na direco Leste-Oeste foi de
(1- 3)+(5- 7) +...+(2005- 2007) = (- 2) + (- 2) +...+ (- 2) =- 1004.

502 vezes

Anaogamente, o deslocamento liquido na direcéo Norte-Sul foi de —1004. Portanto, pelo teorema
de Pitagoras a distancia entre as posices inicial e final do vigjante é 1004v/2. Observe agora que,
como \/5 @L414, temos 1004\/5 @1419,656. Parater certeza se estamos usando uma aproximagéo
boa o suficiente, basta checar se 1419,5 <1004+/2 <1420,

quer dizer, se (1419,5) <1004 X2 <1420°. Mas ¢é f&cil efetuar os célculos e verificar que essas
desigual dades realmente se verificam. Logo, a melhor aproximagao pedida é 1420 metros.

03.Vegaquea +b =1e
a’=ara’=a(a+l)=a’+a =2a +1,
a‘=ax’=a(za+)=2a’*+a=3a+2
a’=aa‘=a(@ +2)=3%A°+2a =5 +3.
Analogamente,
b’ =b*x*=(5b +3)(b +1) =5b? +8b +3=13b +8.
Portanto, 13a° +5b’ =13(5a +3) +5(13b +8) =65(a + b) + 79= 65+ 79 =144,
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04. Como os dois circulos circunscritos sdo iguais, segue do teorema do angulo inscrito que
BACB =DABC e, com isso, AB = AC.

Seja AM a dturarelativa ao lado BC. Como ABC € isosceles de base BC, segue que AM
também € mediana, e dai MC = 9. Portanto, MD =5 e, pelo teorema de Pitédgoras, AM = 12.

Finalmente, a &rea do triangulo ABC é %(AM )(BC) = %(12) (18) =108,

05. Para gue o primitivo de um nimero sgja impar, todos 0s seus algarismos precisam ser
impares, pois o produto de um nimero par por um ndmero qualquer é sempre um ndmero
par. Assim, sO nos restam os algarismos 1, 3, 5, 7 e 9 para construir 0 nimero pretendido.
Por outro lado, como os algarismos precisam ser todos diferentes, o nimero tera, no
maximo, 5 algarismos. Contudo, qualquer nimero com 5 algarismos impares e todos
distintos tem primitivo 0. De fato, o produto dos numeros 1, 3, 5, 7 e 9 € 945 e seu
primitivo € 0. O maior nimero com 4 algarismos impares e todos diferentes € 9753, mas
esse numero tem primitivo 0. O nimero que 0 antecede e tem seus 4 algarismos impares e
distintos € 9751, e seu primitivo € 5. Portanto, a soma de seus algarismos€9+7+5+ 1=
22.

Solucdes Nivel 2 — Segunda Fase — Parte B

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:
Os catetos do triangulo medem a e b, e a hipotenusa mede ¢c. Como a area e 0 perimetro séo

iguais, temos %ab=a+b+c, edai czéab- a- b.. Usando o teorema de Pitagoras, segue

que a° +b? =(%ab- a- b)2=a?+b? +2ab- a’b- b2a+711a2b2,

ou ainda 8ab- 4a’b- 4b’a+a’v’ =0.. Dividindo por ab, obtemos (a- 4)(b- 4)=8, de
maneira que a - 4 divide 8. Portanto, os possiveisvaloresdeasio 2, 3, 5, 6, 8 e 12.
Determinando os valores de b e ¢, encontramos os triangulos de lados 5, 12, 13 ou 6, 8, 10.
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CRITERIO DE CORRECAO:
e Chegar aequacdo 8ab- 4a’b- 4b’a+ a’b®=0: [4 pontos]
e Conseguir afatoragdo correta e concluir o problema: [6 pontos]
e Obter alguma ou as duas respostas corretas por meio de tentativas: [1 ponto]

SOLUGAO DO PROBLEMA 2:
Note que (2009- x)* - x? =2009(2009- 2x),um mdiltiplo de 2009. Assim, sempre que Pedro

apagar um nimero, X* digamos, basta Igor apagar o niimero (2009 — x)?. Desse modo, no
final restaro dois nimeros cuja diferenca € um multiplo de 20009.

CRITERIO DE CORRECAO:

e Afirmou que os dois numeros finais tém um mesmo resto na divisdo por 2009: [1 ponto]
e Considerou os residuos modulo 2009: [2 pontos]

e Percebeu um padrdo simétrico: [2 pontos]

e Concluiu o problema: [5 pontos]

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:

B C

Seja D o0 pé da perpendicular baixada de F a AC. Pelo teorema de Pitégoras, segue que

EC=+BC?- BE® =/52- 4 =3. Por outro lado, por semelhanca de triangulos temos

FD :%BE =2 e AE =2DE. Portanto,

DC=+/CF2- FD? =/4*- 22 =2,/3,
edal DE =24/3- 3, demaneiraque AE =4/3- 6. Finalmente,
[ ABC] :%(AE+EC)BE:%(4\/§- 6+3)4=8/3- 6.
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CRITERIO DE CORRECAO:
e Cacular amedidade EC: [1 pontQ]

® Perceber que FD :%BE: [2 pontosg]

e Cacular amedidade DC: [2 pontos]
e Cacular amedidade DE: [1 pontos]
e Concluir corretamente: [4 pontos]

SOLUCAO DO PROBLEMA 4:
Ha duas escolhas envolvidas e que determinam a maneira de vigjar de B a C: por quais
dentre as cidades A,...,A, devemos passar, e em que ordem. Digamos que escolhamos

passar por exatamente k dentre as cidades A,...,A,, com 1£k £6; 0 nimero de modos de
escolher as k cidades é §9 Por outro lado, apds escolhermos as k cidades, devemos
2

escolher em gue ordem vamos visitélas, o que corresponde a k! possibilidades. Logo, o
nimero de modos devigjar deBaC é

5 O 5 | | | |
480,48 8.8, 8 195
C&ky  a(6-K) Bl 4l ol

CRITERIO DE CORRECAO:

e Contou corretamente 0 nUmero de maneiras de vigjar de B até C passando por
exatamente uma e duas cidades: [2 pontos]

e Contou corretamente 0 nUmero de maneiras de vigjar de B até C passando por
exatamente trés cidades: [1 ponto]

e Contou corretamente 0 nUmero de maneiras de vigjar de B até C passando por
exatamente quatro cidades: [1 ponto]

e Contou corretamente 0 nUmero de maneiras de vigjar de B até C passando por
exatamente cinco cidades: [1 pontQ]

e Contou corretamente 0 nUmero de maneiras de vigjar de B até C passando por
exatamente seis cidades: [1 ponto]

® ez asoma correta e concluiu o problema: [4 pontos]
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