XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solucgdes Nivel 2 — Segunda Fase — Parte A

CRITERIO DE CORREGAO: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 4 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo méxima para essa
parte serd 20. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o
gabarito oficial, abaixo:

Problema 01 02 03 04 05
Resposta 06 25 252 14 | 1704
1. [Resposta: 06]

Inicialmente temos 4,5 litros de égua e 4,5 litros de dcool. Colocados X litros de &gua, para

30
termos 30% de &lcool namistura, bastaque ﬁ(9 +X) =45 entgp X=6.

2. [Resposta: 25]
E f&cil ver que @b +bc+cd +da=b(a+c)+d(c+a) =(a+c)(b+d) suponhasem perda

de generdidade que @=1. Com isso, {a.Ct ={12 {13 ou {14 e consegilentemente
{b,d}={3,4}, {2,4} ou{2,3}, respectivamente. Assim os possiveis valores do produto sdo 21, 24
e 25 e 0 maximo é 25.

3. [Resposta: 252]

O agarismo das centenas ndo pode ser zero. Vamos contar entdo todos os nimeros que tém um
determinado algarismo X, ndo nulo, pois hamais deles.

Ha 9" 9 =81 nimeros em que x aparece uma Unica vez, como algarismo das centenas.

H& 8" 9 = 72 ndimeros em que x aparece uma Unica vez, como algarismo das dezenas (lembre-
se que o das centenas ndo pode ser 0) e ha 72 nimeros em que 0 X aparece uma Unica vez, como
algarismo das unidades.

Ha 9 nimeros com X na centena e na dezena, menos na unidade,

9 nimeros com x na centena e na unidade, menos na dezena e

8 nimeros com X na dezena e na unidade, menos na centena e um Unico nimero formado
inteiramente de x. A quantidade total de niUmeros em que figura o algarismo ndo nulo x é 81 +
72+72+9+9+8+1=252

4. [Resposta: 14]
Sga n=10A+ B o nimero de dois digitos. Se A divide n, entdo A divide B. Se A>5,
entdo B = A, pois B ndo podeser 0eB <10< 2A.

Listemos as possibilidades:

SeA=1entdo AB podeser 11, 12, 15.
SeA=2,entdo AB pode ser 22, 24.
Se A=3, entdo AB pode ser 33, 36.
SeA=4,entdo AB pode ser 44, 48.
SeA=5, entdo AB pode ser 55.
SeA=6, entéio AB pode ser 66.
SeA=7,entdo AB pode ser 77.
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SeA=8, entéio AB pode ser 88.
SeA=9, entéio AB pode ser 99.

Logo, ototal denimerosé3+2+2+2+5=14.

5. [Resposta: 1704]
Sgam K aintersegio dos lados ADe FG e L aintersecio dos lados AB e EH . por
simetria, vejaque KD = KF e AK =KG | Considere FK = X Dessaforma, AK =48- X,
Usando teoremade Pitagoras no triangulo AFK | temos:
24% +x* =(48- x)?.

Quenosda X =18,
Agora, vgaque ostriangulos AFK e ALE s3o semelhantes. Portanto,

AE _EL

FK  AF
Assim, EL =32,
Para achar a drea procurada, basta subtrair a area do quadrado EFGH  das areas dos triangulos
AFK e AEL . Portanto a drea sera 1704.

E
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Solucdes Nivel 2 — Segunda Fase - Parte B

PROBLEMA 1:
0 1
0
7 1
2 14

Arespostaé15+8+ 10+ 11+ 12+ 13=69.

CRITERIO DE CORRECAO:
Completou atabela corretamente atabela. [10 pontos];
Caso existaum ou dois erros natabela[7 pontos];

Separou em grupos os nimeros de 0 a 20 que deixam resto 0 ao serem divididos por 3, que
deixam resto 1 ao serem divididos por 3, que deixam resto 2 ao serem divididos por 3, que
deixam resto 0 ao serem divididos por 7, que deixam resto 1 ao serem divididos por 7, que
deixam resto 2 ao serem divididos por 7, que deixam resto 3 a0 serem divididos por 7, que
deixam resto 4 ao serem divididos por 7, que deixam resto 5 ao serem divididos por 7 e que
deixam resto 6 ao serem divididos por 7 mas nao completou a tabela corretamente. [5 pontos]

PROBLEMA 2:

S,=(r+9)S;-rsS, =(r +s).5- rs2=5r +5s- 2rs=6

S,=(r+s)S,-rsS =(r+s).2- rs1l=2r+2s- rs=5

Comisso, encontramosque I +s=-4 e rs=-13.Dai, S =(r +9)S, - rsS, =-24+65=41

CRITERIO DE CORRECAO:

Montar e resolver o sistema de equagdes 51 +5s- 2rs=6 e 2r + 2s- rs=5. [6 pontos]
Concluir o problema[4 pontos]

Outra maneira:
Descobrir de algumamaneiracorreta r + s e rs [6 pontos]
Concluir o problema[4 pontos]
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PROBLEMA 3:

Se BP ¢ uma mediana do tridngulo entdo AP = CP = 6 e PN = 2. Como G €é o baricentro do

pG_1 PN_1 , ,
GB 2 & NC 2,assm,pelareuprocadoteoremadeTales, GN éparaelo

aBC e DB =90°. Como o tridngulo ABC é retangulo entdo AP = CP = BP = 6. Com isso,
BG=4eGP=2.

tridngulo entédo

CRITERIO DE CORRECAO:

Prolongar BG até encontrar AC em P e dizer que CBE_E =2 [2 pontos];

Determinar as medidas de AP, PN e CN [2 pontos];

Perceber que GN e BC s3o paralelos e concluir que BB =90° [2 pontos];
Perceber que AP = BP = CP [2 pontos];
Concluir [2 pontos]

Qualquer outra solugéo correta[10 pontos]

PROBLEMA 4:

a) Apos trés rodadas, um jogador pode acumular no maximo 3 pontos. Como as pontuagdes sdo
multiplosinteiros de %2, os possiveis valores de pontuagdo apés aterceira rodada séo:
0,1/2,1,3/2,2,5/2,3

Como existem 8 jogadores e apenas 7 possibilidades, dois jogadores terdo pontuagbes iguais.

b) Se k é a pontuagdo do primeiro colocado e todas as pontuactes sdo distintas, a soma das
pontuacdes dos oito jogadores ser& no maximo:

k@200 (- )+ B 30 (k- 2)+F- 204 (k- 3)+ &- L%=8k- 14
e 29 e 29 e 29 e 29

Como foram disputados exatamente 4X7 = 28 pontos, temos
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8k-143 28
Logo, k3 5+% pois as pontuacbes sdo multiplos inteiros de % Basta mostrarmos um
exemplo onde este valor € atingido.

Na tabela abaixo, marcamos na intersecéo da linha A com a coluna A; o numero de pontos

que A ganhou na partida disputada contra A;.

A A A A A A A A Tod
A X 1 1 1 1 1 Y 0 5+Y%
A, 0 X 1 1 1 1 1 0 5
A, 0 0 X 1 1 1 1 b7 4+
A, 0 0 0 X 1 1 4
A 0 0 0 0 X 0 0 0 0
A 0 0 0 0 1 X Y 1 2+
A, Y 0 0 0 1 Y X 1 3
A 1 1 Yo 0 1 0 0 X 3+
CRITERIO DE CORRECAO:
Item (a)
- Comentar que a pontuagdo maxima de um jogador apostrésrodadasé3: [1 ponto];
Afirmar que existem no maximo 7 possiveis pontuagdes [2 pontos];
Concluir usando o Principio da Casa dos Pombos [1 ponto]
Item (b)
Achar a equagdo
k+ 8k - 19+(k- 1)+ 8- §9+(k- 2)+ 8k - E9+(k- 3)+8k - 7O-gk- 14 ou
e 2¢ e 2¢ e Z2g e 2¢

algo similar [3 pontos];
Achar que apontuagdo maximaé k 3 5 +% [1 ponto];
Construir o exemplo [2 pontos];

OBS: Caso 0 auno apenas construa uma tabela correta devera receber todos os [6 pontos] deste
item.

OBS2: Caso 0 aluno escreva algum exemplo para k = 6 devera receber [1 ponto] dos 6 pontos
deste item.
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