XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solucdes Nivel 3 - Segunda Fase - Parte A

CRITERIO DE CORRECAQ: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 4 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo maxima para
parte serd 20. NENHUM PONTO deverd ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o
gabarito oficial, abaixo:

Problema 01 02 03 04 05

Resposta 0069 | 0006 | 1339 | 0033 | 9993

01. [Resposta: 0069]

Solucéo:
0 1
0
7 1
14

Arespostaé15+8+ 10+ 11+ 12+ 13 =609.

02. [Resposta: 0006]

Solucéo: Pelo teorema de Pitégoras, é imediato que
AC?=9%-52=56\ AC=214.

Segjar oraio do circulo inscrito, como mostrado nafigura abaixo.

B
5-r
9
5-r| X7 TN
5 | | 214 - ¢
r \ Er
AT 2J14 -t C

Como os comprimentos das tangentes ao circulo inscrito partindo de cada vértice sdo iguais,
ficamos com a equagéo
(5-n+ (2/14-1) =9,

de onde obtemos r =+/14 - 2. Novamente pelo teorema de Pitagoras, obtemos:

Cl2=r2+(2J14- r)2=(V14- 22 + (14 +2)2 =36\ Cl =6.
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03. [Resposta: 1339]
Solucdo: Fazendo x = ty, aequacdo inicial reduz-se a
t?+33 o’ +t + 4).
Logo, devemos ter (c — 1)t* + ct + (4c — 3) £ 0, para todo t real. Para isto, devemos ter
c—1<0eodiscriminante D= c* - 4Xc—1)%4c—23) £0.
S ~ : x 22 6
Da Gltima inequag&o, obtemos - 15¢% + 28¢ — 12 £ 0, cuja solugdo ec£§ ou c3 c Como ¢ <

1, o maior valor possivel de c é 2/3. Dai, 2009 = 1339,333... .

04. [Resposta: 0033]

Solucéo: Seja P(a, b) a probabilidade de o voluntario ganhar o carro no caso em que ele tenha
colocado a bolas VERDES e b bolas VERMELHAS na caixa 1. Ent8o, necessariamente havera
(10— a) bolas VERDES e (10 — b) bolas VERMELHAS na caixa 2. Segue que

10- a
20-a-b’

Plab) =2 +1y
2 atb 2
Podemos supor, sem perda de generalidade, que a + b £ 10, j& que as caixas sdo idénticas.
Suponha, ainda, que hgja alguma bola VERMELHA na caixa 1. Veamos 0 gque acontece com
essa probabilidade se transferirmos uma bola VERDE da caixa 2 para a caixa 1 e uma bola

VERMELHA dacaixal paraacaixa 2. Ficamos com

1 a+1 1 9-a
Y + .

P(a+1b- == = .
@+l ) 2 a+b 2 20-a-b
Dessaforma,
laxel 1 o]
P(a+Lb-1)- P(a,b)== - =30,
@+l ) ( )2)ga+b 20- a-bg
poisa+b £ 10.

Assim, o voluntério sabe que, enquanto houver bola VERMELHA na caixa que contém menos
bolas, a probabilidade pode ser aumentada, bastando, para isto, que ele troque uma das bolas
VERMELHAS desta caixa com uma VERDE da outra. Por isso, para maximizarmos a
probabilidade, basta considerarmos o caso em que a caixa 1 contém apenas bolas VERDES e a
caixa 2 contém o restante das bolas. Teremos

P(a,O):1+lxlo;a
2 2 20-a
_lg,10-ap_lg 10 6, 5

28 20-ay 28 20-ay ~ 20-a

Logo, a probabilidade sera méaxima quando a for minimo. Como em cada caixa deve haver pelo
menos uma bola, devemoster a = 1. Neste caso, a probabilidade &
5 14
P(10)=1- —==—.
0 19 19
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Seguequem=14,n=19em+n=33.
05. [Resposta: 9993]

Solucéo: Vamos analisar os restos das divisdes de 2" e n por 5.

1{2|3|4[5]|6|7[8]9]10(11)12(13]|14(15]|16|17]|18|19|20
n 112(3]4|0|1)2[3|4]0]1]|2]|3[4[0|1]|2]3]4]0
2" [2]|4(3[|1|2|4|3|1|2|4|3|1]|2]4|3[1]2|]4]3]1
2"+n|3|1(1|0|2|0|0|4]|1|4]4|3|0]|3|3|2]|4|2]2]1

Veja que os restos das divisdes de 2" por 5 formam uma sequiéncia de periodo 4, enquanto que
0s restos das divisdes de n por 5 formam uma seqiiéncia de periodo 5. Logo, os restos das
divisdes de 2" + n formam uma seqliéncia de periodo 20, dada pela Gltima linha da tabela acima.
Dessa forma, tomando os nimeros de 1 a 10000 em interval os de tamanho 20, 0 maior ntal que
2" + n deixa resto zero na divisdo por 5 € o0 13° termo do ultimo intervalo, ou sgja, 0 nimero
9980 + 13 = 9993.
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Solucdes Nivel 3 - Segunda Fase - Parte B

PROBLEMA 1:

Sgak=a+t+ag=a,tag=az+as. Temos3k=a; + a, + ... + as € mlltiplo de 9, umavez que n

émultiplo de 9. Dai, segue que k é multiplo de 3.

Mas, como os a garismos sdo distintos, perceba que
1+2+..+6fa+ay+..taf£4+5+..+90 21£3k£390 7£KE 13,

Como k é mdiltiplo de 3, temos dois casos: k=9 e k= 12.

1° caso: k= 9. Vejaque é suficiente escolhermos a;, a, e as, poisay;, =9 —a3, as=9—-a,ea,=9

— a;. Como os digitos devem ser distintos, devemos escolher a;, & e az de modo que hga no

maximo um digito em cada um dos conjuntos {1, 8}, {2, 7}, {3, 6} e{4, 5}. Esta escolha pode
ser feita da seguinte forma:

- Escolhemos trés dos quatro conjuntos: 4 maneiras,
- Em cada um dos trés conjuntos acima, escolhemos um dos dois digitos: 2° = 8 maneiras;
- Permutamos os digitos escolhidos: 3! = 6 maneiras.

Logo, o total de nimeros, neste caso, éigual a4” 8 6 =192.

2° caso: k = 12. Neste caso, os digitos a;, a, e a; devem ser escolhidos do conjunto
{3, 7, 8, 9} de modo que hagja no méximo um digito em cada um dos conjuntos
{3

4, 5,
, 9}, {4, 8} e{5, 7}. Esta escolha pode ser feita da seguinte maneira:

- Em cada um dos trés conjuntos acima, escolhemos um dos dois digitos: 2° = 8 maneiras;
- Permutamos os digitos escolhidos: 3! = 6 maneiras.

Logo, o total de nimeros, neste caso, éigual a8 6 = 48.

O total de nimeros €, portanto, 192 + 48 = 240.

CRITERIO DE CORRECAO:

- Mostrou que k € mltiplo de 3: [2 pontos]
- Concluiu que ha duas possibilidades k=9 e k = 12: [+ 2 pontos]
- Determinou corretamente a quantidade de nlmeros em um caso: [+ 3 pontos por cada caso.]
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PROBLEMA 2:
Analisando a equagdo médulo 5, obtemos 453 © 1(mod 5) U 3 © 4(mod5).
Mas os valores de 3* mod 5 s3o periddicos de periodo 4

Assim, concluimos que 3* © 4(mod5) U a=2+4t parati N.

Agora, analisando a equagdo modulo 3, obtemos 11+5° ° 0(mod3) U (- l)b °1(mod3) o que
ocorre se, e sO se, b é par.
Portanto a e b sGo ambos pares, digamos a= 2c e b = 2d para doisinteiros positivos ¢, d. Assim,

45 =11+5° 0 (2><3°)2- 524 =11
U (2>e°- 5d)(2><3€ +5d)=11
2xF- 5 =1

2x3F +5 =11

=3
U U

54 =5

Assim, atnicasoluggo & (ab)=(2,2).

a=2x=2
b=2xd=2

CRITERIO DE CORRECAO:

- Mostrou que a € par: [4 pontos]|
- Mostrou que b é par: [3 pontos]
- Concluiu, encontrando a Uinica solugao: [3 pontos]

As seguintes pontuagdes ndo se acumulam com as anteriores:
- verificou que a = 2 eb = 2 é uma solugédo, mas ndo mostrou que é a tnica solugdo: [2 pontos]
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PROBLEMA 3:

Vamos fazer o gréfico da funcéo A
f (X) = x> ex(. Paracadak natural, se k £ x
< k+ 1, temos ¢x( =K. Logo, o gréfico de

f é formado por segmentos de reta 'y = kX,
como mostraafiguraaseguir:

Assim, para um n fixo, a equagdo f(x) = n 6
tem no mé&ximo uma solugdo. Portanto, a
quantidade de elementos de

AE AJE AGE ... E Ao 4
€igual aquantidade de inteiros n, tais que 1 2
£ n £ 2009, para os quais f (X) = n admite
solucdo, isto &, osn tais que 1

fK=KEn<kk+1)=K+k

v

wl--------"-“"-“ccceeee----F

paraalgum kT N.

Como k2 £20090 k£ 44, estaquantidade & 1 + 2 + 3 + ... + 44 = 44x45/2 = 990.

CRITERIO DE CORRECAO:
- Mostrou que f(X) = n tem solucéo se, e SO se, existe ki1 N tal que k? £ n<k? +k: [8 pontog]
- Concluiu: [2 pontos]

As seguintes pontuagdes ndo se acumulam com as anteriores:
- Desenhou o gréfico de f (x) = x@xg mas ndo concluiu que f(x)=n tem solucdo se, e SO s,
k?£n<k?®+k paraagum ki N: [4 pontos]
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PROBLEMA 4

Vamos mostrar inicialmente que BL e CK s80 as hissetrizes dos angulos B e C do DABC.
Para isto, sgjam K* e L as interseccfes das bissetrizes de C e B com a circunferéncia de
diametro BC , como nafigura. Sejaaindal oincentro de DABC e be g asmedidas de Be C ,
respectivamente, de modo que b +g=60°.

Sgjam D e E asinterseccdes de K'L' com os lados AB e AC do triangulo. Para mostrar
que K L =KL,basta mostrar que E e D' sdo as projecdes ortogonais de | aos lados AC e

AB. Como BC é diametro, temos que «BL C & reto, assim se mostrarmos que o quadril&tero
IE L' C éciclico, provaremos que IE C éreto, e analogamente paraD’.

Denote por F e G os encontros das bissetrizes de Ce B com oslados opostos. Temos
m(cic)=m(FiB)=m(AFc)- m(F8i) :b+g- g:w:w.
da mesmaforma, temos
m(GEL ) =m(BGA)- m(GL E)
2 52 2
pois m(GL E ) = m(BfK') = m(BéK') ja que ambos os angulos subtendem o mesmo arco
BK".
Assim, m(G?L’ ) = m(GfC) ,provando que IE'L"C éciclico.
Sendo O o ponto médio de BC, temos
m(KOL) =180° - m(LEC)- m(KOB)
=180°- b- g=120°
m(LOK) pc

Assim adisténciapedidaé LO mosT = xc0s60° =3cm.
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CRITERIO DE CORRECAO:

- Demonstrou que BL e CK sdo bissetrizes dos angulos BeC: [8 pontos]|
- Concluiu: [2 pontos]

As seguintes pontuagdes ndo se acumulam com as acima e nem entre si.

- Calculou aguns angulos, sem chegar a demonstrar algum fato essencial da prova acima (como
IE'L"C ser ciclico): [no maximo 2 pontos]

- Determinou a distancia pedida em um caso particular (por exemplo DABC isosceles):

[2 pontos]
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