Historia dos Determinantes — Fontes Primarias

Carlos Gongalves

1 Gauss

Uma forma
axx + 2bxy + cyy,

quando as indeterminadas x, y nao estiverem em questao, designaremos
(a,b,c).

Se o ntimero M pode ser representado pela forma (a,b,c), de modo que os valores das indeterminadas

sejam primos entre si, bb — ac sera um residuo quadratico do nimero M.

Demonstragao: Sejam os valores das indeterminadas m, n, ou seja,
amm + 2bmn + ecnn = M,
e sejam tomados numeros pu, v de modo que
pm —+vn = 1.

Entao facilmente prova-se que

(amm 4 2bmn + cnn) (avv — 2bpv + cup) = (u(mb + nc) — v(ma + nb))* — (bb — ac)(mp + nv)?,

ou

M (avv — 2buv + cup) = (u(mb + nc) — v(ma + nb))* — (bb — ac)(mu + nv)?.

Por isso serd
bb — ac = (p(mb 4 nc) — v(ma + nb))?(méd M),

isto é, bb — ac é um residuo quadrético do préoprio M.

O ntmero bb — ac, de cuja indole as propriedades de (a,b,c) dependem em primeiro lugar, chamaremos

determinante dessa forma.

Se uma forma F' cujas indeterminadas sao x, y pode ser transformada em outra F’ cujas indeterminadas
sao z’, 3y’ por substituicoes tais que
x = ax’ + By,
y=2"+ 0y,
de forma que «, 3,7, d sejam inteiros, dizemos que a primeira acarreta a segunda, ou a segunda é contida
pela primeira. Seja a forma F” a
a/x/x/ + 2b/$/y/ + Cy/y/
e tenham-se as trés equagoes seguintes:
a = aao + 2bary + cyy
b = aaB+ b(ad + By) + cyd
c = aBB + 2bB5 + ¢

Multiplicando a segunda equagao por ela mesma, a primeira pela terceira, e subtraindo obtemos

Vo —ad'c = (bb—ac)(ad — Bv)>.



2 Cauchy

Sejam aq, asg, ..., a, varias quantidades diferentes em nimero igual a n. Vimos acima que, multiplicando
o produto dessas quantidades ou

a1a2as ...0n

pelo produto de suas respectivas diferencgas, ou por
(a2 —a1)(az —a1)...(ap —a1)(az —az)...(an —az2)...(ap —an—1),
obtemos como resultado a funcao simétrica alternada
S(+aja3a3...am)
que, em conseqiiéncia, encontra-se sempre igual ao produto
a1a203 . ..ap(az —a1)(ag —ay) ... (an —ay)(az —az)...(an — az)...(an — an_1)

Suponhamos agora que desenvolvemos este ultimo produto e que, em cada termo do desenvolvimento,
substituimos o expoente de cada letra por um segundo indice igual ao expoente de que se trata; escrevendo,
por exemplo, a, ; no lugar de a; e a,, no lugar de aj, obteremos como resultado uma nova funcao simétrica

alternada que, no lugar de ser representada por
1.2 3 n
S(tajazas...ap)
serd representada por
S(tai1a2.2a33 ... ann),

sendo o sinal S relativo aos primeiros indices de cada letra. Tal é a forma mais geral das fung¢oes que

designarei na seqiiéncia pelo nome determinantes. Se supusermos sucessivamente

encontraremos

S(Eai1a2,2) = a1,1a22 — a2.1012
S(£a11a2,2a33) = a1,102203,3 + G2,103201 3 + 3,101, 202,3
—01,103,202,3 — (3,102,201,3 — 042,101,203 3

para os determinantes de segunda ordem, terceira etc.

3 Jacobi
Tendo sido propostas as (n + 1)? quantidades
al®
k
nas quais tanto os indices superiores (i) como os inferiores k percorrem todos os valores 0,1,2,...,n, seja

produzido o termo

ron (n).
aaiay ... ay,";



a partir dele forme-se um ntimero 1-2-3...(n+ 1) de termos semelhantes permutando entre si, de todos
os modos, ou os indices superiores ou os inferiores. E ainda seja anteposto a cada termo o sinal positivo ou
negativo, segundo as Permutacoes pelas quais sdo obtidos a partir do termo aajaj ... a%") sejam positivas
ou negativas, e seja feito um Agregado de todos 0os 1-2-3...(n+ 1) termos anexados aos seus sinais, que
designarei por

R= Z +adiady ... al™
Desse modo o Agregado R, seguindo o ilustre Gauss e outros, chamarei Determinante, as préprias quanti-

)

dades a,(j elementos do Determinante, e como qualquer termo do préprio R é produzido a partir de n + 1

elementos, direi que o R mesmo é um Determinante do (n + 1)—ésimo grau.

4 Weierstrass

Weierstrass parte de um sistema linear de n equacoes e n incégnitas, com coeficientes an3. Ele poe o

problema de encontrar uma funcao A das quantidades a,g com as seguintes caracteristicas:

1. A é uma funcao linear homogénea com relagao aos elementos de cada linha.

2. A troca apenas de sinal sempre que duas linhas sdo permutadas entre si.

3. Se a1 = asx =...=an, = 1 e todos os outros elementos sao igualados com 0, entdo o valor de A é 1.
Inicialmente Weierstrass demonstra que 1. e 2. sao equivalentes a 1. e 2’.

2’. A = 0 se duas linhas sao iguais.

Por fim, ele demonstra que A estd unicamente determinada por essas caracteristicas e é idéntica ao deter-

minante.
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