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1 Ordens e Raizes Primitivas

Definigdo 1 O menor inteiro positivo k para o qual @ = 1 (mod m), onde mdc(a,m) = 1, é chamado ordem de a médulo
m e serd denotado por ord,a.

Teorema 1 Se a é um inteiro relativamente primo com m, entdo 4" = 1 (mod m) se, e somente se, ordy,a|n. Ademais,
ag = af (mod m) se, e somente se, ny = n; (mod ordya)

Demonstragio. Sejam b = ordyaen =gb+rcom0 < r < b. Como a’ =1 (mod m),

i"=1 (mod m) < a7 =1 (modm)
< a4 =1 (modm)

Como 0 < r < b, devemos ter r = 0. Usando que mdc(a,m) = 1 e supondo que ng > ny,

ag =af (modm) & 4" "M =1 (mod m)
< nyg—n =0 (mod D)

Corolario 1 Se mdc(a,m) = 1, ordyal¢(m)

Demonstragdo. Pelo teorema de Euler, a#(™) =1 (mod m). O resultado segue do teorema anterior.

Exercicio 1. (Putnam 1972) Prove que ndo existe inteiro positivo n > 1 tal que n|2" — 1.
Exercicio 2. (Leningrado 1990) Prove que para todos os inteiros a > 1 e n , n|p(a” —1).
Exercicio 3. Mostre que

a) ordz2 =2.3""1
b) Se 2" = —1 (mod 3"), entdo = 3" ! | m.
Exercicio 4. (Bulgaria 1997) Encontre todos os nimeros inteiros m,n > 2 tais que

1+m® +m*¥

——
€ um inteiro
Exercicio 5. Prove que que se p é primo, entdo p? — 1 tem um fator primo congruente a 1 médulo p
Exercicio 6. Se ord,m = h,ord,;b = k e mdc(h, k) = 1 mostre que ord,,ab = hk.

Exercicio 7. Prove que se a,b sdo niumeros naturais tais que 2 > b ,n > 1, entdo cada divisor primo do ntimero 4" — b" é
ou da forma nk + 1, onde k é um inteiro, ou um divisor de um ntimero 4™ — b, onde n1|n e ny < n.

Exercicio 8. Prove que se 4, b sdo nimeros naturais tais que 2 > b ,n > 1, entdo cada divisor primo do ntimero a” + b" é
ou da forma 2nk + 1, onde k é um inteiro, ou um divisor de um ntmero a™ + b, onde 17 é o quociente obtido por dividir
0 numero 7 por um numero impar mairo que 1.

Exercicio 9. Seja p um primo que ndo divide 10, e seja n um inteiro, 0 < n < p. Seja d a ordem de 10 médulo p.
1. Mostre que o comprimento do periodo da representagdo decimal de n/p é d.

2. Prove que que se d é par, entdo o periodo da representagdo decimal de n/p pode ser dividido em duas partes cuja
soma é 107/2 — 1. Por exmeplo, 1/7 = 0,142857, entdo d = 6, e 142 + 857 = 999 = 10% — 1.




3. Se ordya = h = ordak =

Exercicio 10.

_
mdc(h, k)

1
Se p é um primo maior que 3, entdo qualquer divisor maior que 1 do ntimero é da forma 2kp + 1,

3

onde k é um ntamero natural.

Teorema2 Se p é um primo maior que 2, entdo qualquer ntimero natural que divida o niimero 27 — 1 é da forma 2kp +1,
onde k é um inteiro.

Exercicio 11.
Exercicio 12.
Exercicio 13.

Exercicio 14.
divide 27 — 1.

Exercicio 15.
Exercicio 16.

é um inteiro.

Exercicio 17.

Exercicio 18.

(Bulgéaria 1995) Encontre todos os primos p e ¢ tais que o ntimero 27 4 27 seja divisivel por pq.
Mostre que se k > 1 entdo 2¢-1 # —1 (mod k)
Mostre que se 3 < d < 2", entdo d { (a¥' + 1) para qualquer inteiro positivo a.

(Eureka) Prove que se p é um primo da forma 4k + 3, entdo 2p + 1 também é primo se e somente se 2p + 1
Prove que todos os divisores dos ntimeros de Fermat 22" + 1, n > 1, sdo da forma 22k + 1.
(IMO 1990) Encontre todos os inteiros positivos n > 1 tais que

2" +1
n2

(Teste Cone Sul 2002) Encontre o periodo na representacdo decimal de

32002
(Teste de Selecdo do Ird para a IMO) Seja @ um natural fixo. Mostre que o conjunto dos divisores primos

de 2?" + 4, para n € IN, é infinito.

Exercicio 19.

(Colémbia 2009) Encontre todas as triplas de inteiros positivos (a,b, 1) que satisfazem a equagao:

A =1+b+...+b"

Teorema 3 (Euler) Um inteiro a satisfazendo mdc(a, p) = 1 é o residuo de uma poténcia n-ésima nédulo p se e somente
se vale a relacdo:

Exercicio 20.

p—1

ad =1 (modp) com d=mdc(p—1,n).

(IMO 2003) Seja p um ntimero primo. Demonstre que existe um ntimero primo g tal que, para todo inteiro

n, o nimero n” — p nao é divisivel por g.

Exercicio 21.
pPF —1.

Exercicio 22.

Exercicio 23.

(Olimpiada Indiana) Seja p um primo impar e seja r um natural impar. Mostre que rp + 1 ndo divide

Mostre que para quaisquer inteiros positivos impares a e b
mdc(2® +1,20 +1) = 2mdcl@b) 4 q

(Teste IMO 2003) Seja n um inteiro positivo, e sejam py, p2, ..., pn, primos distintos maiores que 3. Prove

que 2P1P2Pr 47 tem pelo menos 4" divisores.

Exercicio 24.
Exercicio 25.
Exercicio 26.
Exercicio 27.
Exercicio 28.

é um inteiro.
Exercicio 29.

22 —1 -
———, mostre que 2" — 2 é divisivel por n.

Sen =
en 3

Ache todos os inteiros positivos 7 tais que vale a"*! = a (mod 1) para todo a inteiro.
Mostre que se k > 1 entdo 21 # —1 (mod k)
Prove que todos os divisores dos ntimeros de Fermat 22" 41, n > 1, sdo da forma 2" 2k 4 1.
(Putnam 1972) Prove que ndo existe um inteiro n > 1 tal que n|2" — 1.
(IMO 1990) Encontre todos os inteiros positivos n > 1 tais que
2" +1
n2

(Proposto por Paul Erdos para a American Mathematical Monthly) Seja p um ntimero primo maior que 3.
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Exercicio 30. (IMO 2003 - Adaptado) Seja p um nimero primo. Demonstre que existem infinitos primos g tal que, para
todo inteiro 7, o ndmero n” — p nao é divisivel por g.

Exercicio 31. (TST - China - 2004) Determine todos os inteiros positivos m satisfazendo a seguinte propriedade: existe
um primo g, tal que n™ — m néo é divisivel por g, para qualquer inteiro 7.

Exercicio 32. (Propriedades dos polinémios ciclotémicos)

L @,(X) =](xi - 1)+,
d|n

2. ®y(X) = XP 1+ XP24+...X+1,se p é primo.

C1 ,,€2

3. Sen = pilps - p, entdo

1 cp-1 cx—1

Cl* .
Dy (X) = Ppypy.p (XU P2 P ),
4. Se n > 1 é impar, entdo ®,,(X) = P, (—X).
5. Se p é um primo que ndo divide 7, entdo

q)Pn(X) = q;;;(();:)),

caso contrério, se p | 1, @py(X) = Oy (XP).

Exercicio 33. Seja n um inteiro positivo e x um inteiro qualquer. Mostre que todo divisor primo p de ®,(X) ou satisfaz
p=1 (mod n)oup|n.

Teorema 4 Seja p um ntimero primo. Entdo para todos os inteiros positivos 7 e a tais que mdc(n, p) = 1 temos p | Py (a)
se, e somente se, ord,(a) = n.

Exercicio 34. Seja p um nimero primo e x um inteiro qualquer. Entdo todo divisor primo g de 1+ x+ --- + xP~! ou
satisfaz g =1 (mod p) ou p = 4.

Exercicio 35. Sejam a e b inteiros positivos. Suponha que x é um inteiro e que mdc(®P,(X), ®,(X)) > 1. Entdo % = pF
para algum ntimero primo p e algum inteiro k.

Exercicio 36. Encontre todas as solucdes inteiras da equagéo

Exercicio 37. Mostre que, dado n, existem infinitos primos p da forma nk + 1.

Exercicio 38. (IMC 2010) Suponha que para uma fungdo f : R — R e nameros reais a < b tenhamos f(x) = 0 para todo
x € (a,b). Prove que f(x) = 0 para todo x € R se

p

I};l)f(erk):O

para todo niimero primo p e todo ntimero real y.
Exercicio 39. (IMC 2011) Seja p um ndmero primo. Dizemos que um inteiro positivo n é interessante se

x"—1=(xF —x+1)f(x) + pg(x)
para polinémios f e g com coeficientes inteiros.
a) Prove que o nimero p” — 1 é interessante.
b) Para quais p o nimero p? — 1 é o menor nimero interessante?

- . o o . -1 ~
Exercicio 40. Seja 1 um inteiro positivo. Prove que o ntimero 22" + 22" 41 pode ser expresso como o produto de ndo
menos que 71 fatores primos (ndo necessariamente distintos).



Respostas e Solucdes.

1. Suponha, por absurdo, que existe um inteiro positivo n > 1 com essa propriedade e que k é o menor dentre eles. Se
d = ord2, entdo d | k. Como 2¢ = 1 (mod k), temos 2¢ = 1 (mod d). Em virtude da minimalidade de k, temos d = 1
ou d = k. No primeiro caso, teriamos k = 1 produzindo uma contradi¢do. No segundo caso, em decorréncia do teorema
anterior, k | ¢(k). Entretanto, se k > 1, ¢(k) < k — 1 e obtemos assim um absurdo.

2. Se k = ordm_qa, como a" =1 (mod a" — 1), temos k | n e consequentemente k < n. Ndo podemos ter k < n porque
a"—1]a"—1=a"—1<ak—1. Assim, k = 1 e usando o teorema anterior podemos concluir que k | ¢(a" — 1).

3. Provaremos por indugdo que 2 1= 351 com 3 f my. Suponha que a afirmacao vale para k. Provemos para k + 1:

AL (35 — 1)3

33k+3m2 o 32k+3m£ + 3k+2mk -1
3k+2(32k+1m2 o 3k+1 + mk) -1
3k+2

Mppq — 1

Claramente 3 { ;1. Voltemos ao problema. Seja b = ords2, entdo b | ¢(3") = 2-3"~1. Temos duas possibilidades: ou
b=2.-3 oub=23.Como2¥ "' =1 (mod 3") e3/ | 3" 1sej <n—1,devemos ter b = 2-3/. Assim, (23j - 1)(23/ +1) =1
(mod 3)". Usando que 2 _1=1 (mod 3), temos 2Y =1 (mod 3"). Novamente pelo lema provado no inicio, 3/ > 31
e assim b = 2-3"". Para o item b), de 2" = —1 (mod 3"), podemos concluir que 22" = 1 (mod 3)". Daf,2-3""! | 2m e o
resultado segue.

4. Claramente n é impar, mdc(m,n) = 1 en > 2. Se n = 3, como mdc(m,n) = 1 devemos ter que m = 1 (mod 3)

pois caso contrario 1+ m® +m?*¥ =1—-1+1 =1 (mod 3). E facil ver que todo par (m,n) = (3k 4+ 1,3) é solugdo.
3n+1 .

Suponha agora 1 > 3 e seja k = ord,m. Sen > 3 = m*> # 1 (mod n). Como 1+ m®" +m?>% = segue que

m3" —1
n|m¥" —1=k|3" Logo, k = 3"*1. Pelo teorema de Euler, m?(") =1 (mod 1) entdo k < ¢(n) e 3"+ < ¢p(n) <n—1,
uma contradigdo.

3n+1

p_
5.  Seja ¢ um primo que divide 4 — Como g | pP —1 segue que ordgp | p. Se ordgp = lentdo g | p¥ —1e

0=prt4+pr24+..p+1=1+1+...4+1+1=p (mod g). Mas isso é um absurdo pois p # q. Logo ordsp = p e

P—1
obtemos p | ¢(q) = q — 1. Dai, todos os divisores primos de % sdo congruentes a 1 médulo p.



