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1 Ordens e Raı́zes Primitivas

Definição 1 O menor inteiro positivo k para o qual ak ≡ 1 (mod m), onde mdc(a, m) = 1, é chamado ordem de a módulo
m e será denotado por ordma.

Teorema 1 Se a é um inteiro relativamente primo com m, então an ≡ 1 (mod m) se, e somente se, ordma|n. Ademais,
an

0 ≡ an
1 (mod m) se , e somente se, n0 ≡ n1 (mod ordma)

Demonstração. Sejam b = ordma e n = qb + r com 0 ≤ r < b. Como ab ≡ 1 (mod m),

an ≡ 1 (mod m) ⇔ aqb+r ≡ 1 (mod m)

⇔ ar ≡ 1 (mod m)

Como 0 ≤ r < b, devemos ter r = 0. Usando que mdc(a, m) = 1 e supondo que n0 > n1,

an
0 ≡ an

1 (mod m) ⇔ an0−n1 ≡ 1 (mod m)

⇔ n0 − n1 ≡ 0 (mod b)

Corolário 1 Se mdc(a, m) = 1, ordma|φ(m)

Demonstração. Pelo teorema de Euler, aφ(m) ≡ 1 (mod m). O resultado segue do teorema anterior.

Exercı́cio 1. (Putnam 1972) Prove que não existe inteiro positivo n > 1 tal que n|2n − 1.
Exercı́cio 2. (Leningrado 1990) Prove que para todos os inteiros a > 1 e n , n|φ(an − 1).
Exercı́cio 3. Mostre que

a) ord3n 2 = 2 · 3n−1

b) Se 2m ≡ −1 (mod 3n), então⇒ 3n−1 | m.

Exercı́cio 4. (Bulgária 1997) Encontre todos os números inteiros m, n ≥ 2 tais que

1 + m3n
+ m2·3n

n

é um inteiro
Exercı́cio 5. Prove que que se p é primo, então pp − 1 tem um fator primo congruente a 1 módulo p
Exercı́cio 6. Se ordam = h, ordmb = k e mdc(h, k) = 1 mostre que ordmab = hk.
Exercı́cio 7. Prove que se a, b são números naturais tais que a > b , n > 1, então cada divisor primo do número an − bn é
ou da forma nk + 1, onde k é um inteiro, ou um divisor de um número an1 − bn1 , onde n1|n e n1 < n.
Exercı́cio 8. Prove que se a, b são números naturais tais que a > b , n > 1, então cada divisor primo do número an + bn é
ou da forma 2nk + 1, onde k é um inteiro, ou um divisor de um número an1 + bn1 , onde n1 é o quociente obtido por dividir
o número n por um número ı́mpar mairo que 1.
Exercı́cio 9. Seja p um primo que não divide 10, e seja n um inteiro, 0 < n < p. Seja d a ordem de 10 módulo p.

1. Mostre que o comprimento do perı́odo da representação decimal de n/p é d.

2. Prove que que se d é par, então o perı́odo da representação decimal de n/p pode ser dividido em duas partes cuja
soma é 10d/2 − 1. Por exmeplo, 1/7 = 0, 142857, então d = 6, e 142 + 857 = 999 = 103 − 1.
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3. Se ordma = h⇒ ordmak =
h

mdc(h, k)

Exercı́cio 10. Se p é um primo maior que 3, então qualquer divisor maior que 1 do número
2p + 1

3
é da forma 2kp + 1,

onde k é um número natural.

Teorema 2 Se p é um primo maior que 2, então qualquer número natural que divida o número 2p− 1 é da forma 2kp + 1,
onde k é um inteiro.

Exercı́cio 11. (Bulgária 1995) Encontre todos os primos p e q tais que o número 2p + 2q seja divisı́vel por pq.
Exercı́cio 12. Mostre que se k > 1 então 2k−1 6≡ −1 (mod k)

Exercı́cio 13. Mostre que se 3 ≤ d ≤ 2n−1, então d - (a2n
+ 1) para qualquer inteiro positivo a.

Exercı́cio 14. (Eureka) Prove que se p é um primo da forma 4k + 3, então 2p + 1 também é primo se e somente se 2p + 1
divide 2p − 1.
Exercı́cio 15. Prove que todos os divisores dos números de Fermat 22n

+ 1, n > 1, são da forma 2n+2k + 1.
Exercı́cio 16. (IMO 1990) Encontre todos os inteiros positivos n > 1 tais que

2n + 1
n2

é um inteiro.

Exercı́cio 17. (Teste Cone Sul 2002) Encontre o perı́odo na representação decimal de
1

32002 .

Exercı́cio 18. (Teste de Seleção do Irã para a IMO) Seja a um natural fixo. Mostre que o conjunto dos divisores primos
de 22n

+ a, para n ∈N, é infinito.
Exercı́cio 19. (Colômbia 2009) Encontre todas as triplas de inteiros positivos (a, b, n) que satisfazem a equação:

ab = 1 + b + . . . + bn.

Teorema 3 (Euler) Um inteiro a satisfazendo mdc(a, p) = 1 é o resı́duo de uma potência n-ésima nódulo p se e somente
se vale a relação:

a
p−1

d ≡ 1 (mod p) com d = mdc(p− 1, n).

Exercı́cio 20. (IMO 2003) Seja p um número primo. Demonstre que existe um número primo q tal que, para todo inteiro
n, o número np − p não é divisı́vel por q.
Exercı́cio 21. (Olimpiada Indiana) Seja p um primo ı́mpar e seja r um natural ı́mpar. Mostre que rp + 1 não divide
pp − 1.
Exercı́cio 22. Mostre que para quaisquer inteiros positivos ı́mpares a e b

mdc(2a + 1, 2b + 1) = 2mdc(a,b) + 1

Exercı́cio 23. (Teste IMO 2003) Seja n um inteiro positivo, e sejam p1, p2, . . . , pn, primos distintos maiores que 3. Prove
que 2p1 p2 ...pn + 1 tem pelo menos 4n divisores.
Exercı́cio 24. Ache todos os inteiros positivos n tais que vale an+1 ≡ a (mod n) para todo a inteiro.
Exercı́cio 25. Mostre que se k > 1 então 2k−1 6≡ −1 (mod k)

Exercı́cio 26. Prove que todos os divisores dos números de Fermat 22n
+ 1, n > 1, são da forma 2n+2k + 1.

Exercı́cio 27. (Putnam 1972) Prove que não existe um inteiro n > 1 tal que n|2n − 1.
Exercı́cio 28. (IMO 1990) Encontre todos os inteiros positivos n > 1 tais que

2n + 1
n2

é um inteiro.
Exercı́cio 29. (Proposto por Paul Erdos para a American Mathematical Monthly) Seja p um número primo maior que 3.

Se n =
22p − 1

3
, mostre que 2n − 2 é divisı́vel por n.
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2 Polinômios Ciclotômicos

Exercı́cio 30. (IMO 2003 - Adaptado) Seja p um número primo. Demonstre que existem infinitos primos q tal que, para
todo inteiro n, o número np − p não é divisı́vel por q.
Exercı́cio 31. (TST - China - 2004) Determine todos os inteiros positivos m satisfazendo a seguinte propriedade: existe
um primo qm tal que nm −m não é divisı́vel por qm para qualquer inteiro n.
Exercı́cio 32. (Propriedades dos polinômios ciclotômicos)

1. Φn(X) = ∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d).

2. Φp(X) = Xp−1 + Xp−2 + . . . X + 1, se p é primo.

3. Se n = pc1
1 pc2

2 · · · p
ck
k , então

Φn(X) = Φp1 p2···pk (Xp
c1−1
1 pc2−1

2 ···pck−1
k ).

4. Se n > 1 é ı́mpar, então Φ2n(X) = Φn(−X).

5. Se p é um primo que não divide n, então

Φpn(X) =
Φn(Xp)

Φn(X)
,

caso contrário, se p | n, Φpn(X) = Φn(Xp).

Exercı́cio 33. Seja n um inteiro positivo e x um inteiro qualquer. Mostre que todo divisor primo p de Φn(X) ou satisfaz
p ≡ 1 (mod n) ou p | n.

Teorema 4 Seja p um número primo. Então para todos os inteiros positivos n e a tais que mdc(n, p) = 1 temos p | Φn(a)
se, e somente se, ordp(a) = n.

Exercı́cio 34. Seja p um número primo e x um inteiro qualquer. Então todo divisor primo q de 1 + x + · · ·+ xp−1 ou
satisfaz q ≡ 1 (mod p) ou p = q.

Exercı́cio 35. Sejam a e b inteiros positivos. Suponha que x é um inteiro e que mdc(Φa(X), Φb(X)) > 1. Então
a
b
= pk

para algum número primo p e algum inteiro k.
Exercı́cio 36. Encontre todas as soluções inteiras da equação

x7 − 1
x− 1

= y5 − 1

Exercı́cio 37. Mostre que, dado n, existem infinitos primos p da forma nk + 1.
Exercı́cio 38. (IMC 2010) Suponha que para uma função f : R→ R e números reais a < b tenhamos f (x) = 0 para todo
x ∈ (a, b). Prove que f (x) = 0 para todo x ∈ R se

p−1

∑
k=0

f
(

y +
k
p

)
= 0

para todo número primo p e todo número real y.
Exercı́cio 39. (IMC 2011) Seja p um número primo. Dizemos que um inteiro positivo n é interessante se

xn − 1 = (xp − x + 1) f (x) + pg(x)

para polinômios f e g com coeficientes inteiros.

a) Prove que o número pp − 1 é interessante.

b) Para quais p o número pp − 1 é o menor número interessante?

Exercı́cio 40. Seja n um inteiro positivo. Prove que o número 22n
+ 22n−1

+ 1 pode ser expresso como o produto de não
menos que n fatores primos (não necessariamente distintos).
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Respostas e Soluções.

1. Suponha, por absurdo, que existe um inteiro positivo n > 1 com essa propriedade e que k é o menor dentre eles. Se
d = ordk2, então d | k. Como 2d ≡ 1 (mod k), temos 2d ≡ 1 (mod d). Em virtude da minimalidade de k, temos d = 1
ou d = k. No primeiro caso, terı́amos k = 1 produzindo uma contradição. No segundo caso, em decorrência do teorema
anterior, k | φ(k). Entretanto, se k > 1, φ(k) ≤ k− 1 e obtemos assim um absurdo.

2. Se k = ordan−1a, como an ≡ 1 (mod an − 1), temos k | n e consequentemente k ≤ n. Não podemos ter k < n porque
an − 1 | ak − 1⇒ an − 1 ≤ ak − 1. Assim, k = n e usando o teorema anterior podemos concluir que k | φ(an − 1).

3. Provaremos por indução que 23k
+ 1 = 3k+1mk com 3 - mk. Suponha que a afirmação vale para k. Provemos para k + 1:

23k+1
= (3k+1mk − 1)3

= 33k+3m3
k − 32k+3m2

k + 3k+2mk − 1

= 3k+2(32k+1m3
k − 3k+1 + mk)− 1

= 3k+2mk+1 − 1

Claramente 3 - mk+1. Voltemos ao problema. Seja b = ord3n 2, então b | φ(3n) = 2 · 3n−1. Temos duas possibilidades: ou
b = 2 · 3j ou b = 3j. Como 23n−1 ≡ −1 (mod 3n) e 3j | 3n−1 se j ≤ n− 1, devemos ter b = 2 · 3j. Assim, (23j − 1)(23j

+ 1) ≡ 1
(mod 3)n. Usando que 23j − 1 ≡ 1 (mod 3), temos 23j ≡ −1 (mod 3n). Novamente pelo lema provado no inı́cio, 3j ≥ 3n−1

e assim b = 2 · 3n−1. Para o item b), de 2m ≡ −1 (mod 3n), podemos concluir que 22m ≡ 1 (mod 3)n. Daı́, 2 · 3n−1 | 2m e o
resultado segue.

4. Claramente n é ı́mpar, mdc(m, n) = 1 e n > 2. Se n = 3, como mdc(m, n) = 1 devemos ter que m ≡ 1 (mod 3)
pois caso contrário 1 + m3n

+ m2·3n ≡ 1− 1 + 1 ≡ 1 (mod 3). É fácil ver que todo par (m, n) = (3k + 1, 3) é solução.

Suponha agora n > 3 e seja k = ordnm. Se n > 3 ⇒ m3n 6≡ 1 (mod n). Como 1 + m3n
+ m2·3n

=
m3n+1 − 1
m3n − 1

segue que

n | m3n+1 − 1⇒ k | 3n+1. Logo, k = 3n+1. Pelo teorema de Euler, mφ(n) ≡ 1 (mod n) então k ≤ φ(n) e 3n+1 ≤ φ(n) ≤ n− 1,
uma contradição.

5. Seja q um primo que divide
pp − 1
p− 1

. Como q | pp − 1 segue que ordq p | p. Se ordq p = 1 então q | pp − 1 e

0 ≡ pp−1 + pp−2 + . . . p + 1 ≡ 1 + 1 + . . . + 1 + 1 ≡ p (mod q). Mas isso é um absurdo pois p 6= q. Logo ordq p = p e

obtemos p | φ(q) = q− 1. Daı́, todos os divisores primos de
pp − 1
p− 1

são congruentes a 1 módulo p.
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