Algebra Linear

Giuliano Boava

Introducao

Nos problemas olimpicos, principalmente nos de nivel universitario, ¢ comum encon-
trarmos espacos e subespagos vetoriais, transformagoes lineares, matrizes, autovalores,
autovetores, entre outros conceitos de dlgebra linear. O objetivo deste texto é mos-
trar que, usando apenas ferramentas bésicas, é possivel resolver diversos problemas
envolvendo este tema. Como a algebra linear é um assunto amplo, optamos por tratar
apenas dos problemas que abordam matrizes e suas propriedades.

O texto esta dividido em duas se¢oes: uma se¢ao com defini¢oes e teoremas e outra
com resolugao de problemas. Na primeira secao, faremos uma breve introdugao a
teoria de matrizes, tratando desde as operagoes basicas até a fatoracao de uma matriz
na sua forma canonica de Jordan'. Na segunda secdo, veremos como aplicar a teoria
em problemas olimpicos.

Apesar de o texto nao requerer conhecimento prévio, é aconselhavel que o leitor
tenha alguma familiaridade com a algebra linear. Além disso, o contetido aqui exposto
¢é extremamente resumido, nao sendo recomendado aqueles que pretendem iniciar um
curso de algebra linear. Por fim, visto que o nosso foco sao as aplicacoes da teoria,
nao demonstraremos os teoremas aqui apresentados. O leitor interessado nas demons-

tracoes pode consultar as referéncias dispostas no final do texto.

Definicoes e Propriedades

Uma matriz real (ou complexa) A com m linhas e n colunas é uma fungao

A:A{1,2,...,m} x{1,2,...,n} — R (ouC)
(t,7) — A, )

Esta é uma maneira formal de dizer que uma matriz é uma “tabela” de ntimeros.

Apesar de a definigao tratar uma matriz como fun¢ao, veremos uma matriz A com m

!Camille Marie Ennemond Jordan (1838-1922) foi um matematico francés. Assim, a prontncia de
seu sobrenome é “Jordan”.



linhas e n colunas sob a forma usual

@11 Q2 - Qin

Q21 Q22 -  Q2p
A= ,

Am1 Am2  *°°  Omp

em que a entrada a;; da tabela corresponde a A(i, j) (isto é, o valor da funcao A em
(4,7)). Uma maneira compacta de denotar a matriz acima é A = (a;;). O valor a;; da
matriz A é denominado entrada (i,7) ou (i, j)-ésima entrada de A. No contexto
matricial, um ndmero, real ou complexo, é normalmente chamado de escalar.

Uma matriz com m linhas e n colunas é dita uma matriz m x n (lé-se m por n).
Uma matriz em que n = 1 (respectivamente, m = 1) é denominada um vetor co-
luna (respectivamente, vetor linha). Quando m = n, a matriz é dita quadrada
de ordem n. Em uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n, denominamos por
diagonal principal a parcela da matriz formada pelos elementos a1, ass, ..., Gup-
Uma matriz quadrada que possui todos os elementos abaixo (respectivamente, acima)
da diagonal principal iguais a 0 é denominada matriz triangular superior (respec-
tivamente, triangular inferior). Uma matriz quadrada em que todos os elementos
fora da diagonal principal sao iguais a 0 é denominada matriz diagonal. A matriz
diagonal de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal sao iguais a 1
é denominada matriz identidade e é denotada por I,, (ou simplesmente I, quando a
ordem estiver subentendida).

Sejam A = (a;;), B = (b;j) e C = (¢;;) matrizes reais (ou complexas) de dimensoes
m X n, m X nen X p respectivamente, e seja A € R (ou C) um escalar. A soma
das matrizes A e B, denotada por A + B, é definida como a matriz m x n dada por
A+ B = (a;; + b;j). O produto das matrizes A e C, denotado por AC, é definido
como a matriz m x p dada por AC' = (d;;), em que d;; = a;1b1; + ai2baj + - - - + Qinbyj.
A multiplicagao do escalar A pela matriz A, denotada por AA, é definida como a
matriz m x n dada por AA = (Aa;;). A transposta® da matriz A, denotada por A’
¢ definida como a matriz n x m dada por A® = (aj;).

E claro da definicao que a operacao de soma de matrizes é comutativa, associativa
e distributiva com relagao a multiplicacao por escalar. Também é facil verificar que a

soma também é distributiva com relagdo ao produto matricial (por ambos os lados).

2A transposta de uma matriz é, normalmente, utilizada para matrizes reais. A definicio também
é valida para matrizes complexas mas, neste caso, tal definicdo néo é tao 1til. No caso complexo,
a operacao frequentemente utilizada no lugar da transposta é a operagao que associa a uma matriz
A, uma outra matriz A*, denominada adjunta de A. A adjunta da A é a transposta de A com seus
elementos conjugados.



Convém observar que o produto matricial ndo é comutativol Uma conta um pouco
mais trabalhosa é necessaria para verificar que o produto matricial é associativo. Estas
propriedades podem ser expressas por: A+ B=B+ A; (A+B)+C=A+ (B+C);
MA+ B) =M+ AB; (A+ B)C = AC+ BC; C(A+ B)=CA+ CB; AB # BA
(em geral) e (AB)C = A(BC'). Hé algumas propriedades interessantes da transposta:
(At = A; (A+ B) = A"+ BY; (M) = MA' e (AB)! = B'A'. A matriz identidade
definida acima possui papel importante no produto de matrizes: se A é uma matriz
mxn, entdo I,,A = A = AI,. £ um bom exercicio (porém, entediante) verificar todas

essas propriedades.

Definicao 1. Seja A uma matriz de quadrada de ordem n. Definimos o trago da
matriz A, denotado por tr(A), como a soma dos elementos da diagonal principal da

matriz A. Em outras palavras, se A = (a;;), entao tr(A) = a1 + ax + - - + Gup.

Exemplo 1. Se

1 3 4
A= -2 -3 1|,
0 1 0

entdo tr(A) =1+ (-3) + 0= —2.

Nosso préximo objetivo é definir o determinante de uma matriz quadrada. E co-
mum, no ensino médio, dar uma definicao explicita para o determinante de matrizes
de ordem 1, 2 e 3 e definir o determinante de matrizes de ordem maior que 3 recur-
sivamente, usando determinantes de matrizes de ordem inferior. Aqui, adotaremos
uma outra definicao, que é valida para matrizes de ordens arbitrarias. Antes disso,

necessitamos da definicao de permutacao.

Definigao 2. Uma permutagao do conjunto {1,2,...,n} é uma bijecao o : {1,2,...,
n} — {1,2,...,n}. A paridade de uma permutacao o, denotada por p(c), é definida
como o numero de pares ordenados (i,7) € {1,2,...,n}x{1,2,...,n} com i < j, para

os quais o (i) > o(j). O sinal de uma permutacio o ¢é definido por sign(c) = (1)),

E comum (e mais pratico) representar uma permutacao o por o = (o(1),0(2),...,
o(n)). Assim, uma permutacao pode ser vista como uma n-upla de nimeros naturais

distintos (com valores em {1,2,...,n}).

Exemplo 2. 07 = (3,4,1,5,2) e 05 = (2,3,4,5,1) sdo exemplos de permutagoes
de {1,2,3,4,5}. Para oy, ha 5 pares ordenados (i,j), com ¢ < j, para os quais
o1(i) > o1(j); sdo eles: (1,3), (1,5), (2,3), (2,5) e (4,5). Assim, p(o;) = 5. Ja para

09, a paridade ¢ 4. Com isso, sign(c;) = (—1)% = —1 e sign(oy) = (=1)* = 1.



Definicao 3. Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. O determinante da

matriz A, denotado por det(A) ou |A|, é definido por

det(A) = Z Sign(g)alo(l)a20(2) -+ Ono(n),

em que a soma ¢ tomada sobre todas as permutagoes® o de {1,2,...,n}.

Exemplo 3. Se A = [ay1] é uma matriz 1 x 1, entao s6 hd uma permutacao de {1} (a
saber, a permutagao ¢ = (1)). Como nao hé pares (i,j) com i < j neste caso, entao
a paridade de o é 0 e, consequentemente, sign(c) = 1. Logo, det(A) = a;;. Notemos
hé duas permutagoes para {1,2}: o; = (1,2) (com paridade 0) e o3 = (2,1) (com
paridade 1). Assim, no determinante de uma matriz 2 x 2, ha dois termos na soma.

Aplicando a definicdo a uma matriz A = (a;;) de ordem 2, obtemos
det(A) = Sign(al)alal(l)aggl(g) -+ Sign(02>a102(1)a202(2) =

(=1)%a11a92 + (—1)'a1za21 = ar1a9s — agiaia,

que ¢é a férmula passada no ensino médio. Fica como exercicio ao leitor desenvolver a
definicao acima para uma matriz de ordem 3 e verificar que ela é equivalente a definigao

dada no ensino médio, isto é,

ail aiz a3
Qo1 Qo2 Qo3 | = Q11022033 + (12023031 1 Q13021032 — A13A22031 — Q11023032 — A12021033.

az1 asz 33

A proposicao abaixo lista algumas propriedades do traco e do determinante de uma

matriz.

Proposicao 1. Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n, entao:
(i) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B);
(i1) tr(AB) = tr(BA);

(111) Se A = (a;;) € triangular superior, triangular inferior ou diagonal, entdo det(A) =

11022 - . . App;
(iv) det(AB) = det(A) det(B);

(v) det(A) = det(A");

3Note que h& n! permutagoes de {1,2,...,n}. Assim, hd n! parcelas na soma.
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(vi) Se uma matriz A é obtida a partir de A pela troca da posi¢io de duas linhas (ou

colunas), entao det(A) = —det(A);

(vii) Se wma matriz A é obtida a partir de A multiplicando-se wma dada linha (ou

coluna) por um nimero X € C, entao det(A) = Adet(A);

(viii) Se wma matriz A € obtida a partir de A acrescentando-se a uma linha (ou coluna)

um maltiplo de uma outra linha (ou coluna), entdo det(A) = det(A).

Definigao 4. Seja A uma matriz m x n. Uma matriz B é dita uma inversa a direita
de A se AB = I,,. Uma matriz C' é dita uma inversa a esquerda de A se CA = I,,.
Se A possui inversa a direita (respectivamente, a esquerda), entao a dita invertivel a

direita (respectivamente, & esquerda).

Exemplo 4. Considere as matrizes

1 0 1 L0
A= e B=|0 =1
0 -1 1

0 0

Como AB = I,, entao A é uma inversa a esquerda para B e B é uma inversa a direita

para A.

Muitos problemas com matrizes sao resolvidos analisando o posto das matrizes en-
volvidas. Porém, para se falar de posto, normalmente é necessario falar de espacos
vetoriais, combinagoes lineares e dependéncia linear. Nos préximos paragrafos, de-
finiremos o posto de uma matriz evitando desenvolver a teoria de espagos vetoriais.
Para isso, teremos que “mascarar” propriedades gerais dos espacos vetoriais em casos
especificos.

O produto cartesiano* R x R x - - - x R (n vezes) é denotado por R™. Os elementos
v € R™ sdo denominados vetores e sao da forma v = (vy,v9,...,v,), em que v; € R,
1 < i < n. Sejam v = (v,v9,...,0,) €6 W = (wy,Ws,...,w,) vetores e A\ € R

um escalar. A soma dos vetores v e w, denotada por v + w, é definida como o

vetor v+ w = (v; + wy, vy + Wy, ..., v, + w,). A multiplicagao do escalar A pelo
vetor v, denotada por Av, é definida como o vetor Av = (Avy, Avg, ..., Av,). O vetor
(0,0,...,0) é usualmente denotado por O.

E facil ver que uma matriz 1 x n ou n x 1 (vetor linha ou vetor coluna) pode ser
vista como um vetor de R". Generalizando, as linhas de uma matriz m x n podem
ser vistas como vetores de R", assim como as colunas determinam vetores de R™.

Precisaremos destas identificacoes na definicao de posto.

4A partir daqui, até a definicio de posto, tudo o que for feito para R também sers valido para C.



Definigao 5. Um conjunto de vetores {vi,vs,...,v,.} C R" é dito linearmente

dependente (LD) se existem Aj, Ag, ..., A\, € R nao todos nulos tais que
/\1V1 + )\QVQ + -4 >\rvr =0.

{v1,va,...,v,} é dito linearmente independente (LI) se nao é linearmente depen-

dente.

Exemplo 5. Em R?, os vetores e; = (1,0) e e; = (0, 1) sdo linearmente independentes.
De fato, A\je; + Aaes = (A1, A2) e, para que (A1, A\y) = (0,0), devemos ter \; = Ay =
0. Os vetores vi = (1,2) e vo = (2,4) de R? sao linearmente dependentes pois
2vy + (—1)ve = 0. Note que qualquer conjunto de vetores que contém o vetor 0 é

linearmente dependente.

Definigao 6. Seja A uma matriz m x n. O posto de A, denotado por posto(A)
ou rank(A), é definido como o maior nimero r para o qual existem 7 linhas de A

linearmente independentes (identificando as linhas de A como vetores de R").

Exemplo 6. Conforme exemplo anterior, a matriz
10
I, = ,
’ [ 01 ]

Proposicao 2. Se A ¢ uma matriz m X n, entao:

possui posto 2.

(i) posto(A) = posto(A?), isto €, o nimero mdzimo de linhas linearmente indepen-

dentes coincide com o niumero mdximo de colunas linearmente independentes;
(ii) posto(A) < min{m,n},

(iii) Se A ¢ wma matriz obtida a partir de A como nos itens (vi) ou (viii) da proposico

1, entao posto(A) = posto(A).
O préximo resultado é essencial na resolugao de problemas.
Teorema 3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Sao equivalentes:
(1) posto(A) =n;
(i) A é invertivel a esquerda;

(i1i) A € invertivel a direita;



(iv) x = 0 € unico vetor coluna tal que Ax = 0 (aqui, O representa a matriz n x 1

formada somente por zeros);

(v) Para todo vetor coluna b de tamanho n x 1, existe inico vetor coluna x tal que

Ax = b;
(vi) det(A) # 0.

Uma matriz A que ndao satistaz uma (portanto, todas) das condigoes acima é dita
singular. Se uma (consequentemente, todas) das condigoes acima € satisfeita, entao
A ¢ denominada nao singular. Neste caso, A possui unica inversa a esquerda, unica
inversa o direita e tais inversas coincidem. A (inica) inversa € denotada por At e A
¢ dita invertivel. Além disso, posto(A™1) = n, det(A™!) = det(A)™L, (A H)t=A4¢

x = A™'b € o tnico vetor coluna x do item (v).

Proposicao 4. Se A e B sao matrizes quadradas do mesmo tamanho, entao AB € nao

singular se, e somente se, A e B sdo nao singulares. Neste caso (AB)™' = B7'A~1.

Definigcao 7. Seja A uma matriz quadrada. Um escalar® A € C é dito um autovalor
de A se existe um vetor coluna x (com entradas em C) nao nulo tal que Ax = Ax.

Neste caso, x é denominado um autovetor de A associado a .

SN

Como Ax = (—1)x e x ¢ nao nulo, entdo A = —1 ¢é autovalor de A e x é autovetor

Exemplo 7. Sejam
A pum

associado a \.

Sejam A uma matriz quadrada e A um autovalor de A. Por definigao, existe x
nao nulo tal que Ax = Ax. Tal equagao pode ser reescrita na forma (A — A)x = 0,
sendo [ a matriz identidade. Como x é nao nulo, segue do item (7v) do teorema 3
que a matriz AI — A é singular. Assim, pelo item (vi) do mesmo teorema devemos
ter det(Al — A) = 0. Por outro lado, se A é uma matriz quadrada e A € C satisfaz
det(A — A) = 0, entao segue dos itens (i) e (vi) do teorema 3 que existe vetor coluna
x nao nulo tal que (Al — A)x = 0 e, portanto, Ax = Ax. Em outras palavras, um
escalar A € C é autovalor de uma matriz A se, e somente se, det(A — A) = 0.

Conforme defini¢gao de determinante, se A possui ordem n, entao det(xI — A) tem

como resultado um polinémio ménico (isto é, um polindémio com coeficiente lider igual

5Até agora, em todas as definicdes, poderfamos trabalhar em R ou C. No caso de autovalores e
autovetores, a teoria produz melhores resultados em C.



a 1) de grau n na variavel x. Tal polinémio é denominado polinémio caracteristico
de A e é denotado por p(x). Como visto anteriormente, as raizes complexas de pS (x)
sdo, exatamente, os autovalores de A. Pelo teorema fundamental da élgebra, pS(x)
possui n raizes complexas (contando multiplicidades). A partir daqui, consideraremos
que toda matriz A de ordem n possui n autovalores: as n raizes de p§(z). Se A é
uma raiz de multiplicidade r do polinomio caracteristico, entao dizemos que A é um

autovalor de multiplicidade r.

Proposicao 5. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e A, Ag, ..., N\, € C seus

autovalores. Entao:
(1) tr(A) =X+ Ao+ + Ay
(11) det(A) = MAa... A\,
(11i) Para qualquer A € C, os autovalores de A+ X sGo X+ A\, A+ Ao, ..., A+ Ay

(iv) Se A1, Ao, ..., A sao distintos e X1,Xa,...,X, sdo autovetores associados, entdo

o conjunto {X1,Xa,...,X,} € linearmente independente;
(v) A € nao singular se, e somente se, \; # 0, para todo i;

(vi) Se A € ndo singular, entio os autovalores de A~' sdo A\{', A%, ..., AL,

(vii) Se A é uma matriz real e simétrica (isto é, A= A'), entao \; € R, para todo i.

Seja A uma matriz triangular superior, triangular inferior ou diagonal. Aplicando
o item (u7) da proposi¢ao 1 a matriz 1 — A, concluimos que os elementos da diagonal
principal de A sao seus autovalores.

Se A é uma matriz quadrada real, entdo p(x) é um polindmio com coeficientes
reais. Logo, os autovalores nao reais de A aparecem em pares conjugados.

Para qualquer matriz quadrada A de ordem n defina A° = I, e, para qualquer

nimero inteiro positivo k, defina A* = AA... A, Dessa forma, se ¢(z) = a,2" +
—_—

k vezes
ap_12" 1+ 4+ a12 + ag é um polindmio com coeficientes complexos, podemos definir

q(A) =a, A" +a, A"+ -+ a1 A+ agl. Observe que ¢(A) é uma matriz e ndo um

escalar.

Definicao 8. Seja A uma matriz quadrada. O polindmio minimal de A, denotado

por p'}(x), é o polindmio moénico q(x) (com coeficientes em C) de menor grau tal que®
q(A) = 0.

6Aqui, O representa a matriz quadrada do mesmo tamanho de A formada por zeros em todas as
entradas.



Note que nao ha ambiguidade na definicao acima. De fato, suponha que existam
dois polinémios ¢;(x) e gz2(x) que se encaixam na defini¢ao acima. Assim, ambos sao
monicos e tém o mesmo grau k, logo ¢(x) = q1(x) — ¢2(x) é um polindémio de grau
menor que k tal que ¢(A) = 0. Se ¢(z) ndo é o polinémio nulo, entdo podemos dividir
q(z) pelo seu coeficiente lider e obter um polinémio monico de grau menor que k que
se anula em A, contrariando a minimalidade de k. Portanto, devemos ter ¢(z) = 0

(isto é, q(z) é o polindmio nulo) e, consequentemente, q;(x) = ga(x).

Teorema 6. Sejam A uma matriz quadrada, p5(x) seu polindmio caracteristico e

pR(x) seu polindmio minimal. Entdo:
(i) Para qualquer polinomio q(x), q(A) = 0 se, e somente se, p'y(x) divide q(z);
(i1) p'y(x) divide p4(z), isto é, p4(A) = 0.
O item (%) do teorema acima é conhecido como teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 7 (Teorema do Mapeamento Espectral). Sejam A uma matriz quadrada
de ordem n e A, g, ..., A\, seus autovalores. Para qualquer polinémio q(x) (com

coeficientes em C), os autovalores da matriz q(A) sio q(A1),q(A2), ..., q(A\).

k

Exemplo 8. Tomando ¢(z) = 2" no teorema acima, concluimos que se A ¢ um auto-

valor de A, entao A\* é um autovalor de AF.

Definicao 9. Duas matrizes quadradas de mesmo tamanho A e B sao ditas seme-
lhantes ou similares se existe uma matriz nao singular M tal que A = MBM 1.
Neste caso, a notagao A ~ B é empregada. Uma matriz que é semelhante a alguma

matriz diagonal ¢é dita diagonalizavel.

Notemos que A ~ A (pois A = TAI™'), que A ~ B implica B ~ A (pois A =
MBM™" implica B=M1AM~')™") e que A~ B e B~ C implicam A ~ C (pois
A= MBM™' e B=NCN~! implicam A = (MN)C(MN)™!). Em outras palavras,
a relacao de semelhanca entre matrizes é uma relacao de equivaléncia.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e suponha que A possua n autovetores
linearmente independentes x1,Xs, ...,X,. Denote por \; o autovalor de A associado
ao autovetor x;. Defina X = [x1|x2]| -+ |x,], isto é, X é uma matriz n x n cujas
colunas sao os autovetores de A. Denote por A a matriz diagonal n x n cujas entradas

na diagonal principal sdo A1, g, ..., A, (nesta ordem). Observe que

AX = A[xy [ xo| -+ | %] = [Axy | Axa | -+ | Axy] = [Mixg | Aoxa | -+ | Anx,] = XA



Pela proposicao 2 e pelo teorema 3, a matriz X é invertivel. Logo,
AX = XA = AXX '=XAX"'! — A=XAX"1

isto é, A é semelhante a uma matriz diagonal A formada pelos autovalores de A. Além
disso, a matriz de semelhanca X é dada pelos autovetores de A. Por outro lado, se
A= MDM™' ¢ D é uma matriz diagonal, entao ¢ possivel provar que os autovalores
de A estao na diagonal principal de D e que as colunas de M sao os autovetores de A.
Logo, o processo de encontrar uma matriz diagonal que seja semelhante a uma matriz
A dada esta intimamente relacionado com os autovalores e autovetores de A. Sempre
que uma matriz A é escrita sob a forma A = M DM~! com D uma matriz diagonal, os
problemas que envolvem A sao consideravelmente simplificados. Porém, nem sempre

uma matriz é diagonalizavel.

Exemplo 9. Seja

0 1

00|

Afirmamos que A nao é diagonalizavel. Calculando o polinémio caracteristico de A,
obtemos pS(r) = det(xl — A) = 22, Assim, os dois autovalores de A sdo iguais a
0. Se A fosse diagonalizavel, entao A = M DM, com D uma matriz diagonal com

os autovalores de A. Como os autovalores sao iguais a 0, D é a matriz nula. Assim,

terfamos M DM ~! = 0 independente da matriz M. Logo, A nio é diagonalizével.

A préxima proposicao fornece algumas condigoes suficientes para que uma matriz

seja diagonalizavel.
Proposicao 8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo:

(1) A € diagonalizavel se, e somente se, A possui n autovetores linearmente inde-

pendentes;

(ii)) A € diagonalizdvel se, e somente se, toda raiz do polindmio minimal de A é

simples;
(11i) A € diagonalizdvel se possui n autovalores distintos;

(iv) A é diagonalizdvel se A é uma matriz real e normal (isto é, AA* = A'A). Em

particular, toda matriz real simétrica € diagonalizdvel.

Nosso tltimo objetivo é definir matrizes na forma de Jordan. Uma matriz na forma
de Jordan é uma matriz que é “quase” diagonal. A utilidade deste conceito é que toda

matriz é semelhante a uma matriz na forma de Jordan.

10



Definicao 10. Uma matriz quadrada de ordem r da forma

A1 0|
1
0 A

¢ denominada um bloco de Jordan de ordem r associado a A. Uma matriz quadrada

A é dita estar na forma canodnica de Jordan se

M, 0
M,

0 M,

em que cada M; representa um bloco de Jordan.

Exemplo 10. A matriz

o O o O

o O O o O

N
I
O O O O OO0 O O N
O O O O OO O N
O O O O OO NN = O
o O O O o = O O
|
—_
O OO O O O o O
O OO O O O o o o
o RO O O O o o o

o O O O

estd na forma candnica de Jordan.

Teorema 9. Toda matriz quadrada A € semelhante a alguma matriz J na forma
canonica de Jordan. Além disso, se J € uma outra matriz na forma canonica de
Jordan semelhante a A, entdo J e J possuem os mesmos blocos de Jordan, com uma

possivel diferenca na ordem dos blocos.

O teorema acima, além de garantir uma decomposi¢ao de qualquer matriz quadrada
A na forma A = XJX! também afirma que .J é tnica, a menos da ordem dos
blocos. A partir daqui, duas formas de Jordan que diferem apenas pela ordem dos
blocos serao consideradas “iguais”. Dessa maneira, toda matriz possui tinica forma de

Jordan associada.
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Teorema 10. Duas matrizes quadradas de mesmo tamanho A e B sao semelhantes

se, e somente se, possuem a mesma forma canonica de Jordan.

Se J é a forma de Jordan de A entao os elementos da diagonal principal de J sao
os autovalores de A. Assim, cada autovalor de A estd associado a um certo ntimero de

blocos em J. Por outro lado, todo bloco de J esta associado a algum autovalor de A.

Proposicao 11. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e Ay, g, ..., A\ 0S au-
tovalores de A com multiplicidades ri,79, . .., 1k, respectivamente (portanto ri + 1o +
«++71p=mn). Seja J a forma de Jordan de A. Denote por M}, M?, ... ,Mili 0s blocos
em J associados ao autovalor \; e seja df a ordem do bloco Mf Denote por d; o maior
valor do conjunto {d},d2,...,d"}. Entdo:

79 7))

(i) d' +d? + - +di =r;, para todo i, isto ¢, a soma das ordens de todos os blocos

associados ao autovalor \; coincide com a multiplicadade de \;;

(i) O nimero mdzimo de autovetores associados a A; linearmente independentes é

l;, ou seja, o numero de blocos associados a \;;

(i1i) O nimero mdximo de autovetores de A linearmente independentes € 1y + ly +

<o« 4 I, ou seja, o numero de blocos em J;

(iv) posto(A) =mn — by, em que by representa o nimero de blocos de J associados ao

autovalor 0 (se 0 nao € autovalor, entio by = 0);
(v) Pa(x) = (x = M) (& = Ag)™ -~ (2 — M)
(vi) PR (x) = (x = M) (z = Aa) ™ -+ (2 = A) ™.
O préximo resultado mostra que matrizes semelhantes possuem muita semelhancal

Proposicao 12. Se A e B sdao duas matrizes semelhantes, entao:

(i) posto(A) = posto(B);

(ii) tr(A) = tr(B);
(117) det(A) = det(B);

(iv) A e B possuem os mesmos autovalores;

(v) pax) = pp(z);

(vi) pi(z) = pE(z).
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Problemas Envolvendo Matrizes

Esta se¢ao contém uma selecao de problemas olimpicos envolvendo matrizes. Re-
solveremos alguns deles e o restante ficard como desafio ao leitor. As siglas IMC, OBM
e OIMU que aparecem nos problemas se referem a Olimpiada Internacional de Ma-
teméatica para Estudantes Universitarios, a Olimpiada Brasileira de Matematica e a
Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitaria, respectivamente. As solugoes
dos problemas deixados como exercicio podem ser encontradas nos sites das com-

peticoes.

Problema 1 (IMC 1995). Seja X wma matriz quadrada nao singular com colunas
X1,X9,...,X,. Seja’Y uma matriz com colunas Xs,X3, . ..,X,, 0. Mostre que as matri-
2es A=Y X' e B=X"1Y tém posto n — 1 e que seus autovalores sao todos iguais
a 0.

Solug¢ao. Notemos que as colunas de Y s@o combinacoes lineares das colunas de X
(neste caso, as combinagoes lineares sao triviais). Sempre que isso ocorre, é possivel

encontrar uma matriz T tal que Y = XT. E facil ver que, nesse caso,

0 0 0 0

0 0 0
T=1]01 00
o0 - 120

Como T é uma matriz triangular, entao seus autovalores estao na diagonal principal.
Logo, todos os autovalores de T' sao iguais a 0. Além disso, as n — 1 primeiras colunas
de T sao LI e, portanto, posto(T') = n — 1 (note que a dltima coluna é nula). Por
fim, observemos que A = YX ! = XTX ' eque B = X1 = X'XT =T.
Assim, B = T tem as propriedades requeridas. Usando a proposicao 12 e o fato de
A e T serem semelhantes, concluimos que os autovalores de A sao todos nulos e que
posto(A) =n — 1.

Problema 2 (IMC 1996). Sejam ay e d nimeros reais fizados. Para j =0,1,...,n,
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defina a; = ag + jd. Calcule det(A), sendo

Qo
ai

a2

Qn

a
Qo

ai

Ap—1

a2
ai

Qo

Ap—2

Qo

Solugdo. Resolveremos o problema aplicando repetidas vezes os itens (vii) e (viii)

da proposicao 1. Para facilitar a escrita, adotaremos a notacao L; = L; + AL; para

expressar que a linha ¢ da matriz acrescentamos a linha j multiplicada por A. Uma

notacao analoga sera utilizada nas operagoes por colunas.

Qo aq a9
ar Qo ai
det(A)=|ax a1  ag
Qp  Gp-1 Ap—2
1 aq [25)
1 Qo ay
::(2a0+41d) 1 aq Qo
1 Ap—1 Ap—2
-1 -1
1 -1
= (2@0 + nd)d"
1 1

Qp
ap—1

Ap—2

(%)

Clzcg-cn_‘q

Li=L;—L;—1

Li=Li+1L1

20,0 + nd
2@0 + nd
2@0 + nd

2@0 + nd

i:n+?’n ..... 2 (2a0+nd)

i:2,3_,m,n (2@0 + nd)d”

ay

(%)

a1

ap—1 @

)

a1

= (209 + nd)d"(=1)(=2)""" = (=1)"(2ap + nd)2""'d".

az
a1

Qo

n—2

Qs
—d
—d

ap—1

Ap—2

Qo

No tultimo passo, usamos que a matriz ¢ triangular superior e, com isso, seu determi-

nante é o produto dos elementos da diagonal principal.

Problema 3 (IMC 2000). Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho tais
que posto(AB — BA) = 1. Mostre que (AB — BA)? = 0.

Solugcao. Denote por C' a matriz AB — BA. Como posto de C' é um, segue do item

(iv) da proposigao 11 que C' possui, pelo menos, n — 1 autovalores iguais a 0. Notemos
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que tr(C) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0. Logo, pelo item (i) da proposi¢ao
5, o outro autovalor também é igual a 0. Novamente pelo item (iv) da proposigao 11,
descobrimos que a forma de Jordan de C' possui n — 1 blocos e, portanto, ha n — 2
blocos de ordem 1 e um bloco de ordem 2. Em outras palavras, a forma de Jordan J
de C' (a menos da ordem dos blocos) ¢ a matriz com 1 na entrada (1,2) e 0 em todas

as outras entradas. Claramente, J*> = 0. Escrevendo C = X JX ! (conforme teorema
9), obtemos que C? = XJX'XJX = XJ?X"! =0.

Problema 4 (IMC 2003). Seja A uma matriz real n X n tal que 3A% = A> + A+ 1.
Mostre que a sequéncia (Ak)kzl converge para uma matriz idempotente. (Uma matriz
B ¢ dita idempotente se B> = B.)

Solugdo. Pelo teorema 6, o polindmio minimal de A divide ¢(z) = 32> —2?—~2z—1. Uma
das raizes de g(x) é 1 e as outras duas sdo raizes complexas (conjugadas) de médulo
menor que 1. Como todas as raizes de ¢(x) possuem multiplicidade 1, entdo o mesmo
vale para o polinomio minimal de A. Logo, pela proposicao 8, A é diagonalizavel e,
portanto, A = XAX~!. Note que os possiveis valores na diagonal de A sao as rafzes
de q(x). Se m1 = 1, 75 e x3 30 as raizes de q(x), entdo limy o 2F = 1, limy o 25 = 0
e limy_ o :r;lg = 0 (pois z2 e x3 tém mddulo menor que 1). Assim, P = limy_ AF
¢ uma matriz diagonal com 0’s e 1’s na diagonal principal e, com isso, idempotente.
Visto que A* = XA*X ™! entao limy_,oo A¥ = limy_,oo XA¥X ! = XPX~!. Por fim,
basta observar que (XPX )2 = XPX'XPX' = XP2X~! = XPX~1

Problema 5 (IMC 2003). Sejam A e B matrizes reais n xn tais que AB+A+B = 0.
Mostre que AB = BA.

Solugcao. Observe que (A+I1)(B+1)=AB+A+B+1=1. AssimA+IeB+1
sdo inversas uma da outra. Logo, (B + I)(A+I) =1 e, com isso, BA+ B+ A =0.

Juntando tal igualdade com a igualdade do enunciado, obtemos o resultado requerido.

Problema 6 (OBM 2002, nivel universitario, 1* fase). Seja A a matriz real n X n

T T+ T
a=| 0o rTr
T T e THFY

Diga para que valores de x ey a matriz A é invertivel e calcule A™*.

Solugao. Claramente, se y = 0, A nao é invertivel (pois terd posto, no maximo, 1). A

soma das n linhas de A é o vetor (nx +y,nx +vy,...,nx+y). Assim, se nz +y =0,
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as n linhas de A serao LD e, por consequéncia, posto(A) < n — 1. Portanto, A nao é
invertivel se nx+vy = 0. Exibiremos a inversa de A se y # 0 e nx+y # 0. Observemos
que A = zU +ylI, em que U é a matriz com todas as entradas iguais a 1. Sempre que
uma matriz B invertivel pode ser escrita como um polinémio de uma matriz C', entao
a inversa de B também é um polindmio em C. Em nosso caso, A é um polinémio na
matriz U e, portanto A~' também é um polindémio em U. Visto que U¥F = n*~1U,
entao todo polinomio em U pode ser escrito como um polinémio de grau 1. Com isso,
A~ é da forma aU + bl. Impondo que I = AA™' = (zU + yI)(aU + bI), obtemos

_1 -z “l=ly_ _ =
b= y, 0=~y Isto mostra que A= = y[ y(nx+y)U'

Problema 7 (OBM 2008, nivel universitario, 2* fase). Prove que ndo eziste uma
matriz real 7 X 7 com entradas nao negativas cujos autovalores (contando com multi-
plicidade) sao: 6, =5, =5, 1, 1, 1 e 1.

Solugao. Suponha, por contradicao, que exista uma matriz A 7 X 7 com entradas
nao negativas com tais autovalores. Note que A¥ também é uma matriz com entradas
nao negativas, para qualquer k > 1. Em particular, tr(A¥) > 0. Pelo teorema 7, os
autovalores de A* sdo 6%, (=5)%, (=5)%, 1, 1, 1 e 1. Logo, tr(A*) = 6* + (=5)* +
(=5)"+14+14+1+1 > 0, para todo k > 1. Tomando k = 3, obtemos uma contradigao.

Problema 8 (OIMU 2005). Considere matrizes reais quadradas A, B e C de ordem n
tais que A3 = —I, BA24+ BA=CS+C+1 e C € simétrica. E possivel ter n = 20057

Solugdo. Como A® = —I, entdao o polindmio minimal de A divide ¢(z) = z* + 1.
Em particular, todo autovalor de A deve ser uma raiz de ¢(x), as quais sao 1 = —1,

HT‘/‘;“ I_T‘/gl Afirmamos que —1 nao é autovalor de A. De fato, suponha

To =
por contadicao que exista x # 0 tal que Ax = —x. Assim, (C%+ C + I)x = (BA? +
BA)x = Bx— Bx = 0, isto ¢, 0 é autovalor de C®+C + I. Sabemos do teorema 7 que

os autovalores de C% 4 C' + I sao da forma A\® + )\ + 1, em que A\ é um autovalor de C.

€ I3 =

Visto que C' é simétrica, entao seus autovalores sdo reais (proposigao 5). Portanto, os
autovalores de C®+C +1 sao da forma A°+\+1, com A real. Com ferramentas bésicas
de célculo, é possivel mostrar que ¢(z) = 2%+ x+1 > 0, para todo # € R. Logo, 0 nio
pode ser um autovalor de C°® + C + I, contradicao! Assim, os possiveis autovalores de

1+/3i 1—+/3i
2 2

A sdo xy = e xr3 = . Como A é real, tais autovalores aparecem aos pares,

mostrando que a dimensao de A é par. Isto mostra que nao podemos ter n = 2005.

Os préximos problemas ficam como exercicio. Bom trabalho!

Problema 9 (IMC 1994). (a) Seja A uma matriz n X n, n > 2, real, simétrica, in-
vertivel e com entradas positivas. Mostre que z, < n? —2n, sendo z, o nimero de

entradas nulas em A™'.
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(b) Quantas entradas nulas hd na inversa da matriz n X n

1 111 1
1 2 2 2 2
1 211 1
= ?
A 1 21 2 2 |
1 21 2

Problema 10 (IMC 1997). Seja M uma matriz invertivel de ordem 2n, representada

na forma de blocos como

A B
C D

E F
G H

e -l =

Y

em que cada bloco possui ordem n. Mostre que det(M)det(H) = det(A).

Problema 11 (IMC 1999). (a) Mostre que, para qualquer m € N*, eziste uma matriz
real A m x m tal que A3 = A+ 1.

(b) Mostre que det(A) > 0 para toda matriz real A m x m que satisfaz A> = A+ 1.

Problema 12 (IMC 2002). Calcule o determinante da matriz n x n A = (a;;), em
que
{ (_1)‘i_j|7 se 1 7& Js
aij = .
2, se 1 =].
Problema 13 (IMC 2004). Sejam A uma matriz real 4 X 2 e B uma matriz real 2 x 4

tais que

1 0 -1 0

0o 1 0 -1
AB =

-1 0 1 0

0 -1 0 1

Encontre BA.

Problema 14 (IMC 2005). Seja A = (a;;) uma matriz n x n tal que a;; = i + j.

Encontre o posto de A.

Problema 15 (IMC 2009). Sejam A, B e C matrizes reais quadradas de mesmo
tamanho e suponha que A seja invertivel. Mostre que se (A — B)C = BA™!, entao
C(A-B)=A"'B.
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Problema 16 (OBM 2001, nivel universitario, 1* fase). Seja A uma matrizn xn com
ai; = ain =1 (para quaisqueri e j, 1 <i,j <n) e @141 = Gij + air1,; + a1 (para

quaisquer i e j, 1 <1i,j <mn). Assim,

11 1 1

1 3 5 7
A—

1 5 13 25

Calcule det(A).

Problema 17 (OBM 2003, nivel universitario, 1* fase). Sejam A e B matrizes reais
n x n invertiveis. Mostre que se vale a condicao (AB)* = A¥B* para trés valores

inteiros consecutivos de k, entdo AB = BA.

Problema 18 (OIMU 2004). Considere a matriz real quadrada S = (s;;) de ordem n

e entradas
n
Sij = E ar
k=1

Calcule det(S).
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