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1-Teorema de Stone-Weierstrass
“Considere uma fungdo f :[a,b]— R continua. Dado & >0, existe um polinémio P tal que

|f(x)—P(x)| <&, paratodo x [a,b]”.

2-Teorema de Baire

“Toda unido enumeravel de conjuntos abertos densos em R é aberto e denso em R ” ou de forma
equivalente “Toda interse¢do enumeravel de conjuntos fechados de interior vazio em R possui
interior vazio em R ™.

Exercicios

1
1) Seja f :[01]— R uma funcéo continua. Mostre que lim(n+1)[x" f (x)dx= ().
n—oo 0

2) (IMC) Seja g:[0,1]] - ® uma funcéo continua e seja f, :[0,1] > R uma seqiiéncia de
funcdes definidas por f,(x)=g(x) e f,,,(x)= %j f,(t)dt (xe(01],n=012,...).
0

Determine lim f, (x) paratodo (xe(01],n=012,...).
n—o

3) Prove ou disprove: O conjunto dos racionais pode ser escrito como interse¢do enumeravel
de conjuntos abertos em R.

4) (IMC) Seja A um conjunto fechado de R" e B 0 conjunto de todos os pontos b e R" para
0s quais existe exatamente um ponto a, € A tal que |a, —b|= ;2£|a—b| .

5) Seja f:R*—1IR.Suponhaque g(X)= f(X,Y) sejacontinua paratodoy e que
h(y) = f(X,y) seja continua para todo x. Prove que se f leva compactos em compactos,
entdo f € continua.

Exercicios de Célculo
1) Seja f uma funcéo real continua ndo-negativa definida em [0,1], tal que
t
(f(t)f <1+2[ f(s)ds, paratodo t [0,1]. Mostre que f(t)<1+t, para te[0]].
0

2) Sejaf(x) uma funcao definida para x =1, satisfazendo f(1)=1e f'(x) =—; > . Prove

_
X" +(f ()

que lim f(x) existe e € menor que 1+ =,
n—c0 4

3) (IMC)Existe uma fungdo continuamente diferenciavel f:3% — R tal que para todo x real
se tem f(x)>0 e f’(x)=f(f(x)) ?

4) (IMC) Seja f :[a,b] —[a,b] uma fungdo continua e seja p €[a,b]. Defina p,=p e
Py = f(p,), para n=012,... Suponha que o conjunto T, ={p, :n=01,2,...} € fechado,



isto é, se x ¢ T entéo existe 5> 0 tal que para todo x'eT, se tem |x'—x|>&. Mostre que
T, possui um nimero finitos de elementos.

ax _ebx

dx.
x(e® +1)(e™ +1)

5) Paraa>b >0, calcule I
0



