Aplicacoes da Teoria dos Grafos a Teoria dos Grupos

Marcelo Mendes

1 Cotas Inferiores para «o(I")

Comecamos com algumas defini¢cdes. Um conjunto independente em um grafo I" é uma colecdo de vértices
sem haver dois deles conexos por uma aresta de I'. Pode ser entendido também como um subconjunto de
vértices que induz um subgrafo consistindo apenas de vértices isolados (vértices com grau 0). Para um grafo
finito T, seja a (T") (o nimero de independéncia de I') a maior cardinalidade de um conjunto independente
de I

O seguinte teorema relaciona « (I') e os graus dos vértices de I'. Esse resultado foi provado em 1980 por
V. K. Wei em sua dissertacao de Ph.D. removendo um vértice vg de grau minimo, todos os vértices adjacentes
a vg e todas as arestas incidentes em qualquer um desses vértices. A demonstracdo apresentada aqui, de
Jerry Griggs e Tom Ramsey, deleta o vértice de grau maximo.

Teorema 1.1. Seja d (v) o grau do vértice v em I'. Entdo

1
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com igualdade ocorrendo se, e somente se, I' for uma unido de cliques disjuntas.

Prova. Seja vgp um vértice de I' de grau maximo, isto é, d (vg) > d (v),Vv € T.

Seja I'™ o grafo formado por todos os vértices de I' — {vg} e todas as arestas de I" ndo-incidentes em
Vg, ou seja, o grafo induzido a partir de I' removendo-se vy e todos as arestas incidentes nele.

Claramente, a igualdade ocorre se I ndo tem arestas, caso em que a(I') =n e d(v) =0, Vv € T, ou
se I' tem apenas 2 vértices, situacdo em que ao(I') =l e d(v) =1, Vv € T.

), se (v,vg) ndo é uma

(v).

Denotemos por d~ (v) o grau de v em I'". Para cadav € T, d™ (v) = d(
aresta de T', e d~ (v) =d (v) — 1, se (v,vg) é uma aresta de I'. Logo, d~ (v) < d

Segue que a (I') = o (I'") + 1, se v havia sido contado para o (I"), ou a (I') = a(I'") , caso contrario.
Assim, temos dois casos a analisar:

1
1° caso. Se a(I') = a(I'") + 1, entdo « (T) > _—
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De fato, suponha por indugao sobre o ntimero de vértices que o (I'") > Z W Dali,
v
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2° caso. Se a(I') = o (I'™"), entdo podemos mostrar que gl;_ 712 Z e ou que, equiva-
lentemente Z ! - ! > ! usando que I' =T~ U {vg}. Entao, vejamos
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pois para cada v € I'", d~(v) = d(v) — 1, se (v,v9) é uma aresta de I, e d~ (v) = d(v), se (v,vg) nao é
uma aresta de I". Assim, ficamos com
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o que é verdade pois o somatério do lado esquerdo possui d(vp) parcelas e cada uma delas é, no minimo,
W ja que d(vg) > d(v), Yv € T', por hipdtese.

Agora, assumimos a(T Z T 1 como hipétese de indugao sobre a quantidade de vértices.
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do teorema.

Em seguida, se I é a unido de cliques disjuntas I'1, 'y, ..., 'y, entdo (') = s e, em cada I';, teremos
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Portanto, «(T") =
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Neste momento, suponha que ocorra a igualdade o(T') = Z m Como
v
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devemos ter

o(l) = Zd )1 Zd +1(**)

Por indugao sobre o niimero de vértices, nés podemos assumir que I'” é uma uniao de cliques disjun-
tas, digamos I'1, I's, ..., T, sendo r = a(I'~). Logo, r = a(I"). Entao vy deve ser adjacente a todo vértice
em algum I';, pois, caso contrério, existiria um conjunto independente em I' de cardinalidade r + 1 (vg
e um vértice de cada T';, 1 <17 <r).

Se vy é adjacente a todo vértice em I'; e ndo tem outros vértices adjacentes, entdo I' é uma uniao
disjunta das cliques.

Sendo, vy é adjacente a um vértice v° que nio estd em T'; e, entdo, d(vg) > |T;| + 1 e d(v) = [Ty,
para cada v € I';. Assim, como {v el ;3(v,v9)} =T, U {UO} , terifamos
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pois d(vg) > |T';|+1. Mas isso é absurdo uma vez que (*) e (**) nos d4 E e =
vel ™
3(v,vp)
Isso conclui essa demonstragao. O
Esse teorema nos da o seguinte

Corolario 1.1. Nas notagoes da demonstrag¢ao do teorema, o(T') > %, com igualdade se, e

somente se, T for uma unido disjunta de cliques de mesma cardinalidade, sendo E(T') o conjunto das
arestas e V(I'), o conjunto dos vértices de T'.

2
Prova. Por Cauchy-Schwartz , (Z a0 T 1) (Z (d(v) + 1)) > <Z 1) =|V(D)?.
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Para ocorrer a igualdade nessa ultima desigualdade, devemos ter ;((;;111 constante, ou seja, d(v)
constante, pela condigdo de igualdade da desigualdade de Cauchy-Schwartz, e, pelo teorema, I' como

uma uniao de cliques disjuntas.
O

Agora, associe a um grupo G o grafo I' = I'¢ construindo uma aresta unindo os dois vértices associados
a dois elementos do grupo sempre que estes comutarem. Assim, «(I') (ou «a(G)) denota a cardinalidade
méxima dentre os subconjuntos de elementos de G que ndo comutam.



Definigao 1.1. a(G) denota o nimero minimo de subgrupos abelianos cuja uniao cobre G.

Como no maximo um elemento de um mesmo subgrupo abeliano dos a(G) que cobrem G pode ser con-
tabilizado para a(G), entdo a(G) < a(G). Isso mostra que nossas cotas inferiores para o(G) também servem
para a(G).

Defini¢ao 1.2. Definimos a classe de conjugagdo contendo x como % = {y~tzy;y € G}.
Definicao 1.3. O centralizador de x em G € dado por C (x) = {y €Gylay = x} .

Para o grafo I', ainda com a regra acima, o centralizador significa o conjunto dos vértices adjacentes a z,
além do préprio vértice x. Assim, temos a relagdo |C(z)| = d(z) + 1,Vx € G, assumindo que T' n3o possui
loops.

Se k(G) denota o nimero de classes de conjugacio x;
abeliano qualquer de GG, entdo nds temos o seguinte

, 229, .z @ distintas de G e A é um subgrupo

Corolario 1.2.
a) |G| < a(G) - k(G);
b) |A]° < k(G)-|G];
¢) |A* < a(@) - (K(@)),
com igualdade ocorrendo em cada caso se, e somente se, G ¢ abeliano e A= G em b) e c).

Prova. Temos

2|E (D) =) d@) =7 (C(z)| - 1)
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classes
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pois |C(z)| - [2¢| = |G| = |V(T')|,Vz € G e k(G) é a quantidade de classes distintas. Portanto,
|G|+ 2|EI)] = k(G) - V()]

Pelo corolario, segue que a(T") > |‘k/(((l;§ lea igualdade vale se, e somente se, I' é uma uniao de cliques
disjuntas de mesma cardinalidade. Mas sendo G um grupo, o vértice correspondente a 1 deve estar unido
a todos os outros. Assim, o grafo associado a G deve ser completo e, portanto, G é abeliano, completando
a parte a).

Para provar o item seguinte, vamos assumir A subgrupo abeliano maximal . Somando sobre as kg (A)

G-classes distintas a©,a € A, e usando que A = U (aG N A), temos
a€A
_ G G
|A|l = Z; la“NA| < r({leaj(‘a | - ka(A)



6l G| k(G) _ |G| K(G)
= |ag] ke (A) < 50N = min [C(a)]

pois ke (A) < k(G) e |af||C(ao)| = |G-

Além disso, como A é abeliano, C(a) contém A, além de outros possiveis elementos. Assim, min |C'(a)| >

|A| e, portanto,|A] < XD ¢ |A]” < |G| k(G).

Se G é abeliano e A = G, entao ocorre a igualdade.

Agora, assuma que tenhamos a igualdade. Se vale a igualdade, entao

G]-K(G) _ |Gl-K(G)
min |C(a)l A

a€cA

1Al =

e assim, |C(a)| = |A],Ya € G e, entdo, [a®| = [b%|,Va,b € A.
Logo, [a®| = 1,Va € A, pois |[1¢]| = 1.
Temos ainda |G| = [a%||C(a)| = 1-|A| = |A|, que d4 G = A.
Além disso, [a®| = 1,Va € A, d4 que A = G é abeliano.

Finalmente, ¢) segue diretamente de a) e b).
o

Exemplo 1.1. Se G ¢é nao-abeliano, |G| = pq, em que p < q sdo primos e ¢ = 1 mod p, entdo todos
0s seus subgrupos proprios, inclusive seus centralizadores, sao abelianos por terem ordens primas. Daf,

a(G) = a(G).

Na verdade, todo grupo ndo-abeliano G, em que todos os centralizadores diferentes de G sdo abelianos,
satisfaz a(G) = a(G). De fato, sendo g1, 92, ..., ga(q) @ maior colegcdo de elementos de G sem comuta-

tividade dois a dois, temos
a(G)

¢=J ¢,

j=1

pois cada © € G deve comutar com pelo menos um dos g;.

Como cada centralizador C(g;) € abeliano, seque que a(G) < a(G). Mas a(G) < a(G) sempre. Logo,
ocorre a igualdade.

Exemplo 1.2. No ezemplo anterior, vimos que se em um grupo G ndo-abeliano todos os centralizadores
diferentes de G sdo abelianos, entio o(G) = a(G). Mas essa condi¢do nao € necessdria.

Com efeito, no grupo nao-abeliano Sy (das simetrias dos simbolos 1,2,3,4) o centralizador de (1 2)(34)
nao € abeliano.



Além disso, Sq € coberto por 10 subgrupos abelianos:
((1234)),((1324),((1243)),((123)), (1 24)),((134)),((234)),

{(12),(34),(12)(34),1},{(13),(24),(13)(24),1},{(14),(23),(14)(23),1},

que se intersectam dois a dois apenas em 1. Logo, a(Ss) = 10.

Por outro lado, os 7 primeiros geradores juntamente com (12),(1 3) e (1 4) formam uma colegao de
10 permutagdes sem comutatividade dois a dois. Assim, a(Sy) = 10.

Portanto, a(S4) = a(Sa).

2 Grupos com Cota Superior para a(G)
Lema 2.1. Seja G um grupo finito nao-abeliano tal que a(G) < |G|" — 1,0 < r < 1. Entdo:
a) Para cada z € G,|C(x)| > |G|¥

b) Eziste um elemento g € G — Z(G) com |C(g)] > |G| e |C(z) N C(g)| > |G|%, para cada x € G.

¢) Finalmente, em todo grupo finito G, pelo menos k(G) — «(G) das classes de conjugagao distintas em
1
G satisfazem |29] < |G|2.
Prova. a) Veja que
2
1 G2 Eal
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pois |G| = |C(x)||z¢|,Vz € G.

1
Do teorema da secao anterior, temos «(G) > Z GRS = Z
zeG zeG
Dai,
1
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= Y 26 <6 = o) < |G Ve € G,

classes
distintas

r41 r41 1—r

ja que |xG|2 < Z |xG|2 Vo € G. Logo, obtemos |2%| < |G| ,% < |G| ,|C(x)] > |G| = .

classes
distintas



b)

Seja Z(G) = {x € G;2y = zy,Vy € G} o centro do grupo G. Relacionando com T", o centro repre-
senta o conjunto dos vértices com grau n — 1, sendo n o total de vértices de I'. De fato, se no grupo
o elemento comuta com todos os outros, entdo o vértice associado no grafo esta adjacente a todos os
outros. Novamente do teorema da secao anterior,
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desde que os centralizadores dos elementos do centro Z(G) sdo exatamente G.

Suponha que |C(z)| < |G|'™",Vz € G — Z(G). Dai,

1Z(G)] 1 Gl - 12(G)] 1Z(G)|
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Da hipétese, a(G) — |Z‘(C§’?‘ <|GI"-1- |Z|(G(T)‘. Assim, |G|" — ‘lg‘(f;_)l <|GI"—-1- lZ\(ci)" donde
| < 1Z(G)|  |Z(G)] 1 1 1 1

< e < S
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Mas |Z(G)| < |C(z)],Vz € G e |C(z)] < |G]!" para 2 € G — Z(G) por hipétese. Portanto,
|Z(G)| < |G|'~", absurdo. Logo, existe g em G — Z(G) tal que |C(g)| > |G|*~".

Em seguida, de |C(z) NC(g)] = % e |C(z)C(g)] < |G| (pois C(x)C(g9) € G), obtemos
Cl) N Clg)| > glew!

5 -r —3r —r
Segue que |C(z) N C(g)| > % = |G|%, pois |C(x)| > |G|1T pelo item anterior.

Denote por [(G) o nimero de classes de conjugacao distintas de G satisfazendo |xG}2 < |G]. Segue

que k(G) —1(G) classes cumprem |xG|2 > |G| (k(Q) é o total de classes de conjugagao distintas). Dali,

Y R Y 29 2161 (k@) - UG)).
Slasoee
[«G|?>1c|

Na prova do item a), vimos que Z |a:G|2 < a(@)|G|.

classes
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Assim, a(G) > k(G) — lI(G) e, portanto, I(G) > k(G) — a(G).



Como observacio a esse lltimo lema, suponha que ‘a:G| > |G|", para toda classe n3o-central de G.
Assim, estamos negando o resultado obtido no item b) desse lema e, portanto, a hipdtese ndo ocorre, isto &,

a(@) > G ~1 ¢ a(@) > ||G]"].

Em particular, se 7 = 1, entdo obtemos a(G) > UG|%J .

Além disso, ainda com r = 1, |29 < |G|2 se, e somente se, = € Z(G) (pois |29 = 1se z € Z(Q)).
Logo, I(G) = |Z|. Usando o desenvolvimento do item c), temos |Z| = I(G) > k — a(G), ou seja,
a(G) > k—|Z|.

Agora, vamos comparar UG&J e k — |Z| para saber qual é o melhor limite inferior para a(G) no caso

em que 7 = 1.

Como |2€| > |G|z para as k— | Z| classes ndo-centrais, passando o somatério sobre essas classes, obtemos
1
Gl = 12| = |G| (k= |Z]).

Mas |G| > |G| — |Z|. Segue que |G| > |G|z (k—|Z|) e k — |Z| < |G|2, ou seja, (@) > k — | Z| n3o
melhora o limite inferior dado por a(G) > UG|%

Outra observacgdo é que nem sempre vale k(G) —a(G) > 0. Nosso exemplo é o grupo A4 das permutacdes
pares de ordem 4. Por um lado, G = A, possui 4 classes de conjugacdo: 19, (1 2)(3 4)¢ (a unido dessas duas
classes forma o conhecido Grupo de Klein) , (1 2 3)¢, (23 4)¢. Logo, k(A4) = 4. Por outro, a(A4) = 5,
tomando cada um dos elementos de (1 2 3)¢ além de (1 2)(3 4).

3 Mais Cotas Inferiores para a(G)

A partir do dltimo lema, obtemos como conseqiiéncia mais uma cota inferior para «(G), nos casos em que
o grupo contém um subgrupo M fechado para os centralizadores (isto é, sempre que z € M — {1}, tem-se
Ca(r) < M) e em que existe um elemento de um grupo n3o-abeliano com centralizador de cardinalidade
prima.

Teorema 3.1. Seja G um grupo contendo um subgrupo préprio M tal que sempre que x € M — {1},
tem-se Cq(x) < M. Entio a(G) > UG|%J .
Prova. Suponha o(G) < UG|%J < |G|3, ou seja, (@) < |G| — 1.

Essa ¢ exatamente a hipétese do lema anterior se r = 3 € (0,1). Pelo item b) desse lema, 39 €
1—-3r

G — Z(GQ) com |C(z)NC(g)| > |G| 2 = 1,Vz € G, o que indica que C(z) N C(g) possui elemento
diferente de 1, uma contradigao pois se

i) g € M — {1}, entdo C(g) < M. Tome z ¢ M (pois M é subgrupo préprio).

Se y € M — {1}, entdo C(y) < M, ou seja, os elementos que comutam com y estdao todos em M.
Assim, zy # yxr e y ¢ C(z).



Seye G— M, entao y ¢ C(g) (desde que C(g) < M).

Assim, C(z) N C(g) = 0.
i) g ¢ M, tome x € M — {1} e, portanto, C(z) < M.

Seye G— M, entao y ¢ C(x) (como no caso anterior).

Se y € M — {1}, entdao C(y) < M, o que dd y ¢ C(g) (pois se y € C(g), entdao g € C(y), dando
g € M, que contraria a hipdtese).

Novamente, C(xz) N C(g) = 0.

Segue que a(G) > UG|%J .

O

Corolario 3.1. Seja p um primo qualquer dividindo a ordem de um grupo ndo-abeliano G. Se existe
um elemento x € G tal que |C(x)| = p, entdo

o(G) > |16 .
Prova. Basta mostrar que C(z) cumpre as condigoes de M do tltimo teorema.

Como p é primo, C(z) é abeliano e ciclico. Denotemos C(z) = {1, x, 22, ..., Jip_l}, o que dé o(z) = p.
Vamos mostrar que para y € C(z) — 1, digamos y = ¥, k € {1,2,....p — 1} ,C(y) = C(x).

Obviamente, 3 = B,V € C(x). Logo, z*3 = Ba* V3 € C(x). Assim, C(z) C C(y).

Seja B € C(y). Como (k,p) = 1, existem a e b inteiros tais que ak 4 bp = 1, dando ¥+ = z, que
implica z* - 2P = z ¢, portanto, z%* = x.
Mas de z¥3 = Ba* resulta 2%*3 = 2% ou seja, 23 = Bx,V3 € C(z). Logo, C(y) C C(x).

Segue que C(z) = C(y).

Exemplo 3.1. Um grupo G € dito de Frobenius se existe 1 # H < G tal que

H*NH=1Vxe G,z ¢ H.

Grupos de Frobenius sdo exemplos de grupos contendo subgrupo fechado para os centralizadores. Com
efeito, seja h € H — {1} e x € C(h) (isto é, xh = hx). Se x ¢ H, entao h* = h € H* N H e,
conseqiientemente, h = 1, absurdo. Logo, x € H e, portanto, C(h) C H.



Exemplo 3.2. OQutro exemplo de grupo G contendo subgrupo fechado para os centralizadores € um grupo
de permutagdo de p (p primo) simbolos (G < S, ) agindo transitivamente sobre X = {1,2,...,p}.

Sejam Gy = {9 € G;g9(x) = z},z € X, e Op = {g(x);9 € G} a drbita de v € X. Logo,
|O.| = |G : Gz|. Como a agdo é transitiva, eriste apenas uma drbita, cuja ordem €, portanto, p.

A idéia, a partir de agora, serd mostrar que um p-subgrupo de Sylow P < G € fechado para os cen-
tralizadores. Como a maior poténcia de p dividindo p! € p, seque que |P| = p. Dai, P € ciclico, isto é,
Jda € G com o(a) = p tal que P = (a).

Precisamos mostrar que C(a) C P,Ya € P. Na verdade, podemos demonstrar que C(P) = P.

Como o(a) = p, temos que a é um p-ciclo. Dai, PN G, = 1.

Além disso, |G : P| divide %! = (p—-1!e|G:Gz| = p. Portanto, (|G : P|,|G: Gy|) = 1. Logo,
G = PG,.

Afirmacao. C(P)NG, = 1.
Prova. Dado b € C(P)NG,, entao ba(x) = ab(x) = a(z), poisb € C(P),a € Peb(x) =z, jdque b € Gy.

Assim, ba?(z) = aba(z) = a?(x). Por indugdo, temos ba”(z) = a”(x),Vr. Logo, b = 1 e segue o
resultado. O

Como C(P) C G = PG, seque que C(P) = PG, N C(P). Pela regra de Dedekind,

PG, NC(P)=P(C(P)NG,) =P,
pois P < C(P). Assim, C(P) = P.
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