Problemas com a Balanca? Deixe-me ajudar!
Versao pesada

Qual estudante que gosta de Matematica nunca quebrou a cabega com aqueles problemas “encontre a moeda
falsa com a balanga de dois pratos”? O fato é que esse tipo de problema ainda é bastante estudado em
pesquisa, e tem algumas aplicagoes.

1. Problema inicial

Problema. Temos dez moedas. Cada uma pode ter dois pesos diferentes. E possivel determinar, com trés
pesagens em uma balanca de dois pratos, se todas as moedas tém o mesmo peso?

Resolucao

Numere as moedas de 1 a 10. Suponha que o conjunto {1} tem a moedas leves e que o conjunto {2, 3} tem
b moedas leves. Note que a € {0,1} e b € {0,1,2}. Todas as pesagens devem resultar equilibradas; caso
contrario é imediato que nem todas as moedas tém o mesmo peso. A primeira pesagem é {1,2,3} x {4,5,6}.
Assim, {4,5,6} tem a + b moedas leves. A segunda pesagem é {1,4,5,6} x {7,8,9,10}. Entéo {7,8,9,10}
tem 2a 4+ b moedas leves. A terceira e tltima pesagem é {2,3,4,5,6} x {1,7,8,9,10}. O lado esquerdo
tem b+ (a + b) = a + 2b moedas leves e o lado direito tem a + (2a + b) = 3a + b moedas leves. Logo
a+2b=3a+b <= b=2a. Sea=0,b=0 e s6 hd moedas pesadas; se a = 1, b = 2 e s6 ha moedas leves.

A ideia por tras dessa resolugao acaba sendo utilizada na sua generalizagao:

Problema de pesquisa. Qual é a maior quantidade m(n) de moedas, cada uma podendo ter dois pesos,
de modo que existe um algoritmo que determina se todas as m(n) moedas tém o mesmo peso?

S6 um paréntesis: vamos supor que as moedas estao em “posigao geral”, ou seja,

Condicao (x). Sendo wi,ws, ..., w, 0s pesos distintos que podem aparecer, entdo se ai,das,...,a S0
inteiros tais que Y . a; =0 e ), a;w; =0 entao a; = as = --- = a;, = 0.

Isso equivale a dizer que se a balanga se equilibrou para dois conjuntos de moedas entao as quantidades
de moedas de cada peso em cada conjunto sao iguais.

Uma resolugdo parcial do problema surgiu em 1997, no artigo [2], embora haja outros artigos que
atacaram o problema anteriormente. O problema foi resolvido (assintoticamente) em 2002, no artigo [3],
incluindo uma generalizagao para k pesos.

O resultado principal é

Teorema 1.1. m(n) = n(3+o)n, Aqui, como usual, o(1) é um termo que tende a zero quando n tende
a infinito.

Vamos, primeiro, modelar o problema com Algebra Linear. Do exemplo, vocé ja deve suspeitar como
vamos fazer isso.

2. Algebra Linear e Balangas?

Seja S o conjunto das moedas, |S| = m e (A;, B;) os conjuntos de moedas colocadas na balanga na pesagem
1, 1 < i <n. Temos |A;| = |B;| (os pesos podem ser muito préximos uns dos outros, entdo nao vale a pena
pesar quantidades diferentes de moedas). Seja C' C S o conjunto das moedas leves. Entao a condigo (x) é
o mesmo que dizer que |C' N A;| = |C N By, j& que todos os pares de conjuntos se equilibraram.

Vamos modelar com vetores agora. Embora possa parecer mais natural modelar as pesagens em funcao
das moedas que estdo na pesagem, faremos o contrério (vocé vai entender por que logo): para cada moeda



x € 5, seja v, o vetor cuja i-ésima coordenada é 1 se zz € A; (ou seja, a moeda z estd no lado esquerdo da
balanga na i-ésima pesagem), —1 se € B; (a moeda z estd no lado direito da balanga na i-ésima pesagem)
e 0 caso contririo (z nao participou da i-ésima pesagem).

Note que hé |A4;| 1s e |B;| —1s nos v’s. Logo |4;| = |B;| é o mesmo que dizer que a soma dos vetores é
Z€ero:
Z vy =0
z€S

A solugao do problema das dez moedas sugere que vale a pena dividir as moedas em grupos (naquele
caso, {1}, {2,3}, {4,5,6} e {7,8,9,10}). Faremos algo parecido aqui: considere os 3" vetores de tamanho
n de W ={-1,0,1}". Note que v, € W, e que eles podem aparecer repetidos (de fato, aparecem repetidos
dentro dos grupos, ja que cada grupo sempre fica no mesmo lado da balanga). Entao podemos reescrever a
igualdade acima como

Z Apw = 0,

weWw

sendo A, o numero de vezes que w aparece. Obviamente, A, > 0. Por fim, note que a soma dos \,’s é o
total de moedas (cada A, acaba sendo o tamanho dos grupos). Ou seja, queremos maximizar a soma das
coordenadas de .

Como fica a condigao |[C'NA;| = |C N B;|? Isso simplesmente quer dizer que a balanga se equilibra se s6
tivermos moedas de C, ou seja,
> o0

Agora, se quisermos trabalhar com o vetor A cujas componentes sdo os A, (note que A\ tem 3™ entradas
, 5€ q y) p q )
isso quer dizer que nao é possivel determinar que as moedas sao do mesmo peso se, e somente se, existem

vetores a e (8 tais que
A=a+p

com Yoy QW = Dy Buw = 0ea, B3 #0. O vetor a representa as moedas de C' e o vetor 3, as moedas
de S\ C.

Ou seja, as pesagens determinam que todas as moedas tém o mesmo peso quando nao é possivel expressar
A como soma de dois vetores « e 3 com as mesmas caracteristicas.

Agora vamos trabalhar em termos de matrizes. Seja M a matriz n x 3" cujas colunas sao os vetores de
W, em qualquer ordem. Seja T o kernel de M (ou seja, o espago dos vetores = que satisfazem Mz = 0).
Note que dimT = 3™ — n. Enfim, seja K a intersecao de T com o cone definido pelas equagoes z; > 0,
1=1,2,...,3" Entao K é um cone poliédrico (o conjunto solucdo de Az > 0 para alguma matriz A; note
que a tUnica exigéncia é que as inequagdes que compoem Az > 0 sejam lineares e homogéneas; inequagoes do
tipo f < 0 podem ser transformadas em —f > 0 e iguaidades f = 0 podem ser substituidas pelas inequagoes
f>0e —f <0 - em particular, todo kernel é um cone poliédrico). Enfim, seja I os vetores de K com
coeficientes todos inteiros. Note que A, o e 8 sao vetores de I.

3. Um pouco de geometria

Para analisar a existéncia (ou inexisténcia) dos vetores « e 3, precisamos de uma nogéo geométrica de cones
poliédricos e alguns resultados sobre eles, bastante encontrados em programagao linear inteira.

Definicao 3.1. Seja K um cone poliédrico e I o conjunto de vetores de K com todas as coordenadas
inteiras. Um subconjunto finito H C I é uma base integral de Hilbert de K se todo vetor de I pode ser
escrito como combinacgao linear inteira nao negativa de elementos de H.

Note que, considerando a definigdo de cone poliédrico, de certo modo uma base de Hilbert se comporta
como uma base de um espago vetorial: se a, > 0 e v,w € K, sendo A a matriz que gera K temos
A(av + fw) = aAv + fAw > 0.



Nem todo cone poliédrico admite base integral de Hilbert (ou seja, as vezes precisamos de infinitos
vetores), ou seja, a soma das coordenadas poderia nao ser limitada. Todavia, o seguinte teorema mostra a
sua existéncia para cones poliédricos definidos por equacoes com coeficientes racionais, que é o nosso caso.

Teorema 3.1. Todo cone poliédrico K admite uma base integral de Hilbert. Se K tem ponta (ou seja,
existe um vetor a, nao necessariamente em K, tal que a'z > 0 para todo z € K, x # 0 — geometricamente
falando, K nao contém uma reta) entdo existe uma tinica base integral de Hilbert minimal (ou seja, nenhum
subconjunto préprio é uma base integral de Hilbert).

Demonstracao

Seja G o conjunto dos vetores que geram o cone, ou seja, tal que todo elemento de K é da forma EgeG aqg,
ag > 0. Como o cone ¢é racional, podemos supor, sem perda de generalidade, que as coordenadas dos vetores
de G sao inteiras (elas sdo racionais, entdo basta multiplicar pelo mmc dos denominadores). Note que G é
finito. Sendo n o nimero de coordenadas,

H={> ag€Z"|0<a,<1
geG

O conjunto H é uma base integral de Hilbert de K. Note que H ¢ finito, porque a soma dos médulos
das coordenadas é limitada pela soma dos médulos das componentes de todos os vetores de GG. Basta provar
que todo vetor de coordenadas inteiras de K é combinagao linear inteira de vetores de H. De fato, como G
gera K entdo todo vetor b € K N Z™ pode ser escrito na forma

b= byg=> lbglg+ > {bs}y

geG geG geG

Como G C H (tome a, = 1 para somente um vetor g e ay = 0 para os demais) e, pela definicao de g,
> geclbgly € H, o resultado segue.

Agora, vamos a unicidade. Seja H* o conjunto de vetores de coordenadas inteiras de K que ndo podem
escritos como soma de outros dois vetores de coordenadas inteiras de K. Entao esses vetores devem fazer
parte de qualquer base integral de Hilbert de K. Basta entao provar que H* é também uma base integral
de Hilbert. Seja a um vetor tal que a'z > 0 para z € K \ {0}. Suponha por absurdo que exista um vetor
u que nao é gerado por H* e tome u tal que a'u é minimo (existe pelo principio da boa ordem). Entdo,
pela definicdo de H* existem vetores v,w de K com coordenadas inteiras tais que © = v + w. Mas alv > 0,
alw > 0 e au = a*v + a’w; logo, pela escolha de u, os vetores v e w sdo gerados por H* e u também,
absurdo. [

Enfim, mais alguns fatos simples cujas demonstracoes serdo omitidas (elas sdo bem intuitivas). Enten-
deremos “semirreta” como conjuntos da forma awv, o > 0, v vetor. Além disso, uma semirreta gera um cone
se é a intersecao do cone com um hiperplano.

Definicao 3.2. O fecho convexo de um conjunto de semirretas gerado pelos vetores vy,va, ...,V € O
conjunto de vetores
k k
{Zaivk|ai20,1§i§ke Zai—l}
i=1 i=1

Lema 3.1. Se K é um cone gerado por um numero finito de semiplanos, entdo um conjunto finito de
semirretas gera K. Além disso, K € o fecho convexo dessas semirretas.

Note que, desse lema, segue que um vetor x estd contido em uma semirreta geradora se, e somente se,
nao pode ser escrito na forma x = u + v, com u e v vetores do cone nao multiplos escalares de x.



Lema 3.2. Se K é o fecho convexo de p semirretas em um espago de dimensao k, p > k, entao todo x € K
estd contido no fecho convexo de um subconjunto de k elementos das p semirretas (ou seja, o cone pode ser
“triangulado” em cones simpliciais).

A demonstragao desse lema, conhecido como teorema de Carathéodory, lembra vagamente o problema 2
da Olimpiada Iberoamericana de Matemética Universitdria de 2009 (veja o problema 1) e pode ser encontrada
em [5].

Por fim, note que todo vetor gerador minimo de um cone poliédrico racional (isto é, um vetor v que
estd contido em uma semirreta geradora, com entradas inteiras cujo mdec é 1) é um elemento de toda base
integral de Hilbert.

4. Voltando as moedas

Vamos retomar rapidamente as ideias do problema: a ideia é procurar um vetor A com entradas inteiras
nao negativas de tamanho 3" tal que M\ = 0, sendo M a matriz cujas colunas sao os elementos de W =
{-1,0,1}™ E possivel determinar se todas as moedas tém o mesmo peso se, e somente se, A nao pode ser
escrito como a soma de dois vetores a e § com entradas inteiras nao negativas tais que Ma = M3 =0. O
total de moedas é igual & soma das entradas de A\. Vamos denotar a soma das entradas de A como w(}).

Para isso, chamamos de K o conjunto dos vetores do kernel de M cujas entradas sao todas nao negativas.

Como nenhum vetor de uma base integral de Hilbert minimal pode ser escrito como soma de outros dois
vetores da base, o nosso problema se torna o seguinte:

Novo problema. Encontre o maior valor de w(\), entre todos os vetores A pertencentes a base integral de
Hilbert minimal de K.

Note que o problema se baseia somente na matriz M, de modo que podemos fazer uma busca exaustiva.
Mas é possivel simplificar bastante o estudo.

Primeiro, vamos caracterizar os vetores geradores de K. Para cada vetor z de K, seja x4+ o vetor obtido
removendo as componentes nulas de x e M, a submatriz de M obtida retirando-se as colunas correspondentes
(s6 para poder multiplicar o pedago pertinente de M com x ).

Lema 4.1. O vetor x € gerador de K se, e somente se, as duas condi¢oes a seguir sao satisfeitas simultane-
amente:

(a) Mz$+ =0.
(b) O posto de M, é £, sendo £+ 1 o comprimento do vetor z .

Demonstracao

Seja « um gerador de K. Entdo (a) é imediato, pois Mz = 0 e efetuar M,z é o mesmo que calcular
Mz, s6 que desprezando as entradas nulas de x. Agora, suponha que o posto de M, é menor do que .
Entao a dimensao do kernel de M, é pelo menos 2, e existe um vetor z/, # x, independente de z, tal
que M,z!, = 0. Construa ' de tamanho 3" a partir de a/_ preenchendo as coordenadas correspondentes
aos zeros de x com zeros, mantendo as demais coordenadas de z/,. Sendo todas as entradas nao negativas,
existem nidmeros positivos a e § tais que u = ax — 2’ e v = fx — ax + 2’ sdo vetores com entradas nao
negativas. Note que Mu = Mv = 0, u e v sao independentes e Sz = u 4+ v, 0 que é uma contradicao, pois
Bz também é um gerador.

Agora suponha que x satisfaz (a) e (b). Entao vamos provar que z nao pode ser escrito como soma de
dois outros vetores u e v de K independentes de z. Suponha o contrario. Como x satisfaz (a) e z = u + v,
entdo x; = 0 implica u; = v; = 0. Entdo x4 = u, + v., sendo que as coordenadas de u,v fora de wu,, v, sao
zero. Além disso, Mu = Mv = 0 e Myu, = M,v, = 0. Mas, por (b), M, é uma matriz n X (¢ + 1) com
posto ¢, logo M,y = 0 s6 tem solugoes da forma at, sendo ¢ um vetor. Logo u e v sao miltiplos escalares de
x, e x deve ser gerador. |



Por que estamos trabalhando com os geradores? A resposta é simples: os geradores sao os elementos
mais fdceis de encontrar nas bases integrais de Hilbert. Agora é s6 tomar matrizes £ x (£ 4+ 1) com entradas
iguais a —1, 0 e 1 e procurar limitantes superiores e inferiores para a soma das entradas dos elementos de
coordenadas nao negativas do kernel dessas matrizes. De fato, seja x um vetor gerador de K. Note que
z tem entradas racionais, entao podemos supor sem perda de generalidade que suas entradas sao inteiros
nao negativos com mdc igual a 1. A matriz M, corresponendente é n x (£ 4+ 1) e posto ¢, entdo tem uma
submatriz L de tamanho ¢ x (¢4 1) com posto £. Nao é dificil ver que as coordenadas de x séo

|det Lzl
mdc(| det Lj|)1<j<ot1’

Ty =

sendo L; a matriz obtida retirando-se a coluna i de L. Para isso, basta notar que xy satisfaz Lzy = 0 (use
o bom e velho desenvolvimento de Laplace).

Note que
S | det Ly
w(z) = w(ry) = = =g(L
@ = wle) = Saefae Liyem O

Seja entao
7(n) = mixg(L),
sobre o conjunto das submatrizes L de M com tamanho ¢ x (¢ + 1) de posto £ < n que admite uma solugao
y de Ly = 0 com entradas positivas. Na verdade, como estamos tirando médulo de det L; podemos tomar
todas as submatrizes £ x (¢ + 1) de M com posto £. Caso a solugdo de Ly = 0 tenha alguma entrada igual a
zero € so retirar a coluna correspondente e uma linha qualquer e caso tenha alguma entrada negativa, é sé
trocar o sinal da coluna correspondente.

Agora, podemos chegar a um resultado bastante decisivo no nosso problema.

5. Finalmente, limitantes! E o limitante superior

Teorema 5.1. Seja f(n) a maior soma das entradas de um vetor da base integral de Hilbert minimal H
de K. Entao

Note que m(n) = f(n).

Demonstracao

A primeira desigualdade é trivial porque todo vetor gerador minimal pertence a H. Agora, vamos a outra
desigualdade. Note que se z é uma coluna de M entao —z também é; entao todo vetor y da base integral de
Hilbert minimal tem no maximo metade das coordenadas ndo nulas (ou seja, no maximo 3n2_ 1), Para ver
isso, seja y um vetor de H e considere a matrix M, correspondente, com a quantidade minima de colunas; M,
nao pode ter colunas simétricas, pois se tivesse, digamos, as duas primeiras colunas simétricas, y4 poderia
ser escrito como y4 = v + (y4+ —v) com v = (1,1, O,nO7 ...,0), absurdo (lembre que todas as entradas de y+

s80 inteiros positivos). Entdo M, tem no méximo 35 colunas (vocé ndo vai contar a coluna nula, certo?).

Seja K’ a intersecao de K com os hiperplanos 1; = 0, sendo y; as coordenadas nulas de y. Entao y
estd na base integral de Hilbert de K’ também: se y é combinagéo linear positiva (inteira ou ndo) de alguns

elementos de K também, esses elementos também aparecem em K'; além disso, dim K’ < %

Agora, vamos aplicar os fatos sobre geradores: y estd em um cone simplicial, ou seja, no fecho convexo

n Z. . ~ . . ~ . .
de 3 R L vetores geradores minimos. Entdo y pode ser escrito como combinacao linear deles, ou seja,

(3"—-1)/2
Yy = E a;x;,0 < a; < 1,2; vetores geradores minimos
i=1



Como z; € H para todo ¢ entdo y — z; ¢ K, de modo que a; # 1 para todo i. Logo

(37—1)/2 (37—1)/2 g4n _ 1
wiy) < Y aw(@m) < Y w(w) < 5—(n)
1=1 1=1

Com isso, podemos provar que m(n) < p(3+o), Antes, um pequeno fato, que é bastante util:

Desigualdade de Hadamard. Seja A = (a;j)nxn uma matriz quadrada. Entdo

1/2

ldetAl< ] | D af

1<jsn \1<i<n

Demonstracao

Para quem gosta de geometria: |det A| é o volume do paralelepipedo determinado pelas colunas de A, e é
limitado pelo produto de seus mddulos, que é o segundo membro da desigualdade. |

7z 71 . 2 . A .
Para quem gosta de algebra e andlise: coloque, em cada coluna, (21 <i<n aij) em evidéncia. Agora

basta provar o resultado para matrizes cujas colunas tém médulo 1, ou seja, | det A| < 1. Para isso, considere
At A, que é simétrica e positiva semidefinida. Entao seus autovalores A1, Ag, ..., A\, sdo nao negativos. Pela
desigualdade das médias, e considerando que o traco de A*A é a soma dos quadrados dos médulos das colunas
de A, ou seja, é n,

det A'A = Mg .. A, < (A“LA?*”'J“A") _ (%) _

=1 = (det A)* <1 <= |detA| <1
n n

n41

Lema 5.1. ~(n) < (n+1)"2z . Logo m(n) < 3"—1 (n+ 1)% _ nn(%«ko(l)).

Seja L uma matriz £ x (£ + 1). Entéo Efi} |det L;| = det L', em que L' é obtida de L adicionando-se

uma linha de —1s e 1s, sendo a escolha feita de modo a acertar o sinal (utilizando de novo o bom e velho
desenvolvimento de Laplace). Sendo L' quadrada de ordem £+ 1, com entradas —1, 0 ou 1, pela desigualdade

de Hadamard e sendo £ < n,
n41

det L' < ((+1)F < (n+1)"F,
elogo g(L) < det L' < (n+ 1)”7“, 5
6. O limitante inferior

Para provar o limitante inferior, basta encontrar uma matriz L com g(L) = p(3+e@),

Comegamos trocando g(L) por um limitante mais simples: lembre que

ity |det Li]
mde(| det Lj|)1<j<r41

g(L) =

como mde(| det L |)1<j<er1 < minicjera (| det L]) e 35757 | det L] > méxi<jcps (| det L)),

det Lz

> > 3
m(n) > g(L) ma: WL,

X
T 1<i,j<f+1,det L;#0

=e€(L)




. . 1 S
Vamos construir uma matriz L de tamanho n x (n+ 1) tal que ¢(L) = n™(3+eM) | A ideia é tomar uma
matriz inversivel C' com entradas iguais a 1 e —1 (sim, vamos desprezar o zero!) e acrescentar uma coluna

(a1,az,...,a,)" & sua direita. Entao, sendo C;; a matriz obtida retirando a i-ésima linha e a j-ésima coluna,
det Ly Zl (=1, Cy
(L) >
n+1 det C

escolhendo de novo os a;s de modo a tornar todos os termos da tdltima soma nao negativos, temos

e
(L) 2 ‘Eéétlcll

n

- Cu |, p .. - . ,
Mas |&4=L—| é o médulo da entrada 1,1 da matriz inversa de C'. Entao agora vamos estimar qual é o

det C

maior valor de uma entrada de matrizes inversas de matrizes A com entradas iguais a —1 e 1. Matrizes que
tém esse valor alto sao chamadas de matrizes mal-condicionadas, porque elas tornam a resolugao do sistema
Ax = b bastante sensiveis a alteragoes em b.

7. Estimando as entradas da inversa

Seja A uma matriz inversivel quadrada de ordem n. Entdo x(A) é a maior entrada, em médulo, da inversa
A~1 e x(n) é o méximo de y(A) entre todas as matrizes de ordem n. Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 7.1. No universo das matrizes A de entradas iguais a +1,

2%nlogn—n(2+o(l)) < X(A) <923 inlogn—n(l+o(1))

Aqui e até o fim desse artigo, os logaritmos sdo na base 2. Além disso, construiremos uma matriz A tal que

X(A) > 2%nlognfn(2+o(1))

Note que isso quer dizer que x(A) = n"(%“’(l)), e isso termina o problema das moedas: basta tomar

. . 1 . . . .
como a matriz C' (lembra dela?) uma matriz com x(C) = nr(3te) o cuja maior entrada da inversa seja a
da posigao 1,1 (é s6 permutar umas linhas e colunas em C, se for necessério).

O limitante superior nao é dificil: todo co-fator é um determinante de ordem n — 1 com entradas iguais
a 1, que é menor ou igual a (n — 1)("’1)/2 = 23nlogn—o(n) pela desigualdade de Hadamard. Além disso, se
somarmos a primeira linha as demais linhas de A, obtemos n — 1 linhas com entradas iguais a —2, 0 ou 2.
Logo det A é divisivel por 27! e, portanto, |det A| > 277! e cada entrada da inversa de A é menor ou igual
a

2%nlogn—o(n)—(n—1) _ 2%nlogn—n(l+o(1))
O limitante inferior vai ser demonstrado nos seguintes passos:
(1) Construimos uma matriz A de ordem 2" com x(A) na ordem certa;
(2) Mostramos que a funcao x(n1 + n2) > x(n1)x(n2);

(3) Construimos uma matriz A de ordem n qualquer com x(A) na ordem certa, usando os resultados
anteriores.

7.1. Passo 1: Matriz de ordem 2™

A construcao é explicita e usa um resultado da combinatéria. Seja n = 2™ e ordene os subconjuntos
a1, Qa, ..., a, de um conjunto de m elementos da seguinte forma: |a;| < |at1| e |a; Aap1| < 2, ou seja, em
ordem nao decrescente de cardinalidade e de modo que, de «; para a;41, ou colocamos um elemento (nesse
caso, |a;| < |a;4+1| — em particular, a; C ;41 — € |a; A1 = 1) ou trocamos um elemento por outro (nesse



caso, |a;| = |ait1] e |a; A ajp1| = 2). Vocé pode provar que tal ordenagao existe com uma inducao (tente,
néo é dificil!).
Defina as seguintes matrizes:

o Seja A; =a;—1Uaq; parai> 1. Defina F; = {as | as C Aj e |asN(ai—1 Aa;)| =1} se |ai—1 Aay| =2
e F; = {as | as C A;} se |a;—1 A oy = 1. Ou seja, no primeiro caso, tomamos os subconjuntos de
a;—1 Uy que contém exatamente um dos elementos que saiu de o;—1 ou entrou em «;; no segundo caso,
tomamos simplesmente os subconjuntos de a;. Em ambos os casos, temos |F;| = 2/%! (no primeiro caso,
sao duas vezes a quantidade de subconjuntos de a;—1 N «;, que tem |a;| — 1 elementos).

A matriz L é definida por ¢;; = 0 quando «; ¢ F; e, para as demais 21l entradas da linha 1, b1 =
2‘%% —1le 2‘(}% para as demais. Além disso, 11 = 1 é o tnica entrada néo nula da primeira linha. Pela
ordenagdo, ¢;; = 0 para j > i. Isso é imediato se |a;| > |a;—1]; no outro caso, também ¢ imediato se |a;| >
lee;|+1. Se |aj| = |a;]+1, o dnico conjunto que se deve verificar é a;—1 Uy, mas | (o1 Uay) N (-1 Aay)| = 2.
Além disso, os unicos conjuntos de |a;| elementos que estdo em F; sdo a;—1 € «;, 0 que conclui a verificagao
para |a;| = |a;|. Isso quer dizer que L é triangular inferior.

o A matriz ) é definida por ¢;; = (—=1)lNesl - A matriz Q é uma matriz de Hadamard simétrica (ou seja,
uma matriz com entradas iguais a +1 cujas linhas sao duas a duas ortogonais — exceto se elas forem
iguais, ¢ claro), ou seja, @* = nl, sendo I a identidade. Vamos provar isso: seja Q% = (7i;)nxn. Entao

n n n
Ti_j — E (_1)\aiﬁak|+\akﬁaj\ — E (_1)\aiﬁak|+\akﬁa]‘\72|aiﬂakﬂakﬂaj| — E (_1)|(aiAaj)ﬁak|
k=1 k=1 k=1

e essa soma ¢ zero porque estamo repetindo vérias vezes a soma sobre todos os subconjuntos de o; A v,
e todo conjunto nao vazio tem a mesma quantidade de subconjuntos de cardinalidades par e impar, e
rij =0. Se oy A aj = () entdao i = j e todos os termos sdo iguais a 1, e Tij = N.

e A nossa matriz A desejada é A = LQ. Vamos provar que A s6 tem entradas 1 e —1:

> 1 [e3 (e %} [e %) (e %}
aig = listg = Y gy (71T 4 (S (=Dl
s=1

5,443,570
:ﬁ Z (—1)leenesl 4 (_q)iHlasnag)
5,44,570
i

Agora, lembre que a, é subconjunto de A; = o—1 Uay. Entéo a;; na verdade depende de como o e A;
estao relacionados. Vejamos os casos:

Se aj NA; =0, asNa; = a;—1 Na; = 0 sempre e toda parcela de X;; é 2‘%%, de modo que ¥;; = 2.
Mas (—1)'Flei-inasl = 1 ¢ g;; = 1.

A partir de agora, vamos supor que a;;NA; # 0. Se |a;—1Aa;| = 1, entdo A; = «; e estamos considerando
(possivelmente com repetigoes, mas todos com a mesma quantidade de repetigoes) todos os subconjuntos de
a; N aj, que nao é vazio. Metade tem cardinalidade impar e metade tem cardinalidade par, e ¥;; = 0, e
aj; = (—1)1+|0‘i*1”°‘j‘. Se |a;i—1 A o] = 2 e @ tem intersecdo nao vazia com o;_1 Ny 0 mesmo acontece
(faca a soma em trés partes: as que contém cada elemento de a;_1 A «; e a que ndo contém elementos de
i1 A 041-). Se o contém somente um elemento de a;—y A a; entao o mesmo novamente ocorre, pois metade
dos elementos de F; contém esse elemento e metade ndo contém. Enfim, se a; N (oji—1 U o) = o1 A a,

1

entdo |as Na;| =1 (o tnico elemento de ;—1 A a; contido em ay) e toda parcela de Zij é — STy T=T de

modo que X;; = —2. Mas |a;_1 Naj| = 1 também, e (—1)'F1*-10%1 = 1 de modo que a;; = —1.

Agora, vamos encontrar um elemento de A~! com médulo grande. Para isso, seja iy a primeira posicao
tal que «;, tem trés elementos e considere o sistema Ay = §, em que § é o vetor cuja Uinica entrada ndo nula
é a ip-ésima, que é 1 (ou seja, y é a ig-ésima coluna de A~1).



Vamos usar a fatoracdo A = L@ e comegar com o sistema, ja conveniente escalonado, Lx = §. Como L
é triangular inferior temos x; = 0 para i < ig. A i-ésima equacao é

1 o ol
Z ij —xi_1 =0; &= x; = (2‘ =1 1)5[:1’—1 — Z r; + 2‘ il 151‘
ajEF; a;€F\{ai—1,a;}

Temos z;, = 2!%ol=1.1 =231 =4, 2, .1 = (2|%0+1I=1 — 1)a; = 32;, (vamos supor n grande, j& que
estamos trabalhando com ordem de grandeza). Vamos provar por inducio que |z;| > (2!%:=1 —2)|z;_,| para
i > ig. A base estd feita no comeco do pardgrafo. Se o resultado é verdadeiro para i — 1,4 —2,...,49 + 1,
entao |z;_1| > 2|zi_2| > 4|z;_3| ..., de modo que

S el <Y gl =l
t=1

o EF\{ai—1,04}

Logo

s = 21 = i - > jzj| > (2117 = V)i ] = |zioa| = 2117 = 2)]ai|
o; €EF\{ai—1,04}

Nao é dificil ver também que x; > 0 para todo i. Entéo, telescopando (e lembrando que hé (’g) conjuntos
a; com k elementos) encontramos que

m

Ty > ﬁ(zk—1 —9)(%) = TT 20 () ﬁ <1 B 2k_2_1)
k=3 P 14

O primeiro produto ¢ fécil de calcular: lembrando que >, _ (W) =2™ e >, _o k(%) = m2m~1,
H ok=1)(F) — 22;":1(19—1)(’,’:)—(’;) — gm2™ ' =27 41-0(m”) _ 9inlogn—n—0O(log’n) _ 9inlogn—n(l+o(1))

k=3

Isso ja é bom, z, ser grande. Mas queremos y. O que fazer? Temos Ay = 6 <= LQy = J. Logo

Qu=1 <= y=Q 'z. Mas Q> =nl <= Q! = Q/n, de modo que y = Qz/n. Fazendo a conta temos

yi = %ZJ qijz;. Mas |gij| =1exp > 4xp_1 > 8Tp_2> ..., €

oo

1 Tn lxn
il > — n = = | ==
il n . ;W n 2

Dividir por 2n nao vai mudar a ordem de grandeza, entao

|yz| — 2%nlog n—n(1l+o(1))

Note que todos os elementos da ip-ésima coluna tém moédulo grande. De fato, nao é dificil conseguir
mais colunas com elementos grandes: basta escolher jo > 79 de modo que HZT,‘Q], | 9(h=1)(% ) é grande. Com
- 0

isso, chegamos a
X(n) > 2%nlognfn(l+o(1)) para n = om



7.2. Passo 2: x(ni + n2) > x(n1)x(n2)

A ideia agora é “grudar” matrizes bacanas (a partir de agora, esse vai ser o nome das matrizes com inversas
com entradas grandes, porque elas sdo bacanas, certo?) para obter matrizes bacanas maiores. Na verdade
provaremos algo um pouco mais forte: x(ni + ng — 1) > 2x(n1)x(n2).

Dadas duas matrizes S, quadrada de ordem ni, e T', quadrada de ordem nsy, ambas com entradas iguais
a +1, suponha sem perda de generalidade que a tltima linha e a ultima coluna de S sao compostas de 1s
(se for o caso, troque os sinais de algumas linhas e colunas) e que a primeira linha e a primeira coluna de

T sdo compostas de 1s, com excecdo de ta; = —1 (idem). Além disso, suponha que x(S5) = dc;‘jlsnl
x(T) = diﬁ? . Finalmente, defina R como a matriz de ordem n = n; + ng — 1 que tem S no seu canto

superior esquerdo, 7" no seu canto inferior direito e demais entradas iguais a 1. Note que as dreas de S e T
tém uma entrada de intersecao, mas como S, n, = t11 = 1 ndo hé problema.

Subtraindo a linha n; das linhas 1,2,...,n1 — 1, pode-se verificar que det R = det SdetT: de fato, a
matriz fica diagonal em dois blocos: o primeiro bloco é a matriz S’ obtida de S subtraindo a sua tltima
linha das demais e o segundo bloco é a matriz T. Temos det S’ = det S, entao o resultado segue. Além disso,
subtraindo a linha n; das linhas n1+1,n1+2,...,n1+n2—1, nao é dificil obter det Ry, = 2 det S1,,, det Top,
(faca as operagoes e veja vocé mesmo!). Entao

det Rln
det R

X(R) > = 2x(S)x(T)

det SdetT

- ‘ 2 det Slnl det T2n2

7.3. Passo 3: Matriz de ordem n

Podemos adaptar a operagao do item anterior: agora, ajeite S para que sua ultima linha sé tenha —1s e que
as demais entradas da ultima linha sejam 1, como anteriormente; o resto se mantém. Seja S { T a matriz
n1 + ny com S no seu canto superior esquerdo, 7' no seu canto inferior direito e todas as demais entradas
iguais a 1, exceto a da linha n; 4+ 1 e coluna nj, que é igual a —1. Entao x(S ¢ T) > x(S)x(T).

Agora, para conseguir uma matriz bacana de ordem n, escreva n como soma de poténcias de 2 (base
binéria, ao resgate!): n = Z:Zl 2% com q; > q2 > ... > g, > 0. Seja n; = 2% e construa matrizes bacanas
Ay, As, ..., A, de tamanhos ny, ng, ..., n,, respectivamente. Seja A = A; O (A2 O (o . (A—1 O Ay) .. .)). Pela
defini¢do de <>, A tem ordem n. Pelo passo anterior,

() 2 T xtd) = 2 iz osn =X, w0
i=1

Vamos estimar a primeira soma:

Lema 7.1. Sejam g1 > g2 > ... > g, > 0 inteiros, n; = 2% e N = _!_, n;. Entao

1 T
¢(N) = N (NlogN—ZnilognZ) <2

i=1

Demonstracao

Primeiro, vamos deixar ((N) mais agraddvel:
1 i r " n, N
C(N) = _N <i_glni10gN— izglni logm) = ZE:l Nlogn_z

Diremos que um conjunto X = {q1,qo, ..., ¢} é cheio quando é igual a {0,1,2,...,q1}. Provaremos os
seguintes dois fatos que demonstram, em conjunto, o lema:



Fato 1. ((N) < 2 para conjuntos cheios.
Fato 2. ((N) < ((N +n.), sendonx =29, g ¢ X, g < q1.

O lema é demonstrado porque se X nao é cheio entao ndés o “enchemos” usando o fato 2.

O fato 1 é provado com uma, conta mesmo: temos N = 2001 — 1 < 201+l ¢ p; = 200+1=% Entdo

2q1+1 i ) 2i 22:1 201 +1—i
0 ==
& N

C(N) = %1 —<Z

i=1
A soma no numerador é

S:2q1+2.2Q1—1+3.2¢Z1—2+...+(q1+1)

Mas
¢ +1

%S:2q1—1+2_2111—2_|_3,QQ1—3+ 5

de modo que

¢ +1

1
S—§S=2q1+2q1—1+2‘h—2+1— 5

< S=2N—-(q1+1)<2N

e portanto
2N
N < =<—=2
¢(N) -~
e o fato 1 esta provado.

Agora, o fato 2. Vamos mexer mais um pouquinho em ¢((N), usando n; (a maior poténcia de 2) como
referéncia agora:

T

¢V) = fz fZ”Z <1g—+1og5>

g ny n; ng n1 N
= log 2L 4log =Y 2 =N log L 4 log —
;N 8 n; + Og?’Ll;N ;N 8 n; + Ognl

Assim,

N + n, Ty ni
¢(N « 1 — +log log —
+ ) El og + - +N—|—n* Ogn*

_ N + n, Ty n1 N - n; ny  n; n1
C(N 4+ ny) —¢(N) =log + logn* IOgn1+Z<N+ log Nlog )

ni N + n, (. ng ni
N + n, 4N n1
1 AL ot
& N + N + Ny My Z N(N + n,) log n;

Provaremos que ¢(N + n.) — ((N) > 0 mostrando que

Ny n NxMN1 ny
log — > ————log —
N + n., gn* ;N(N—I—n*) gni



que é equivalente a

T T ks T ks
n n n n n;
Nlog — > Znilog—l = Znilog—l > Znilog—l = Znilog—Z >0 22%(%’ —q)>0
(- i i=1 (- i i=1 T i=1

Note que basta provarmos o fato para ¢ = g1 — 1 (lembre que ¢ < ¢1); nesse caso o inico termo positivo
é 271 e os termos negativos somam no maximo, em médulo, 2972 4 2. 2073 £ 3. 20174 ... 4 (g — 1).

Assim, basta provarmos que

200 > 20172 4 2. 20073 4 3. 207 4 (g — 1)

Mas isso é simples, pois basta dividir tudo por 291 ~2:

2 3 q —1
4>1+§+§+~-~+ a2
Nao ¢ dificil ver que isso é verdade, pois
2 3
1+ or + 22 +..-=4
e o lema esta demonstrado. [

Agora estamos prontos para estimar y(A4): como do tltimo lema >, n;logn; > nlogn — 2n,

1

Y(A) > 23 20 meloemi=3 01 mi(l+e(1)) 5 o3 (nlogn—2n)-n(1+o(1)) _ ginlogn—n(2+o(1))

e finalmente demonstramos o teorema e o resultado principal. [

8. Por que estudar isso?

Na verdade, o teorema da inversa tem aplicagdes em outras dreas, como geometria (distancia minima em
simplexos), redes neurais (threshold gates) e teoria dos grafos (hipergrafos regulares).

Os resultados sobre cones poliédricos com coordenadas inteiras sdo bastante importantes em pro-
gramacao linear inteira (cujos problemas costumam ser NP-hard), para o desenvolvimento de algoritmos.
H& muitos problemas em aberto nessa drea. Por exemplo, quantos elementos sao necessarios em uma base
de Hilbert? Existe um analogo para o teorema de Carathéodory para inteiros? Por enquanto sabe-se que a
quantidade de vetores é menor ou igual a 2n — 1, mas ninguém sabe qual é o menor valor.

Algoritmos para achar moedas falsas, com a quantidade de matrizes e aplicagoes de programagao linear
inteira, aparecem em cddigos transmissores de dados e detectores de erros. Veja [7] para um exemplo de
algoritmo.

Exercicios

01. Sejam x1,z9,...,x, vetores nao nulos de um espaco vetorial V' e ¢:V — V um operador linear nesse
espago tal que pr; = x1, pxrp = T — xp—1 para k = 2,3,...,n. Demonstre que o conjunto de vetores
T1,%2,...,Ty, ¢é linearmente independente.

02. Um vetor gerador com entradas inteiras com mdc maior do que 1 pode ser parte de uma base integral
de Hilbert minimal?

03. Prove que é possivel ordenar os subconjuntos oy, s, . . ., a, de um conjunto de m elementos da seguinte
forma: |o;| < |aypi] e Jai A aipqr] < 2.

04. Prove que x(S O T) > x(S)x(T). (Sé para vocé checar: det S T = 2det SdetT e |det(S & T)in| =
|2 det Slnl det T2n2 | )



05. Seja K um cone poliédrico em n coordenadas e H uma base integral de Hilbert de K. Seja ¢/ (H,z) o
menor nimero de coeficientes ndo nulos utilizados para representar o vetor z € K de coordenadas inteiras e
seja ¢! (H) o maior entre os valores de ¢! (H, x). Prove que ¢! (H) < 2n — 1.
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