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1. EQUACAO DA RETA: Z+kz = cte
(onde k e cte tém seus significados geométricos evidenciados na demonstragdo abaixo).

DEMO:
A Sgla oo um complexo perpendicular aretar, ep o real
tal que paer.
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OBSERVACOES:
(i) A reta passando por dois complexos a e b tem direcéo b - a, de modo que podemos tomar o = (b—a)-i .

(ii) Note que uma reta perpendicular ar é daforma (trocando o por ict) z— kz=cte'.
(iii) Na prética, dados 2 pontos, determina-se k e entdo substitui-se um ponto qualquer da reta e encontra-se cte.

2.LEMASIMPORTANTES:

2.1. CORDA NO CIRCULO UNITARIO:
Seaebsiotaisque |a =|b| =1, entfio ab: z+abz=a+b

DEMO: Como a-a=b-b=1:
oG G-l -ad |
o (1_}).(_0 (a—=h)- ()
b a

E, ber=cte=b+abb=b+a.
Obs: Fazendo a = b, obtém-se a equagéo da tangente a circunferénciaem a.

2.2. DIVISAO DE SEGMENTO NUMA RAZAO t DADA: z= (1-t)a+tb

DEMO:

z-a b-z . — )
T = ﬁ pois sdo vetores de mesma direcdo e mesmo modulo (um).
Isolando z, obtemos a expressao acima.

2.3. PONTO MEDIO DE UM ARCO ab DO CIRCULO UNITARIO: .
z=++/ab t G
— — — — Z—-0 a-o
ang < ob,0z>=ang < 0z,0a>= alg—— =arg——
b-o Z—0

z a . . .

Como — e — témtambém o modulo (um), ees sdoiguais:
z
;!

z

= 2=ab= z=+Jab
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3. PONTOSNOTAVEIS:

3.1 BARICENTRO G deum Agbe: G = 210 +C
DEMO:
BastaobservarqueG:—a+b+c:E-b+g-—a+czi-a+g-—b+c:E-C+E-—a+b,deforma
3 33 2 33 2 3 '3 2

gue G esta nas trés medianas.

3.2. ORTOCENTRO H de um Aabc inscrito no circulo unitario: H =a+b+c.
DEMO:

bHc:z+bcE=b+c

Perpendicular sabc: z— bcz = cte'

= bc
Alturapor a: ae s= cte=a—-bca=a-—.
a

Trocando a com b, obtém-se a altura hy,, e dai o sistema:

— C
h,:z-bcz=a-— Multiplicando a primeira por a, a segunda por b e subtraindo:
p p p Seg p
a 2 2
_ Z<b ac (a-b)z=(a"-b*)-c-(b-a)

h:z—acz= b Dividindo por a — b obtém-seH (ndo édificil concluir que H € h,).
3.3. INCENTRO | deum Aa®b’c? inscrito no circulo unitario: | = —ab—bc—ac.
DEMO:

Inicialmente, note que podemos escolher a, b, ¢ de modo que os pontos
médios interiores tenham sempre o sinal de menos como na figura.
Equactes das bissetrizes:

b, : z—a’hcz=a’-bc
b, :z-ab’cz=b?’-ac  Resolvendo, | =h, Nh, = —(bc+ ca+ ab)
b, :z—abc’z=c?-ab

4. QUADRILATEROS INSCRITIVEIS: Os complexos a, b, ¢, d sfo vértices (nessa ordem) de um
(d-a)-(d-c)
(b=2).(b=0) "

quadrilétero inscritivel se e somente se

DEMO:
abcd inscritivel < ang < dab > +ang <bcd >=7 < d
C
d-a b-c
ag——+agy—— =n(mod2r) &
g{b—a} g{d—c} r(medzr) ¢,

(d-a)-(b-0) g ) g

(b-a)-(d-c) a

arg{B : E} = r(mod2r) <
b-a d-c

Obs: Mais importante do que o resultado é a nogcdo de como podemos tratar angulos de forma simples usando

complexos! Note que identidades como argz = —arg 1 , permitem obtermos algumas expressdes equival entes.
z
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5. AREA DE POLIGONO CONVEXO devértices z, zz,... & S=- Im{zzzl + 7.7, (S zizn}

(Obs: vértices nesse item sdo sempre tomados no sentido anti-horario)
LEMA: O tridngulo de vértices o, z, z tem area 3

1 1 —
S=_lz 112 |-sn0,-6) =2 Imfz, 2. g

DEMO: Se a origem o for interior ao poligono, ligando-a aos vértices e somando
obtemos a expressao acima.
Se esse ndo for o caso, basta fazer uma translagdo (que preserva areas) que c
cologque a origem dentro do poligono e notar que a expressdo anterior ndo muda se trocarmos z por z + w (pois

z + Ze R paratodok, e w-we R ), de modo que a férmula continua valendo.

6. EXERCICIOS TRADICIONAIS:

1. (FTOLOMEU) Dados 4 pontos A, B, C, D no plano, tem-se AB-CD + BC-DA > AC - BD, com igualdade
se e somente se 0s pontos sdo cociclicos (no sentido horério ou anti-horario).

2. (CARACTERIZACAO DE TRIANGULOS EQUILATEROS) Os complexos a, b, ¢ sdo vértices de um
tridngulo equilatero sse a+ Wb +w’c =0 ou a+w’b+wc = 0, onde w é uma raiz clbica da unidade.

3. (RETA DE SIMPSON) Mostre que os pés das perpendiculares tragadas de um ponto D a um tridngulo ABC
sdo colineares sse D esta no circuncirculo de ABC.

4. (CIRCULO DOS 9 PONTOS) Dado um tridngulo ABC, mostre que os pés das 3 alturas, os pontos médios
dos lados e os pontos médios dos segmentos que unem o ortocentro a cada um dos vértices pertencem a um
mesmo circulo. (Sugestdo: Colocando o circuncentro na origem, tente mostrar que esses 9 pontos equidistam do
ponto (a+b+c)/2).

5. (RETA DE EULER) O circuncentro, o baricentro, o ortocentro e o centro do circulo dos 9 pontos de um
tridngulo sdo sempre colineares.

6. (FEUERBACH) O circulo dos 9 pontos de um tridngulo é tangente ao seu incirculo (Obs: Nesse exercicio e
no préximo deve ser necessario encontrar uma expressao explicita para o inraio).

7. (MORLEY) As intersecdes dos pares adjacentes de trissetrizes (cevianas que dividem o angulo em 3 partes
iguais) de um tridngulo arbitrario formam um tridngul o equiléatero.

8. Sgam R er o circunraio e o inraio de um tridngulo ABC, e d a distancia entre o centro desses dois circul os.
Mostreque d* = R(R-2r).

9. (IME) Sga ABC um triangulo e P, Q, R as intersecdes das tangentes ao circuncirculo nos vértices com as
extensdes dos respectivos lados opostos. Mostre que os pontos P, Q, R sdo colineares.

10. (MOSCOU) Cada lado de um poligono é extendido de duas vezes o seu comprimento em uma de suas
pontas seguindo sempre a direcdo anti-horaria. Mostre que se o poligono formado pelos vértices dessas
extensdes é regular entdo o poligono original também é.

7. PROBLEMASOLIMPICOS:
1. (MOP) Sga H o ortocentro do tridngulo ABC. O circulo de didmetro CH intercepta os lados BC e AC nos

pontos P e Q respectivamente. Mostre que as tangentes a esse circulo nos pontos P e Q interceptam-se no ponto
médio de AB.



2. (IMO-03) Considere um quadrilatero ABCD inscritivel. Os pés da perpendicular por D asretas AB, BC, CA
sdo P, Q, Rrespectivamente. Mostre que areta AC e as bissetrizes dos éngulos ABC e CDA s80 concorrentes sse

RP=RQ.

3. (IMO-02) Sgja BC um diametro de um circulo de centro O, e A um ponto na circunferéncia tal que

ZAOC > 60°. A corda EF é mediatriz de AO, e D é o ponto médio do menor arco AB. Segja J o ponto de
intersecdo de AC com areta paralela a AD passando por O. Mostre que J €incentro do tridngulo CEF.

D A
4. (EUREKA) Considere um quadrado MNPQ interior a um quadrado ABCD como s
ilustrado na figura anexa. RO
Demonstreardacdo entre&reas S+ S = S+ S, S PQ"
Y

5. (IMO-00) A;AAs éumtridngulo agudo. O pédaaturade A éK; e oincirculo T toca o lado oposto a A, em
Li. A rela KiK; é refletida nareta LiL,. Analogamente, as retas KKz e K3K; s8o refletidas nas retas LoLz e Ll
respectivamente. Maostre que essas trés novas retas formam um tridngul o inscrito no circulo T .

6. (BANCO IMO) Sga ABC um tridngulo tal que ZACB = 2ZABC . Sga D o ponto do lado BC tal que
CD = 2BD. Prolongase o0 segmento AD até um ponto E ta que AD = DE. Mostre que
ZECB+180=2ZEBC.

7. (EUREKA) Dada uma circunferéncia T", trace as tangentes a ela por um ponto exterior, A, tocando-aem M e

N. Trace a reta r passando por A etocando I' em B e C. Se D é o ponto médio de MN , prove que MN é a
bissetriz de «BDC.

8. (PUTNAM-03) Sgja ABC um triangulo equildtero com circuncentro O. Mostre que para todo ponto P interior
ao circuncirculo existe um tridngulo de lados PA, PB,PC e a &rea desse tridngul o depende apenas de PO.

9. (BANCO IMO) Sga ABCD um quadrilatero convexo com AB ndo paraldo a CD, e sgja X interior a ABCD

tal que ZADX = ZBCX <90° e ZDAX = ZCBX < 90°. Se'Y é o ponto de intersecio das mediatrizes de
AB e CD, mostre que ZAYB = 2£ZADX

10. (OBM) Sga ABCD um losango. Segjam E, F, G e H pontos sobre os lados AB, BC, CD e DA,
respectivamente, e tais que as retas EF e GH so tangentes a circunferéncia inscrita no losango. Prove que as
retas EH e FG sdo paraldas.

8. ANEXO
Os nimeros complexos sdo uma forma eficiente de representar pontos no plano. A cada ponto (a,b)
associamos o complexo z = a+ib, como ilustrado nafigura abaixo.

Im(2)A Forma Trigonométrica:
z=rcisf (=rcos6 +i-rsend)
T r=va’+b’ (médulo)
b
r 0 = arctan— (argumento)
a
: >
Re(z Esse nimeros podem ser operados conforme as

regras tradicionais de algebra, usando-se a igualdade
i? = —1 sempre que possivel.



PROPRIEDADES BASICAS: Sgam z = a +ib, =rcisf,, z, =a,+ib, =r,cis,.
(i) 2z, =1r,Cis(6, +6,)
(i) ang < z,,z, >= argé (mod 2m)

z

(i) r2=|z|*=z-z (onde z=a—ib édenominado conjugado de 2).

) |z+2|<|z|+|z| (comigualdadesse e R).
z

V) 2" = rf’”oi{@) k=021..n-1

Demonstragdes. Em (i), basta multiplicar e usar as expressdes para sen(X + y) e cés(x + y). Em (ii), olhe paraa
formula trigonométrica. Ambos os lados valem 6, —6, . (iv) € equivalente a desigual dade de Cauchy-Schwarz.

E (v) sai do fato de que dois complexos sdo iguais na forma trigonométrica sse tem mesmo moédulo e mesmo
argumento modulo 2.

A afirmac8o (i) ilustra que girar um complexo de um angulo 6, equivale a multiplica-lo por cis(6,) .
Ela mostra a principal vantagem de usarmos complexos na geometria, que € a possibilidade de caracterizarmos
angulos entre retas atraves de simples divisdes/multiplicagdes.

Um importante corolario de (v) € que as raizes da equagdo z" —1= 0 s30 os vértices do n-agono regular
inscrito no circulo unitério.

EXERCICIOS DO ANEXO:
1. Sezy, 2, ..., Z, S50 NOMeros complexos, entéo |z, + z, +...+ z| < [z +...+|z) -

2.zéreal sse z=z,ezéimagin&iopurosse Z+z=0
i+i:0

3z1z &
Z 7

9. REFERENCIAS

() Aplicactes dos nimeros complexos a geometria, Revista Eureka 6
Edmilson Motta

(i) Complex numbers in geometry, Berkley Math Circle
Zvezdelina Stankova — Frenkel

(iii)  Banco de problemas: http://www.kalva.demon.co.uk

(iv)  Complex numbers & Geometry, The Mathematical Association of America
Liang — Shin Hahn, 1994




