
Congruên
ias1. Congruên
ia m�odulo m1.1. De�ni�
~aoDizemos que a �e 
ongruente a b m�odulo m e es
revemos a � b (m�od. m) se, e somente se, a e b deixam omesmo resto na suas divis~oes eu
lidianas por m.Em parti
ular, se r �e o resto da divis~ao de a por m, ent~ao a � r (m�od. m).1.2. Propriedades Opera
ionaisSejam a � b (m�od. m) e 
 � d (m�od. m), ent~ao(1) a+ 
 � b+ d (m�od. m)(2) a� 
 � b� d (m�od. m)(3) na � nb (m�od. m) para todo n natural(4) a
 � bd (m�od. m)(5) an � bn (m�od. m) para todo n naturalAs propriedades opera
ionais nos dizem que a 
ongruên
ia m�odulo m fun
iona quase 
omo igual, poisd�a para somar, subtrair e multipli
ar 
ongruên
ias. Por�em ainda n~ao podemos dividir.Uma situa�
~ao em que podemos dividir �e quando \
an
elamos":(6) Se m �e inteiro tal que md
(m;n) = 1, na � nb (m�od. m) () a � b (m�od. m)Mas aten�
~ao!! Isso s�o vale quando md
(m;n) = 1!!Vejamos 
omo 
ongruên
ias s~ao �uteis:Exemplo 1.1.Cal
ule o resto da divis~ao de 22002 por 101.Resolu�
~aoObserve que quando falamos em resto da divis~ao por um n�umerom podemos pensar em 
ongruên
ias m�od m.Assim, vamos 
al
ular 22002 m�od 101.Temos que uma potên
ia de 2 \pr�oxima" de 101 �e 27 = 128. Temos27 � 27 (m�od. 101) =) 214 � 729 � 22 (m�od. 101)=) 228 � 484 � �21 (m�od. 101)=) 256 � 441 � �64 � �26 (m�od. 101)=) 250 � �1 (m�od. 101)Que bom, en
ontramos 250 � �1 (m�od. 101)! Agora podemos elevar os dois lados a qualquer n�umerointeiro positivo!! Como 2002 = 50 � 40 + 2, temos22002 = 250�40+2 = �250�40 � 22 � (�1)40 � 22 � 4 (m�od. 101),ou seja, 22002 � 4 (m�od. 101). Logo o resto da divis~ao de 22002 por 101 �e 4.



Uma boa estrat�egia na hora de 
al
ular uma potên
ia an m�odulo m �e pro
urar um expoente d tal quean � �1 (m�od. m).Exer
��
ios01. Determine o resto das divis~oes de(a) 41234 por 3(b) 20100 por 17(
) 2000 � 22000 � 1 por 302. En
ontre o resto da divis~ao de 520 por 26.03. Mostre que �8355 + 6�18 � 1 �e divis��vel por 112.04. Mostre que(a) 270 + 370 �e divis��vel por 13(b) 22225555 + 55552222 �e divis��vel por 705. Em 
ada 
asa do tabuleiro de xadrez, h�a o n�umero de gr~aosde trigo indi
ado, 
omo mostra a �gura. O 
avalo de Bruno &Bernardo 
ome�
a a se movimentar no tabuleiro, de a
ordo 
omas regras usuais, a partir de uma 
asa qualquer. Quando eleatinge uma 
asa, 
ome todos os gr~aos nela existentes (mas elen~ao 
ome os gr~aos da 
asa ini
ial). Quando ele deixa uma 
asa,n�os re
olo
amos a mesma quantidade de gr~aos que nela existiam.Depois de um 
erto tempo, o 
avalo de Bruno & Bernardo retorna�a 
asa ini
ial e 
ome os gr~aos nela existentes. Prove que o n�umerode gr~aos que o 
avalo de Bruno & Bernardo 
omeu durante suaviagem �e divis��vel por 3.
263 262 261 � � �
216 217 218 � � �215 214 213 212 211 210 29 2820 21 22 23 24 25 26 2706. En
ontre os dois �ultimos d��gitos de(a) 7100(b) 22000(
) 5600 + 19200(d) 72000 � 230007. (a) Mostre que 81 j 99 : : : 9| {z }nove noves.(b) Determine o menor n�umero da forma 99 : : : 9 que �e divis��vel por 17.08. Prove que, para todo n natural, 37n+2 + 16n+1 + 23n �e divis��vel por 7.09. Mostre que, para todo n natural, 722n+2 � 472n + 282n�1 �e divis��vel por 25.10. Mostre que, para todos k;m; n naturais, 55k+1 + 45m+2 + 35n �e divis��vel por 11.11. Mostre que(a) 215 � 1 e 210 + 1 s~ao primos entre si.(b) 232 + 1 e 24 + 1 s~ao primos entre si.12. Mostre que 41 divide 11 : : :1 (onde h�a 5k d��gitos 1, k inteiro positivo).13. Mostre que 91 divide 11 : : :1 (onde h�a 6k d��gitos 1, k inteiro positivo).



2. Usando 
ongruên
ias para resolver equa�
~oes 
om n�umeros inteirosAs 
ongruên
ias ajudam bastante tamb�em na hora de resolvermos equa�
~oes em inteiros (
hamamos taisequa�
~oes de diofantinas).Exemplo 2.1.En
ontre todos os n�umeros naturais x e y tais que 2x = 3y � 1.Resolu�
~aoA primeira d�uvida que poderia surgir �e \que m�odulo vamos usar?" Lembra que uma estrat�egia era obteralgo 
ongruente a �1? Aqui n~ao �e diferente. Podemos, por exemplo, ver a 
ongruên
ia m�odulo 4, que �epertinho de 3 e �e uma potên
ia de 2:2x = 3y � 1 =) 2x � 3y � 1 (m�od. 4) () 2x � (�1)y � 1 (m�od. 4)Se x = 0, temos 20 = 3y � 1 () 3y = 2, o que n~ao �e poss��vel. Se x = 1, temos 21 = 3y � 1 () 3y =3 () y = 1, logo x = 1 e y = 1 �e uma solu�
~ao.Se x � 2, temos 2x � 0 (m�od. 4). Logo devemos ter (�1)y � 1 � 0 (m�od. 4), o que o
orre se, esomente se, y �e par. Assim, y = 2a, onde a �e natural e temos2x = 32a � 1 () 2x = (3a � 1)(3a + 1)Como 3a � 1 e 3a +1 s~ao divisores de uma potên
ia de 2, ent~ao 3a � 1 e 3a +1 s~ao ambas potên
ias de2. Mas a diferen�
a entre elas �e (3a + 1)� (3a � 1) = 2, e as �uni
as potên
ias de 2 t~ao \pr�oximas" assim s~ao2 e 4. Conseq�uentemente, 3a � 1 = 2 () a = 1 e logo y = 2 e x = 3. En�m, as �uni
as solu�
~oes s~ao x = 3e y = 2 e x = y = 1.Exer
��
ios14. En
ontre todos os pares de inteiros positivos (x; y) tais que 2x = 1 + 3y.15. En
ontre todos os inteiros positivos x e y tais que 3x � 2y = 7.3. Referên
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