
CorposFinitos

Um corpo é, grosso modo, um conjunto no qual podemos somar, subtrair, multiplicar e dividir por não
nulo, no qual valem todas as propriedades usuais de tais operações, incluindo a comutativa da adição e da
multiplicação. Exemplos de corpos são os racionais Q, os reais R, os complexos C e o conjunto dos inteiros
vistos módulo p primo Z/pZ. Exemplos de conjuntos que não são corpos são os inteiros Z, os polinômios com
coeficientes em R, as matrizes quadradas de ordem n e o conjunto dos inteiros vistos módulo n composto,
Z/nZ (estes exemplos são anéis).

Aqui, discutimos a existência de corpos finitos de ordem q. A ordem de um corpo finito é o seu número
de elementos.

1. O teorema

Teorema 1.1. Existem corpos de ordem q se, e somente se, q é uma potência de primo.

Além disso, todos os corpos finitos de mesma ordem são isomorfos, isto é, para cada par de corpos
K1, K2 de mesma ordem existe uma bijeção φ:K1 → K2, chamada isomorfismo, que mantém a estrutura
algébrica dos corpos, ou seja, φ(xy) = φ(x)φ(y) e φ(x + y) = φ(x) + φ(y). Mas não demonstraremos isso
aqui, a não ser para Z/pZ.

Demonstração

Demonstraremos esse fato com o aux́ılio de alguns lemas.

2. Os corpos finitos devem ter pn elementos: uma pequena incursão algébrica

Definição 2.1. Um espaço vetorial sobre um corpo K é um conjunto V tal que para todos u, v ∈ V e todo
λ ∈ K, então u + v ∈ V e λv ∈ V .

Lema 2.1. Sejam K ⊂ L corpos. Então L é um espaço vetorial sobre K.

Demonstração

Fica para você, leitor. É só verificar que valem as propriedades da definição.

Lema 2.2. Seja F um corpo finito de q elementos e F ⊂ K, sendo K outro corpo finito. Então K tem qn

elementos, onde n é a dimensão do espaço vetorial de K sobre F .

Demonstração

Sendo K e F finitos, a dimensão de K sobre F é claramente finita. Seja {u1, u2, . . . , un} uma base de K.
Há qn elementos em K: as expressões do tipo α1u1 + α2u2 + · · · + αnun (cada αi pode ser escolhido de q
maneiras).

Antes de continuar, mais uma definição.

Definição 2.2. A caracteŕıstica de um corpo K é o menor número inteiro positivo m tal que, sendo a ∈ K,
ma = a + a + · · · + a︸ ︷︷ ︸

m vezes

= 0. Se tal m não existir, a caracteŕıstica do corpo é definida como zero.

Por exemplo, Z/pZ é um corpo de caracteŕıstica p.

Agora, veremos porque corpos têm ordem potência de primo e não potência perfeita.

Lema 2.3. A caracteŕıstica de um corpo é primo ou zero.



Demonstração

Seja m �= 0 a caracteŕıstica de um corpo. Seja 1 a unidade desse corpo e suponha que m = pq, p, q inteiros
maiores que 1 (observe que se trocarmos a unidade 1 por outro elemento a do corpo, temos ma = 0 ⇐⇒
ma · a−1 = 0 ⇐⇒ m1 = 0, ou seja, não perdemos generalidade). Ao desenvolvermos o produto

p1 · q1 = (1 + 1 + · · · + 1)︸ ︷︷ ︸
p vezes

· (1 + 1 + · · · + 1)︸ ︷︷ ︸
q vezes

obtemos m = pq uns. Logo m1 = p1 · q1 = 0 ⇐⇒ p1 = 0 ou q1 = 0, absurdo, já que m é mı́nimo.

Lema 2.4. Seja p primo. Todos os corpos de ordem p são isomorfos a Z/pZ.

Demonstração

Seja K um corpo de ordem p e 1 a sua unidade. Observe que, sendo K finito, admite caracteŕıstica finita,
que só pode ser p. Defina o isomorfismo φ:Z/pZ → K, φ(m) = m1 (somamos m vezes a unidade em K). Se
m1 = n1 então (m−n)1 = 0 ⇐⇒ p|m−n ⇐⇒ m = n, pois −p < m−n < p. Logo os p números 0 · 1 = 0,
1, 2 · 1, . . . , (p− 1)1 são distintos e são os elementos de K. Logo φ é uma bijeção. Imitando a demonstração
do lema anterior, podemos provar que φ mantém a estrutura algébrica de Z/pZ. Logo os corpos K e Z/pZ
são isomorfos.

Lema 2.5. Seja F um corpo finito. Então F tem ordem potência de primo.

Demonstração

Sendo o corpo finito, então admite caracteŕıstica finita: não é posśıvel que se somarmos a unidade m vezes
sempre resulte um número diferente; assim m1 = t1 para m < t. Dáı, (m − t)1 = 0, ou seja, F tem uma
caracteŕıstica (que é um divisor primo de m − t).

Seja p a caracteŕıstica de F . Usando a definição de φ do lema anterior, constrúımos um subcorpo F0 ⊂ F
isomorfo a Z/pZ. Do lema 2.2, F tem pn elementos, sendo n a dimensão de F sobre F0.

Pois bem, provamos a ida. Mas quem garante a existência de corpos finitos de ordem igual a qualquer
potência de primo? Vamos construir um corpo de ordem pn, p primo.

3. Funções geratrizes garantem a existência!

Uma maneira de construir um corpo de ordem pn (que é utilizada para construir os corpos utilizados em
códigos) é tomarmos um polinômio p(x) irredut́ıvel de grau n com coeficientes em Z/pZ e tomarmos como
elementos desse corpo os polinômios visto mód p(x). A soma é a soma de polinômios e é claro que valem
todas as propriedades usuais de adição e multiplicação. E a divisão? Pelo teorema de Bezóut, para q(x) �≡ 0
(mód. p(x)) existem polinômios a(x) e b(x) tais que a(x) · q(x) + b(x) · p(x) = 1. Vendo mód p(x) nota-se
que a(x) =

(
q(x)

)−1, de modo que qualquer elemento não nulo admite inverso.

Perceba agora que a existência do corpo depende unicamente da existência de polinômios irredut́ıveis
de grau arbitrário em Z/pZ. Para isso usamos o

Teorema 3.1. Existem polinômios irredut́ıveis de grau arbitrário em Z/pZ.

Demonstração

A prova que daremos aqui é combinatória! Contaremos o número an de polinômios irredut́ıveis em Z/pZ de
grau n, utilizando algumas técnicas de contagem. Depois é só provar que an > 0 sempre.

Em [3], foi demonstrado que certos anéis são domı́nios de fatoração única a partir do fato de serem
euclidianos. Com um pouco mais de facilidade (já que é trivial que a divisão de polinômios sobre corpos é



euclidiana), podemos demonstrar que os anéis de polinômios em Z/pZ também são domı́nios de fatoração
única.

Considere todos os polinômios mônicos xn +cn−1x
n−1 + · · ·+c0 de grau n, ci ∈ Z/pZ, i = 0, 1, . . . , n−1.

Há p escolhas para cada ai, logo há pn polinômios desse tipo. Cada polinômio P (x) fatora unicamente em
irredut́ıveis. Suponha que mi desses polinômios têm grau i, i = 1, 2, . . . , n. Somando os graus dos fatores
irredut́ıveis, obtemos m1 + 2m2 + · · · + nmn = n.

Observando do lado dos polinômios irredut́ıveis, podemos escolher mk de ak polinômios irredut́ıveis,
permitindo repetições. O número de tais escolhas é igual ao número de soluções inteiras de x1+x2+· · ·+xak

=
mk, que é

(
mk+ak−1

mk

)
. Assim, todos os posśıveis produtos de m1 fatores irredut́ıveis de grau 1, m2 fatores

irredut́ıveis de grau 2, etc, são em total de

∏
1≤k≤n

(
mk + ak − 1

mk

)

Assim, considerando todas as soluções posśıveis de m1 +2m2 + · · ·+nmn = n, temos todas as fatorações
de todos os pn polinômios, ou seja,

∑
m1+2m2+···+nmn=n

∏
1≤k≤n

(
mk + ak − 1

mk

)
= pn (∗)

Isso já define uma recorrência para an, mas muito complicada. Calculemos valores pequenos para p = 2:
de

a1 = 2

a2 +
(

a1 + 1
2

)
= 4

a3 + a1a2 +
(

a1 + 2
3

)
= 8

a4 + a1a3 +
(

a2 + 1
2

)
+

(
a1 + 3

4

)
= 16

obtemos a1 = 2, a2 = 1, a3 = 2 e a4 = 3.

Vamos simplificar significativamente essa recorrência, encontrando, eventualmente, uma fórmula fechada
para an. Para isso, utilizaremos um pouco de funções geratrizes. Você pode encontrar mais sobre elas em
[4].

Multiplique ambos os membros de (∗) por tn e some para todo n natural. No segundo membro obtemos
uma série geométrica de soma (formal) 1

1−pt . Assim,

∑
n≥0

tn
∑

m1+2m2+···+nmn=n

∏
1≤k≤n

(
mk + ak − 1

mk

)
=

1
1 − pt

⇐⇒
∑
n≥0

tm1+2m2+···+nmn

∑
m1+2m2+···+nmn=n

∏
1≤k≤n

(
mk + ak − 1

mk

)
=

1
1 − pt

⇐⇒
∑
n≥0

∑
m1+2m2+···+nmn=n

∏
1≤k≤n

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk =

1
1 − pt

Temos dois somatórios: um sobre todos os naturais e outro sobre seqüências (m1,m2, . . . ,mn) de naturais
tais que m1 + 2m2 + · · ·+ nmn = n. Considerando os dois somatórios, vemos que essa soma já não nos traz
mais restrições. Qualquer soma finita do tipo m1 + 2m2 + · · · + nmn é igual a um natural e portanto vai



aparecer na soma. O único cuidado que devemos tomar é o de considerar seqüências de naturais com um
número finito de elementos não nulos. Assim,

∑
(m1,m2,...)

′ ∏
k≥1

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk =

1
1 − pt

Colocamos um apóstrofo para indicar que a soma é sobre seqüências com um número finito de termos
não nulos.

Agora, o ponto crucial de nossos cálculos. Vamos classificar os termos da forma
(
m+ak−1

m

)
tkm. Note

que a soma acima é sobre todas as seqüências (m1,m2, . . .) com um número finito de termos não nulos.
Seqüências desse tipo e produtórios como o que aparece acima caracterizam um desenvolvimento de um
produto de somas. Por exemplo, vamos voltar nosso foco ao primeiro termo m1 da seqüência. Estamos
multiplicando termos da forma

(
m+a1−1

m

)
tm (aqui trocamos m1 por m). Logo

∑
(m1,m2,...)

′ ∏
k≥1

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk

=
(

0 + a1 − 1
0

)
t0

∑
(m2,...)

′ ∏
k≥2

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk+

(
1 + a1 − 1

2

)
t1

∑
(m2,...)

′ ∏
k≥2

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk+

(
2 + a1 − 1

2

)
t2

∑
(m2,...)

′ ∏
k≥2

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk+

· · ·

=
((

0 + a1 − 1
0

)
t0 +

(
1 + a1 − 1

1

)
t1 +

(
2 + a1 − 1

1

)
t2 + · · ·

) ∑
(m2,...)

′ ∏
k≥2

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk

=
∑
m≥0

(
m + a1 − 1

m

)
tm·1 ∑

(m2,...)

′ ∏
k≥2

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk

Indutivamente, podemos concluir que

∑
(m1,m2,...)

′ ∏
k≥1

(
mk + ak − 1

mk

)
tkmk =

∏
k≥1

∑
m≥0

(
m + ak − 1

m

)
tm·k =

1
1 − pt

Utilizando o conceito de binomial generalizado, ou seja,(
a

n

)
=

a(a − 1) · · · (a − n + 1)
n!

para a real e n natural,

temos (
m + a − 1

m

)
=

(m + a − 1)(m + a − 2)(m + a − 3) · · · a
m!

= (−1)m−a(−a − 1) · · · (−a − m + 1)
m!

= (−1)m

(−a

m

)
e, pelo binômio de Newton generalizado,

∑
m≥0

(
m + ak − 1

m

)
tm·k =

∑
m≥0

(−1)m

(−ak

m

)
(tk)m = (1 − tk)−ak



Logo ∏
k≥1

(1 − tk)−ak =
1

1 − pt

Podeŕıamos ter chegado nessa identidade um pouco mais rápido, na verdade. O estudante Humberto
Silva Naves e eu estávamos discutindo para ver se consegúıamos provar essa identidade sem fazer tanta conta
e chegamos nesse atalho (valeu Humberto!): considere a soma

∑
i≥0 piti. O termo em ti indica a quantidade

de polinômios mônicos de grau i, que são fatorados de forma única em irredut́ıveis mônicos. Assim, ti é um
marcador do grau dos polinômios. Agora, considere (1 + tk + t2k + · · ·)ak . Ao desenvolvermos esse produto,
tomamos o termo tmk do i-ésimo fator quando tomamos o i-ésimo irredut́ıvel de grau k (que são em total
de ak). Logo, considerando todos os graus,

∏
k≥1

(1 + tk + t2k + · · ·)ak =
∑
i≥0

piti ⇐⇒
∏
k≥1

(1 − tk)−ak =
1

1 − pt

Mas, de qualquer forma, é importante saber manipular algebricamente essas expressões, logo resolvi
deixar os cálculos anteriores.

Uma maneira de transformar produtórios em somatórios é tirar logaritmos dos dois lados. Aqui, log
indica logaritmo natural. Obtemos então

−
∑
k≥1

ak log(1 − tk) = − log(1 − pt)

O desenvolvimento de log(1 − x) em série de potências é

log(1 − x) = x +
x2

2
+

x3

3
+ · · · =

∑
i≥1

xi

i

Portanto ∑
k≥1

ak

∑
i≥1

tik

i
=

∑
i≥1

(pt)i

i

Basta, agora, comparar os termos em tn. No segundo membro é pn/n. No primeiro, aparece sempre
que ik = n ⇐⇒ i = n/k, ou seja, quando k divide n. Logo

∑
k|n

ak

n/k
=

pn

n
⇐⇒

∑
k|n

kak = pn,

que é uma recorrência bem mais tratável. Vamos rever os casos pequenos que estudamos antes, com p = 2:

a1 = 2
a1 + 2a2 = 4
a1 + 3a3 = 8

a1 + 2a2 + 4a4 = 16

Agora, provemos que an > 0. Considere a soma
∑

k|n kak. Fora nan, todos os outros no máximo n − 1
termos são menores que qn/2, pois já apareceram em somas anteriores. Deste modo,∑

k|n
kak < (n − 1)qn/2 + nan ⇐⇒ qn < (n − 1)qn/2 + nan ⇐⇒ nan > qn/2(qn/2 − n + 1) > 0



Podemos encontrar uma fórmula fechada para an a partir da fórmula de inversão de Möbius (cuja
demonstração pode ser encontrada em [5]):

f(n) =
∑
d|n

g(d), para todo n ∈ Z∗
+ ⇐⇒ g(n) =

∑
d|n

µ(d)f
(n

d

)
, para todo n ∈ Z∗

+,

onde

µ(n) =

{ 1 se n = 1
(−1)r se n é o produto de r primos distintos
0 caso contrário

é a função de Möbius.

Temos
an =

∑
d|n

µ(n)pn/d
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