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INTRODUCAO

Muitas vezes na Geometria Plana nos deparamos com problemas em que ndo temos muitas
informagdes a respeito de angulos e comprimentos, de modo que solugdes analiticas se tornam
praticamente invidvels. Em alguns desses casos, a utilizacdo de ferramentas como poténcia de
ponto, eixo radical e centro radical, quando n&o resolvem o problema, facilitam em muito sua
resolugdo e a tornam pequena e extremamente simples. Nesse artigo, tentaremos tornar o leitor
familiar com tais ferramentas, em especial com a segunda.

A partir de agora, estaremos sempre trabalhando em um plano & e representaremos uma
circunferéncial” decentroO eraior por I'=T'(O;r).

1. Poténcia de Ponto

Definigdo: (Poténcia de Ponto) Sga dada uma circunferéncia I'(O;r) e um ponto A do plano =.
Definimos a poténcia de ponto de A em relagdo aI” como
Pot,.(A) = OA’ —r?

Proposicao:
(@ AT & Pot.(A)=0.
(b) Se A estd no interior de ' e BC é uma corda de I' que contém A, entdo
Pot. (A) =-BAAC.
() SeAestdnoexterior del’ el éumaretaque passapor A eintersectal” em B e C, entéo
Pot. (A) = AB.AC.

Figural.l Figural1.2
Dem: (8) AcT' < OA=r & Pot.(A)=0.
(b) Se AO n T = {D, E}, entdo BDCE ¢ inscritivel. Logo AABE ~ AADC =

%:% = BAAC = AE.AD = (r + OA)(r - OA) = r* - OA” = Pot,.(A) = -BAAC.



(0 De modo semehante a (b),

(AO+r)(AO-r)= Pot.(A) = AB.AC.

- aec = 2B_AE_ pgac-

AD AC

Decorre da proposicdo acima que se | é tangente a I', entdo B=C, de modo que

Pot,.(A) = AB2,

Problema 1: (Balcanica 1986) Uma reta passando pelo incentro | do tridngulo ABC intersecta a
circunferéncia circunscrita I (O; R) de ABC nos pontos F e G, e o incirculo T, (I;r) nos pontos D

eE, comD entrel eF. Prove que DF .EG > r?. Quando ha igual dade?

A

Figura1.3.

Solugéo:

DF.EG=(FI -DI)(GI —El) =

(FI =r)(Gl =r) =FI.GI —(FI +Gl)r +r?
—Pot, (I)-FGr+r?. Pea relagdo de
Euler (Apéndice 1), temos que Ol =
R*-2Rr, eassm Pot (1)=0l%-R* =
=—2Rr. Queremos mostrar entdo que

2RI —FGr+r’>r’< 2Rr2FGr
2R > FG, que éverdade, pois FG é corda de
T

A igualdade ocorre se e sO se FG é
didametro deT;.

Problema 2: (Teste para Ibero 2002 - Brasil) Sga ABCD um quadrildtero inscrito em uma
circunferéncia T';, P o ponto de intersecdo das diagonais AC e BD e M o médio de CD. A
circunferéncia I', que passa por P e é tangente a CD em M corta BD e AC nos pontos Q e R,
respectivamente. Segja S o ponto do segmento BD tal que BS= DQ . A paralela a AB por S corta

AC emT. Prove AT =CR.



I; Solugéo:
Q Pot . (D)—DM2 DQDP:>
Pot,. (C)=CM? =CRCP

DQ cP
CR DP’
Logo, como BS=DQ, temos

AT=CR & BS_CP Ora, —CP.AP =
AT DP’

— DQ.DP=CRCP =

= Pot,. (P) =—DP.BP = CP _BP \ias
: AP

BP BS

Figura 1.4. AB/ITS= AP AT — , eassim

BS_cpr
AT DP’

2. Eixo Radical
Definicdo: (Eixo Radical) Sgjam I'; e I', duas circunferéncias ndo concéntricas. O exo radical del'; e

I', €0 lugar geométrico dos pontos P tais que
Pot;. (P) = Poty. (P).

Teorema: O eixo radical de duas circunferéncias é sempre uma reta perpendicular ao segmento que
une os centros das duas circunferéncias.

I'y

O]_ P, OZ

Figura 2.1.



Dem: Sgam I';(O;;r,) e I,(O,;r,) as circunferéncias. Vamos mostrar que a projecéo P* de todo
ponto P do eixo radical sobre O,0, € constante. De fato:

O,P>*=0,P*+PP?

{ozp2 =0,P?+PP*

O,P?~(0,0, -OF)? = (Pot,, (P)+1?) - (Pot. (P)+r;) =

= O,P?-0,P? =0O,P*-0O,P?*=

200,0,7-002 =17 12 = Op= -2 +O0:
20,0,
Assim, o eixo radical T'; e I', esté contido na reta | perpendicular a O,0, passando por
Pe O,0, satisfazendo (*). Falta mostrar que todo ponto dessa reta pertence ao eixo radical. Segja
entdo Pe | . Logo, P satisfaz (*), e dai
r?—r7+007?
20,0,

, constante. (*)

r2-r2+002Y
O,P?*=PP?+ A2 T |y

2
= Pot,. (P) = PP+
) r,(P) ( 200, 1
rP-r7+00; r7-r?+00;
20,0, 20,0,

Além disso, O,P'= 0,0, —

2
Ozpz — PP’2+(r22 _r12 +O1022 22 _r12 +O1022) —r 2

2
= Pot, (P)=PP24 ! ,
20,0, 2 200,

Deixamos para o leitor verificar que os valores encontrados paraPot;. (P) e Pot;. (P) sdo
iguais. Assim, o resultado segue.

Abaixo estdo duas possiveis posicdes de I'; e ', juntamente com 0s respectivos eixos
radicais.

| I

Figura2.2. Figura2.3.

A partir da observacdo feita apdés a Proposicdo da Secdo 1, temos a seguinte definicdo
equivalente para o eixo radical, nos casos em queI'; e I', se intersectam em no maximo um ponto.

Definicdo Equivalente (Eixo Radical) O eixo radical de duas circunferéncias I'; e I'; que se
intersectam em no méximo um ponto € o lugar geométrico dos pontos P tais que as tangentes de P a
I'; eI, tém 0 mesmo comprimento.



Problema 3: (Banco da Cone-Sul 2002) Sgga ABCD um quadrilétero inscritivel e E a intersecéo das
diagonais AC e BD. Se F € um ponto qualquer e as circunferéncias I'; e I'; circunscritas a FAC e a
FBD seintersectam novamente em G, mostre que E, F, G sio colineares.

I'>

Solucdo: O exo radical deT'; e T'; € a reta FG.
Entéo Ee FG < Pot., (E) = Pot,. (E). Mas

ABCD  inscritivel  implica  Poty. (E) =
=-AE.EC = —-BE.ED = Pot;, (E), e portanto
E, F, G sdo colineares.

Figura2.4.

Vamos ver agora uma aplicacéo da Definico Equivalente de Eixo Radical:

Problema 4: Se a distancia entre os centros de duas circunferénciasI'; e I', € maior do que a soma de
Seus raios, as circunferéncias tém quatro tangentes em comum. Prove que os pontos médios desses
quatro segmentos sdo colineares.

I
Figura 2.5.

Solugdo: A condicdo do problema garante que a posicdo relativa de T'; e I', é a da Figura 2.5.
Vamos mostrar que cada um dos pontos médios estd no eixo radical de 'y e I',. De fato, se M € 0
médio de alguma dessas tangentes AB, entdlo MA= MB. Peda Definicdo Equivalente de Eixo
Radical, temos que M esté no eixo radical de T'; e I',, Como 0 mesmo vale para 0s outros pontos
meédios, concluimos que os quatro pontos sdo colineares.

3. Centro Radical



Definigdo (Centro Radical) Sejam dadas trés circunferéncias I';, I', e I'; ndo concéntricas. Ent&o os
eixos radicais dessas circunferéncias tomadas duas a duas sdo paralelos ou sdo concorrentes.
Quando sdo concorrentes, a intersecdo O € o Unico ponto P do plano tal que

Pot. (P)= Pot;. (P)= Pot;. (P).
Tal ponto é chamado de centro radical das circunferénciasT'y, I, eTs.

Dem: Defato, sgam |4, I, el; os eixosradicaisde T, e I3, I'y e I’ e Iy e Iy, respectivamente. Pelo
Teorema da Segéo 2, 0,0, L1, OO0, L1, e OO0, L1;. Logo, se duas dessas retas so paralelas
(suponha, sem perda de generalidade, 1, //1,), entdo O,0,// 0,0, = O,, O, e O; sho colineares.
Logo, |3 também éparaeaal; eal,.

Suponha agora que Iy, |, e |3 sdo duas a duas concorrentes. Sgja O ainterse¢éo I, e l,. Entdo
Pot. (O) = Pot. (O)e Pot;. (O) = Pot. (O). Segue que Pot;. (O) = Pot;, (O) = Oe |,, donde
[1, I, el3 sGo concorrentes. Como trés retas ndo paralelas se intersectam em no méximo um ponto, O
éunico.
Problema 5: (USAMO 1997) Sgia ABC um tridngulo. Construa tridngulos isosceles BCD, CAE e ABF

externamente a ABC de bases BC, CA e AB, respectivamente. Prove que as retas que passam por A,
B, C e sdo perpendiculares a EF, FD e DE, respectivamente, sGo concorrentes.

I'>

Solugdo: Sglam I =1,(D;DB),
I,=T,(E;EC) e I, =I;(F;FA). Entéo,
B,CeI,, ACeTl, e ABeI;. Logo, a
reta que passa por A e é perpendicular a EF é
0 eixo radical de I', e I';. De modo andlogo
com B e C, como os centrosdeI'y, I, eI's
ndo sdo colineares, concluimos que as trés

retas se intersectam no centro radical O deT'y,
I'; eT'3, como queriamos.

Figura 2.6.

Problema 6: (USAMO 1990) Um tridngulo acuténgulo ABC é dado no plano. O circulo com diametro
AB intersecta a altura CC’e seu prolongamento nos pontos M e N, e o circulo com diametro AC
intersecta a altura BB" e seu prolongamento em P e Q. Mostre que os pontos M, N, P, Q sio
conciclicos.

As vezes, quando queremos mostrar que trés retas 3o concorrentes e ja sabemos que uma
delas é o eixo radical de duas circunferénciasT'; e I',, basta acharmos outra circunferéncia I'stal que

as outras duas retas séo eixos radicais T'; eI'3 edeI'; e I's. Para acharmos T3, geralmente devemos
mostrar que algum quadrilétero é inscritivel. Vamos ver como isso funciona no



Problema 7: (IMO 1995) Sgam A, B, C, D pontos distintos em uma reta, nesta ordem. As
circunferéncias I'; e I', de didmetros AC e BD se intersectam em X e Y.O é um ponto arbitrario da

reta XY, ndo situado em AD. CO intersecta I'; novamente em M, e BO intersecta I', novamente em
N. Prove que AM, DN e XY sdo concorrentes.

O
I'y v 2
I's
A
B C D
Figura2.7.

Solucdo: Vamos mostrar que AMND é inscritivel. De fato, como O e XY e XY é o eixo radical de
'y e T, temos que Pot. (O) = Pot. (O), donde ON.OB =OM.OC = BCMN inscritivel =
ZMNO = ZBCM . Assim, Z4DNM =90°-ZMNO = 90°-«BCM = ZDAM =
ZDNM = ZDAM = ADMN inscritivel..

Seja entdo I'; a circunferéncia circunscrita a ADMN. Ent&o:

AM éo eixoradical deT; eT’;

DN éo eixoradical deT, eI's = AM, DN e XY sdo concorrentes no centro radical Z deT,,
XY éoexoradical deT; eI, I,els O

Exercicios Propostos:

8. (Ibero 1999) Um triangulo acutangulo ABC est& inscrito numa circunferéncia de centro O. As
alturas do tridngulo sdo AD, BE e CF. A reta EF intersecta a circunferénciaem P e Q.

(& ProvequeAO é perpendicular a PQ.

(b) SeM é o ponto médio de BC, prove que

AP?=2.AD.OM .

9. Sgam I;(O;;r1,) e I,(O,;r,) duas circunferéncias. Mostre que o lugar geométrico dos pontos P
tais que PO,” +1,° = PO,” +1,” é umareta simétrica ao eixo radical de T, eT’, em relagio ao
ponto médio de O,0, .

(Dica: tomando o simétrico a um ponto do eixo radical em relacdo a reta mediatriz de
0,0,, aequacéo acima é satisfeita?)



10. (Ibero 1999) Dadas duas circunferéncias M e N, dizemos que M bisecta N se a corda comum a M
eN éum didmetro de N. Considere duas circunferéncias fixas C; e C, ndo concéntricas.

(8 Proveque existem infinitas circunferéncias B tais que B bisecta C, e C,.

(b) Determine o lugar geométrico dos centros de B.
(Dica para o item (b): use o problema 10)

11. (india) Sgja ABCD um paralelogramo. Um circulo contido em ABCD tangencia as retas AB e AD
eintersecta BD em E e F. Mostre que existe um circulo passando por E, F etangentea BC e CD.

12. (Rioplatense 2002) Dado um quadrilatero ABCD, constroem-se triangulos isosceles ABK, BCL,
CDM e DAN, com bases sobre os lados AB, BC, CD e DA, tais que K, L, M e N sgam pontos
distintos, trés a trés ndo colineares. A perpendicular a reta KL tracada por B intersecta a
perpendicular a reta LM tragada por C no ponto P; a perpendicular a reta MN tracada por D
intersecta a perpendicular a reta NK tragcada por A no ponto Q. Demonstre que, se P e Q séo
distintos, entdo PQ é perpendicular a KM.

(Dica: o problema 5 é uma boa inspiragéo...)

APENDICE

1. (Relagéo de Euler) Dado um tridngulo ABC, I';(O;R)e I,(I;r) o circuncirculo e o incirculo,

respectivamente, de ABC, entéo
Ol =vR*-2Rr .
Decorredardagéo acimaque R=> 2r .
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