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Saiedade Brasileira de Matematica

AOS LEITORES

Redizamos durante 0 ano 2000 a XXII Olimpiada Brasileira de
Matemética, atingindo na realiza¢g® da Primeira Fase aerca de 80000 auncs.
Este ano a Olimpiada Brasileira de Mateméticaterd importantes modificacfes em
relacd® a glicacdo das provas da segunda e terceira fases (para maiores
esclaredmentos leia com atencdo 0 ross novo regulamento publicado no site:
http://ww. obmorg.br/). Além diso a @mpeticdo contard pela
primeira vez com a participac@ de aluncs de ensino superior, para os quais foi
criado o nivel Universitdrio. Asdm, a partir deste ano, a OBM passa a ser
realizada em 4 niveis de competicdo. O caendério para este ano é o seguinte:

NiVEIS1,2¢e3

Primeira Fase — Sabado, 09 ckjunho
Segunda Fase — Sabado, 01de setembro
Terceira Fase — S&bado, 20de outubro (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 21 a outubro (Niveis 2 e 3 —Segundodiade prova).

NiVEL UNIVERSITARIO

Primeira Fase — Sabado, 01 e setembro
Segunda Fase — Sabado, 20de outubro e Domingo, 21 a outubro

Gostariamos de registrar aredizacdo dalV Semana Olimpica Neste ano
o0 evento teve lugar no Colégio Militar de Salvador (Salvador — BA) entre os dias
19 a 26 de janeiro. Aproveitamos a opatunidade para expressar 0 NGO
agradecimento pela calorosa acolhida.

Durante alV Semana Olimpica, reunimos os alunos premiados na XXII
OBM nos trés niveis de competicdo. Um arquivo com as aulas ministradas

durante o evento pode ser consultado o seguinte endereqo eletronico:
http://ww. obm org. br/semana. ht m

Por fim, gueremos agradecer aos alunos que tém nos gjudado com a
revisdo darevista EUREKA!

Os editores.

EUREKA! N°10, 2001
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XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugdes da primeira fase — nivel 1

1. Observe a multiplicagdes a seguir:

12 A5 679 % 18=222 222 222
12 A5 679 % 27 =333 333 333
12 35679 x 54 = 666 666 666

Para obter 999 999999 devemos mulltiplicar 12 345 679por:
A) 29 B) 99 C) 72 D) 41 E) 81

2. OQutro dia ganhel 250 reais, incluindo o pagamento de horas extras. O
salario (sem horas extras) excede en 200 reais 0 que recebi pelas horas extras.
Qual é 0 meu salério sem horas extras?

A) 200reais B) 150reais C) 225reais D) 175reais E) 180reais

3. Num relégio dgital, que marca de 0:00 até 2359, quantasvezespor dia
0 mostrador apresenta todos os algarismos iguais?
A) 10 B) 8 C)6 D)7 E)9

4. A prefeitura de uma ceta ddadefez uma canpanha que permitetrocar 4
garrafas de 1 litro vazias por uma garrafa de 1 litro cheia de leite. Até quantos
litros de |eite pode obter uma pessoa que possua 43 dessas garrafas vazias?

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15

5. Numa caxa havia vé&rias bolas, sendo 5azuis, 4amarelas, 3vermelhas,
2 brancas e 1 preta. Renato retirou 3bdas da cixa. Sabendo que nenhuma delas
era aul, nem amarela, nem preta, podemos afirmar arespeito dessas 3 bolas que:

A) sdo damesma cor. B) sdo vermelhas. C) uma é vermelha e duas séo
brancas.
D) uma ébranca eduas s50 vermelhas. E) pelo menos uma évermelha.

6. Se adreadoretangulo dadoé 12, qual é aarea dafigurasombreada?

A)3 B) 4 C)5 D) 6 E)8

EUREKA! N°10, 2001
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7. O nimero 10 poe@ ser escrito de duasformas como somade dois nimeros
primos. 10=5+ 5 e 10 = 7 + 3. De quantas maneiras podemos expressar 0
ndmero 25como uma soma de dois nimeros primos?

A4 B)1 02 D)3 E) nenhuma

8. 1litro de dcod custa R$0,75. O carro de Henrique percorre 25 km com 3
litros de dcod. Quantos reais seréo gastos em alcool para percorrer 600 km?
A) 54 B) 72 C) 50 D) 52 E) 45

9. Um ceto numero N dedoisagarismos é o quadrado de um ndmero natural.
Invertendo-se aordem dos algarismos desse ndmero, dotém-se um ndmero impar.
A diferenca eitre os dois niUmeros € o cubo de um ndmero natural. Podemos
afirmar que asomados algarismosde N &

A)7 B) 10 C) 13 D)9 E) 11

10. Juliano colou uma bandeirinha cinza en cada engrenagem, como mostra a

IR

As engrenagens sdo iguais e quando a eigrenagem da esgquerda girou um
pouco, a sua bandeirinha ficou ma posicdo indicada @m a bandeirinha branca
portil hada. Nesta condicdo, pademos afirmar que aposicdo da banderinha na
engrenagem da direita €

AN B {7 ) / D)‘:\—’\"\ £y

11. Uma fabrica enbala 8 latasde palmito em caixas de papel&o clbicas de 20
cm de lado. Para que possam ser melhor transportadas, esss caixas S0
colocadas, da melhor maneira possivel, em caxotes de madeira de 80 cm de
largura por 120 cm de comprimento por 60 cm de atura. O numero de latas de
palmito em cada caxote €

A) 576 B) 4.608 C) 2.304 D) 720 E) 144

12. Ha 18anos Hélio tinha precisamente trés vezes aidade de seu filho. Agora
tem o dolro daidade desse filho. Quantos anos tém Hélio e seu filho?

EUREKA! N°10, 2001
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A) 72anose36 anos. B) 36anose 18 anos. C) 40anos e 20 anos.
D) 50anose25anos. E) 38anosel19anos.

13. Se os nUmeros naturais $0 colocados em colunas, como Se mostra
abaixo, debaixo de que letra aparecera o numero 2017

A B C D E F G H |
1 2 3 4 5
9 8 7 6
10 11 12 13 14
18 17 16 15
19 20 21
A)F B)B c)C D) I E)A

14. O emir Abdel Azir ficou famoso pa varios motivos. Ele teve mais
de 39 filhos, incluindomuitos gémeos. De fato, o historiador Ahmed Aab afirma
num dos us escritos que todos os filhos do emir eram gémeos dupos, exceto
39; todcs eram gémeos triplos, exceto 39; todos eram gémeos quadruplos, exceto
39.0 numero defilhosdo emir &

A) 111 B) 48 C)51 D) 78 E) 75

15. Quatro amigos vao visitar um museu e um deles resolve entrar sem pagar.
Aparece um fiscal que quer saber qual deles entrou sem pagar.

— Eu ndo fui, diz o Benjamim. —Foi o Carlos, diz o Mario.
— Foi o Pedro, diz o Carlos. — O Maério ndo tem razdo, dz o Pedro.

S6 um deles mentiu. Quem ndo pagou a entrada do museu?

A) M&io B) Pedro C) Benjamim D) Carlos
E) ndo é possivel saber, poisfatam dados

16. Em um jogo de duas pessoas, os jogadores tiram, aternadamente, 1,2, 3, 4
ou 5 mlitos de uma pil ha que inicialmente tem 1000 litos. Ganha o jogador que
tirar o dtimo palito da pilha. Quantos palitos o jogador que comecadeve tirar na
suajogadainicial de modoa assegurar suavitoria?

A)l B) 2 C3 D)4 E)5

17. Quantos numeros inteiros e positivos menores do qte 1.000000 existem

cujos cubos terminam em 17?
A) 1.000 B) 10.000 C) 50.000 D) 100.000 E) 500.000

EUREKA! N°10, 2001
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18. Os 61 aprovados em um concurso, cujas rmotas foram todas
distintas, foram distribuidos em duas turmas, de aordo com a nota obtida no
concurso: 0s 31 primeiros foram colocados naturma A e os 30 seguintes na turma
B. As médias das duas turmas no concurso foram cdculadas. Depais, no entanto,
deddiu-se passar 0 Uitimo colocado caturmaA para aturmaB. Com is:

A) A médiadaturma A melhorou, mas adaB piorou.

B) A médiadaturma A piorou, mas adaB melhorou.

C) As médias de ambas as turmas melhoraram.

D) As médias de ambas as turmas pioraram.

E) As médias das turmas podem melhorar ou piorar, dependendo ds notas
dos candidatos.

19. Escrevem-se, em ordem crescente, 0S NUMeros inteiros e positivos que sgjam
muiltiplos de 7 ou ce 8 (ou de anbos), oltendo-se 7, 8, 14,16, ... .O 100° nimero
escrito &

A) 406 B) 376 C) 392 D) 384 E) 400

20. A figura abaixo foi desenhada en cartolina edolrada de modoaformar um
cubo.

‘ ‘ o L]

<4

Qual das aternativas mostra o cuboassm formado?

A) B) C) D) E)

GABARITO

NIVEL 1
)E 6) D 1A 16)D
2)C 7)B 12 A 17D
3B 8) A 13 C 18 C
4)D 9) D 14 C 19 E
5 E 10) A 158 20)B

EUREKA! N°10, 2001



Saiedade Brasileira de Matematica

XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugdes da primeira fase — nivel 2

Vegao problemal7 donivel 1.
Vegao problemall donivel 1.
Vegao problema 10 donivel 1.
Veao problema 15 donivel 1.
Veao problema 18 donivel 1.

aprwNRE

6. No tridngulo ABC representado ao lado, a 8 A
Medida do angulo C é 60° e a bissetriz do

angulo B forma 70° com a dtura relaiva a

vértice A. A medidadoangulo A &

A)50° B)30° C)40° D)8 E)70° c
7. Vegao problema6 donivel 1.

8. Alberto, Beatriz e Carlos correm numa pista circular. Todos sem ao
mesmo tempo e do mesmo lugar, cada um desenvolvendo velocidade cnstante.
Alberto e Beariz correm no mesmo sentido. Correndono sentido oposto, Carlos
encontra Alberto, pela primeira vez, exatamente 90 segundc apds 0 inicio da
corrida e encontra Bedriz exatamente 15 segundcs depois. Quantos sgundcs
S0 necessarios para que Alberto utrapasse Beatriz pela primeira vez?

A) 105 B) 630 C) 900 D) 1.050

E) n&o pode ser determinado

9. DEFG é um quadrado no exterior do pentdgonoregular ABCDE. Quanto
mede o angulo EAF?
A) 9 B) 12° C) 15 D) 18 E) 21°

10. Quantos €0 0s numeros inteiros de 2 algarismos que sdo iguais ao dobro
do produto de seus al garismos?

A)O B)1 C2 D)3 E) 4

11. Vegao problema19 donivel 1.

12. Uma caxa ontém 900 cartdes, numerados de 100 a 999. Retiram-se

EUREKA! N°10, 2001
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a0 a@so (sem reposicdo) catdes da cdxa e anotamos a soma dos us
algarismos. Qual é amenor quantidade de cartbes que devem ser retirados da
caxa, para garantirmos que pelo menos trés destas omas gjam iguais?

A) 51 B) 52 C) 53 D) 54 E) 55

13. Sex ey s80 nUmeros reds positivos, qual dos nimeros a seguir € 0 maior?
3+ 3

A)xy B)C+Y O+ D)Xtyix+y) BT
Xty

14. Na figura, as distdncias entre dais pontos harizontais consecutivos e as
disténcias entre dois pontos verticais consecutivos 80 iguais a 1. A regido
comum ao tridngulo e a quedrado tem area

A) 3 B) 1—5 C) § D) E E) E
10 16 9 12 15
. , : " : a . a+l
15. Sgiam a e b nUmeros reais positivos tais que B< 1. Entdo b_+1
A)éiguala%+1. B)éiguala%. C)émenorque%.

: a .
D) é maior que B masmenor quel. E) podeser maior que 1.
16. Veao problema 16 donivel 1.
17. Quantos sdo os retangulos que tém os portos AeB como vertices, e

Cujos vertices estdo entre os pontos de interse¢® das 9 retas horizontais com as 9
retas verticais dafigura aaixo?

A)3 B) 4 Q)7 D) 2 E)5

EUREKA! N°10, 2001
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18. Vgao problema 14 donivel 1.

19. De Itadmirim a Salvador, pela estrada do Coco, s30 60km. As11 haas,
a 15 km de Salvador, da-se um addente que provoca um engarrafamento, que
cresce a velocidade de 4 km/h, no sentido de Itadmirim. A que horas,
aproximadamente, devemos sair de Itadmirim para cegar a Salvador ao meio-
dia, sabendo que vigiamos a 60 km/h, exceto na zona de engarrafamento, onde a
velocidade é6 km/h?

A) 10h43nin  B) 10h17nin C) 10h48nin D) 10h53nin  E) 11h0imin

20. Colocamos em ordem crescente 0s nUmeros escritos nas casas brancas
dotabuleiro a seguir (estamos mostrando apenas as las quatro primeiras linhas).
Asdm, pa exemplo, o nonondmero da nossa lista €14. Qual é o 2(00° nimero
danossalista?

1
23] 4
5/ 6] 7809
| 10| 11| 12| 13| 14| 15] 16|

A) 3931 B) 3933 C) 3935 D) 3937 E) 3939
GABARITO
NIVEL 2

1HD 6) D 1) E 16) D

2)A 7D 12 C 17E

A 8) B 13 C 18 C

4B 9 A 14D 19 A

5 C 10 B 15D 200D

EUREKA! N°10, 2001
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XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugdes da primeira fase — nivel 3

1. Vegao problemal3 donivel 2.
2. Veao problema9 donivel 2.
3. Veao problema 14 donivel 2.

4. Escrevemos uma lista com todos os nimerosinteiros de 1 a 30, inclusive.
Em seguida, eliminamos alguns destes nimeros de forma que ndo sobrem dois
numeros tais que um sgja o dadoro do outro. Qua € a quantidade maxima de
inteiros que podem permanece nalista?

A) 15 B) 18 C) 19 D) 20 E) 21

5. Vegao problema 15 donivel 2.

6. Seaf umafuncdo red quetem as seguintes propriedades:
i) Paratodosx, yreais, f(x +Yy) = x + f(y);
i) f(0)=2.
Quanto vale f(2000)?
A)O B) 2 C) 1998 D) 2000 E) 2002

7. Ha trés cartas viradas ©obre umamesa. Sabe-se que an cada uma delas et
escrito  um numero inteiro positivo. Sdo dadas a Carlos, Samuel e Tomas as
seguintes informagdes:

i) todos 0s nimeros escritos nas cartas $o diferentes;
i) asomadosnimerosé 13,
iii) osnumeros estdo em ordem crescente, da esquerda para adireita.

Primeiro, Carlos olha o nimero na carta da equerda e dizz “Nao tenho
informagdes asficientes para determinar os outros dois nimeros.” Em seguida,
Tomas olha o nimero na cata da direita e dizz “Ndo tenho informagdes
suficientes para determinar os outros dois numeros.” Por fim, Samuel olha o
nimero na Grta do meio e dizz “Nado tenho informagdes sificientes para
determinar os outros dois numeros.” Sabendo que cala um deles sabe que os
outros dois sdo inteligentes e escuta 0os comentarios dos outros, qual € o nimero
da artado meio?

A) 2 B) 3 C4 D)5
E) N&o hainformagbes auficientes para determinar o nimero.

EUREKA! N°10, 2001
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8. Vegao problema 16 donivel 2.
9. Veao problema12 donivel 2.

10. A notagcd X significa 0 maior inteiro que ndo supera x. Por exemplo,
[3,50= 3 e (b0= 5. O nimero de inteiros positivos X para 0s quais

&%G@%B:mé:

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15

11. Veao problema 20 donivel 2.
12. Vgao problema 18 donivel 1.

13. A figura abaixo mostra o logotipo de uma empresa, formado por
dais circulos concéntricos e por quatro circulos de mesmo raio, cada um deles
tangente a dois dos outros e as dois circulos concéntricos. O raio do circulo
interno mede 1 cm. Entdo oraio docirculo externo devera medir, em cm:

A)24J2 +3 B)J2+2 Q42 +1 D)342 E) V2 +1

14. Veao problema8 donivel 2.
15. Vgao problema 10 donivel 2.

16. Dois nadadores, inicialmente em lados opostos de uma piscina, comegan
simultaneamente anadar um em direc® ao outro. Um deles vai de um lado a
outro da piscina em 45 segundcs e 0 outro em 30 segundcs. Eles nadam de um
lado para outro por 12 minutos, sem perder qualquer tempo res viradas. Quantas
vezes eles passam um pelo ouro (indo nomesmo sentido ou em sentidos opastos)
durante este tempo, contando as vezes em que Se encontram nos extremos da
pisscina.

A) 10 B) 12 C) 15 D) 18 E) 20

17. A somade dois nimeros naturais é 29. O minimo valor para asoma de seus
quadrados €
A) 785 B) 733 C) 647 D) 421 E) 334

18. Vegao problema 1 donivel 2.
19. Vgao problema 17 donivel 2.

EUREKA! N°10, 2001
11
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20. Vgao problema 10 donivel 1.

21. Na figura temos que os tridngulos ABC e A'B’'C’ sdo equiléteros e aregido
destacala éum hexégono regular. A razdo entre aarea da regido destacada ea
areadotriangulo ABC éigua a

A) 1 B)%

22.Vegao problema 14 donivel 1.
23.Vegao problema 19 donivel 2.

24. Seja P(X) = a.zooo)(zooo + alggd(lggg + 3.1998)(1998 + ... + ayx + ap. Entdo asgoo +
1998t Q1996

... tagéigua a
A)w B)w C) P(2000) + P(1998) + ... + P(0)
D) P(0) LP(1) E) P(-1) [P(2)

25. Quantos numeros de trés algarismos (que ndo comecgan com 0) possiem um
algarismo que é ameédia aritmética dos outros dois?

A) 121 B) 117 C) 112 D) 115 E) 105

GABARITO

NIiVEL 3
1) C 6) E 11) D 16) E 21)B
2)A 7)C 12 C 17)D 22)C
3)D 8) D 13 A 18) D 23 A
4) D 9)C 14) B 19 E 24)B
5) D 10 E 15) B 20) A 25 A

EUREKA! N°10, 2001
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XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugbes da segunda fase — nivel 1

PROBLEMA 1:

De quantas maneiras diferentes podemos construir um paraldepipedo wando
exatamente 24 blocos cubicos de medidas 1 x 1 x 1?

Obs: Blocosdedimensdes2 x 3x 4 e 2 x 4 x 3 devem ser consideradosiguais.

PROBLEMA 2:
O retdngulo ao lado esta dividido em 9
guadrados, A, B, C, D, E,F, G, Hel. O b
quadrado A tem lado 1 e o quadrado B tem
lado 9 G
C
Qual éolado doquadrado1? F
A/# H
B E
PROBLEMA 3:

Pintamos de vermelho ouazul 100 pantos em uma reta. Se dois pontos vizinhos
sdo0 vermelhaos, pintamos 0 segmento gue os une de vermelho. Se dois portos
vizinhos €80 azuis, pintamos 0 segmento de aul. Finamente, se dois pontos
vizinhos tém cores distintas, pintamos o segmento de verde. Feito isto, existem
exatamente 20 segmentos verdes. O ponto na ponta esquerda é vermelho.

E possivel determinar com estes dados a cor do paito naponta direita?

Em caso afirmativo, qual a ar deste ponto?

PROBLEMA 4:

Desgjamos escrever os inteiros de 1 a 10 res casas do
desenho ao lado e tal forma que quaisquer quatro nimeros
alinhados aparecem em ordem crescente ou deaescente.

a) Mostre uma maneira de dispor os numeros respeitando
estas condicdes.

b) Quais nimeros podem aparecer nas pontas da estrela?

¢) Quais nimeros podem aparecer nas outras cinco posi coes?

PROBLEMA 5:
Qual é o menor inteiro positivo que é o dobro de um cubo e o quintuplo de um
quadrado?

EUREKA! N°10, 2001
13
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PROBLEMA 6:
Qual é o maior inteiro positivo n tal que os restos das divisdes de 154, 238 e 334
por n sdo iguais?

SOLUCOES DA SEGUNDA FASE - NiVEL 1

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:

Sgam as<bs<c as dimensdes do paraéepipedo. Temos quea,b,cN*e
abc=24. Como abc> aaa - a®< 24, temos a<?2, ousgaa=loua=2.

Se a=1, bc=24. Aspossibilidadesparabecsiob=1ec=24 b=2 ec=12
b=3ec=8 b=4ec=6. Se a=2, bc=12 As possibilidades parab e c com
b>2 sBo b=2ec=6, b=3 e c=4. Asim, ha 6 maneiras de construirmos o
paral el epipedo.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:

O quadrado A medida de lado Icm enquanto que o quadrado B tem medida de
lado 9cm. Dai que as longitudes dos lados dos quadrados restantes s&o:

C =10cm E = 8cm.

F=7cm G =4cm.
D = 14cm. | =18cm.
SOLUCAO DO PROBLEMA 3:

Temos que os Egmentos verdes dividem os portos da reta en conjuntos de
portos com cores iguais, sendo que o primeiro conjunto a esquerda @ntém
portos vermelhos, 0 segundo conjunto contém pontos azuis, o terceiro conjunto
contém portos vermelhaos, e assm por diante. Como h& 20 segmentos verdes,
temos 21 conjuntos de pontos.

Assm, como 0 2P conjunto contém portos vermelhaos, o ponto na ponta direita é
vermelho.

SOLUGAO DO PROBLEMA 4:

1) 1 e 2 ccupam pontas vizinhas. E fécil ver que mlocando o 2nomeio ouem
uma porta"oposta'al o problemando tem solugdo.

EUREKA! N°10, 2001
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2) 9 e 10 ccupam pontas vizinhas. Pelo mesmo radocinio anterior.

3) Umavez que 1 e 2 estéo colocados 0 3 esta no meio, entreo 1e o 2 Observe
gque olocar o 3 em qualquer outra posicdo leva aum absurdo.

4) Umavez que 1, 2e 3 estdo colocados, fica daro que o 4 évizinho ao 3

5) Sel, 2,3 e4jaestdo colocados, 5 pode estar no meio ou em uma ponta, e o
mesmo ocorre @m o 6. (ver figuras) Quando um deles estéd numa ponta, o outro
estanomeio.

6) O 7 estdno meio.

Respostas:

a) Ver figuras

b) 1, 2,9 e 10 olrigatérios mais 5 ou 6.
) 3,4 7, 8 drigatérios mais 5 ou6.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5:

Decomponha N em primos = 2%3%...

Dobro de um cubo quer dizer que todcs os g sdo multiplos de 3 exceto a, que
deixaresto 1 nadivisdo por 3.

Quintuplo de um quadrado qer dizer que todos sdo pares exceto as.

Os menores expoentes posdveis sGo entdo a, = 4; as = 3 € 0S OUtros a; = az =...=
0.

Resposta: N = 2* 5° = 2000.

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:

Dois nimeros deixam o mesmo resto quando divididos por n se e S0 se sua
diferenca é mdiltipla de n. Logo, as diferencas 238 — 154= 84 e 334 — B8 = 96
sdo ambas multi plas de n. Como n € o maior possivel, concluimos que n deve ser
o maior divisor comum de 84 e 96, que €12.

EUREKA! N°10, 2001
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XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugdes da sequnda fase — nivel 2

PROBLEMA 1:
Qual é o menor inteiro positivo que é o dobro de um cubo e o quintuplo de um
quadrado?

PROBLEMA 2:

De quantas maneiras diferentes podemos construir um paraldepipedo wando
exatamente 216 blocos cubicos de medidas 1 x 1 x 1? Obs: Blocos de dimensbes
2x3x36 e 2x 36x 3devem ser consideradosiguais.

PROBLEMA 3: L c
No retdngulo ABCD, E € o ponto médio dolado
BC e F € 0 ponto médio do lado CD. A intersecéo .
O
de DE com FB é G. O angulo EAF mede 20°.
O
Quanto vale o angulo EGB? A B
PROBLEMA 4:
O retdngulo ao lado estd dividido em 9
quadrados, A, B, C, D, E, F, G, H el. O quadrado b
Atemlado 1.
G
Qual éolado doquadrado? c
F
A/' H
B E
PROBLEMA 5:
Listamososinteiros de 1 an. Destalista gpagamos o inteiro m. A médiadosn —1
. 134

numeros restantes é T Determinenem.

PROBLEMA 6:

O campeonato Venusiano de futebol é disputado por 10 times, em dais turnos.
Em cada turno cada equipe joga uma vez contra cada uma das outras. Suponha
gue o Vulcano FC venca todas as partidas do 1. turno. Caso néo vencao 2.
turno, o VulcanoFC jogaraumafinal contrao vencedor do 2. turno, raqual tera
vantagem caso facamais portos que o adversario durante todo o campeonato
(vitériavale 3 pantos, empate vale 1 panto e derrota O pantos).
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a) Determine 0 menor n tal que, se 0 Vulcano FC fizer exatamente n pontos no
segundoturno, garantira pelo menos a vantagem na fina (independente de mntra
gquem e @m que placares conquiste os n pontos).
b) Determine o menor n tal que, se o Vulcano FC fizer pelo menos n pontos no
segundoturno, garantira pelo menos a vantagem na fina (independente de mntra
gquem e @m que placares conquiste os n pontos).

SOLUCOES DA SEGUNDA FASE - NiVEL 2

SOLUCl:\O DO PROBLEMA 1: Vegaasolucdo doproblema5 donivel 1.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:

Sgjam a<hb<c as medidas do paraelepipedo. Temos entdo que a, b e ¢ sdo
inteiros positivos e abc=216. Como alblc>alald - a<6 e a|216 temos
a=1 a=2,a=3 a=4oua=6. Se a=1, temos b[t=216 As posshilidades
neste aso S50 b=1ec=216 b=2ec=108 b=3 ec=72,b=4e c=54
b=6ec=36b=8ec=27 b=9ec=24 b=12ec=18 Se a=2,  temos
b[¢=108 com b>2. Temos entéo as possibilidades
b=2ec=54b=3ec=36 b=4ec=27 b=6ec=18 b=9 ec=12

Se a=3 temos blt=72com b=3 Temos entdo as possibilidades
b=3 ec=24b=4ec=18 b=6ec=12 b=8ec=9. Se a=6, a Unica
solucdo é b=c=6. Temos, assim, 19maneiras de mnstruirmos o paral el epipedo.
Observacgdo: pode-se verificar que 0 nimero de solugbes de b.c = r, com

b < cnaturais, é E"ﬂg once [x] denota o menor ndmero inteiro maior ou igual
2

o (216)0_

g2 g°

1=5solugdes (descontamos

a x e d(n) é o nimero de divisores de n. Assim, b[&=216tem

rd (L08)0

g2 H

U a solucio b=1e c=108); b&=72 com b>3 tem W(72)0_,_
aq G ) 52 R 2=4

solugdes;, b[t=108 com b=>2 tem

solugbes (eliminamos b=5ec=72eb=2e c=36); blt=54 com b=4
tem 0d4(G4)0_,_, solugio (eliminamos b=1, b=2eb=3)e bt=36
H2 H

rd(36)0 A (ol o _
com b=6 tem -4 =1 solucdo (eliminaseb =1, 2 ,30u4).
Hz2 H
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3:
S ¢ l)F;\D:FIgC:x 0 x+y=70°
$ . DE AB=EDC=y
X0 x DEC:sg—_(zjg:gm 6 =20°
A B
SOLUCAO DO PROBLEMA 4:

SgaxoladodeB. Oladode C =x-1, D=x+5 E=x-1, F=x-2,
G=4,H=2x-3,I = x+ 9(=D + G) mastambém é 3x — 9(=F + H - G). Assim
X+9=3x—9ex=9.Assm, oladodel €18.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5:

A média aitméticadosinteirosde 1 an é (n + 1)/2. Quando se gaga um destes
ndmeros, a menor média possivel € ados nimerosdela(n—1),que én/2,e a
maior € a dos nimeros de 2 a n, que é n/2 +1. Logo, devese ter
Ne1p2 N iq0quefomecerr ? <n<24? e portanto, n éigua a 23 ou
2 11 2 11 11

24. Mas a média dos numeros restantes € uma fragé de denominador 11. Logo,
a quantidade de numeros que restam no quadro deve ser multiplade 11. Portanto,
n sb pade ser igua a 23. Finalmente, a soma dos ndmeros que restam é 22 x 12
2/11 = 268A soma dos nimeros de 1 a 23 é 23 x 12 = 276. Logo, 0 ndmero
apagado foi m= 276 — 2@ = 8.

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:

No pior caso, 0 2. colocado do 1°. turnofaz 24 pontos no L. turno. Se o Vulcano
FC fizer 23 pontos no 2°. turno, ele ganhard 7 jogos e empatard 2, e o 2.
colocado no 1°. turno chegard a um méximo de 25 poros (pois N0 Maximo
empatara com o0 Vulcano FC) no segundo turno. Assim, o Vulcano FC tera
vantagem na dedsdo, nesse caso. Note que se 0 Vulcano FC fizer 24 paitos no
2°. turno perdendo parao 2. colocado do . turno, este poce fazer 27 pantos no
2°. turno e ganhar a vantagem para adecisdo. Se o Vulcano FC fizer 22 patos ou
menos e 0 Klingon FC tiver feito 24 pontos no 10. turno podera fazer 27 pantos
no 20.turno, somando 51 ntos, mais que 0s 49 (ou menos) portos do Vulcano
FC. Assm, a resposta da segunda pergunta é n = 25, enquanto a resposta da 1°,
pergunta én = 23.
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XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugbes da sequnda fase — nivel 3

PROBLEMA 1: Vegjao problema 1 do rivel 2.
PROBLEMA 2: VVeja o problema 4 do rivel 2.

PROBLEMA 3:
O trapézio ABCD tem bases AB e CD. O lado DA mede x e 0 lado BC mede 2x. A

O m] O
somados angulos DAB e ABC é12(f. Determine o angulo DAB.

PROBLEMA 4: Vglao problema 6 do rivel 2.

PROBLEMA 5:

O nlmero \/1+i2+i2+\/1+i2+i2+...+\/1+ 1 + 12 é racional;
1 2 22 3 2000 200F

escreva-o raforma 2 ,peqinteros.
q

PROBLEMA 6:

Para detuar um sorteio entre os n alunos de uma escola (n > 1) se adota 0
seguinte procedimento. Os alunos s0 colocados em roda e iniciase uma
contagem da forma"um, DOIS, um, DOIS,...". Cadavez que se diz DOIS 0 aluno
correspondente €eliminado e sai da roda. A contagem prossegue &é que sobre
um Unico aluno, qte é o escolhido.

a) Para que valores de n o aluno escolhido € ajuele por quem comeQu o
sorteio?

b) Se h4 192 aluncs na roda inicial, qual é aposi¢cédo na roda do auno
escolhido?

SOLUGOES DA SEGUNDA FASE - NiVEL 3

SOLUGAO DO PROBLEMA 1: Veja a solucdo do problema 1 do rivel 2.
SOLUCAO DO PROBLEMA 2: V &ja a solucéo do problema 4 do rivel 2.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:

Tracemos DM // BC (vide figura &aixo). Como JAMD = JABC e DDAM
+ JAMD = [ODAM + JABC = 120° tem-se que LJADM = 60°. Como AD =
x e BC = 2%, sendo P o porto médio de DM, entdo, AD = DP = x e ADP é
um tridngulo equil&ero, isto é AP = x. Portanto APM é um tridngulo
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isoscdes com [OPAM = JAMP e cwmo [ODPA é um angulo externo do
triangulo APM temos 60° = [IDPA = JPAM + JAMP = 2. JAMP = 2.
UOABC. Portanto, HABC =30° e ILDAB =120 —JABC = 90°.

D C

SOLUGAO DO PROBLEMA 4: VVeja a solugdo doproblema 6 do rivel 2.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5:
2000 1 _Ja*+2a’+3a*+2a+1l
S= Z 1+— 2 2 2 2
a (a 1) & a’(a+1)

2000 2000
a? +a+l1_ 1
=y & rari. BL+ H
=1 a’+a regll a’+al

=2000+ 2§OB——LH= 2000+ BL—EH+ BE—EH#.& BL—L

S0a a+lQ 20 2 30 2000 2001C

=2000+1- L. 2000+ 2000
2001 2001

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:

a) Para que o primeiro dafila sgja 0 escolhido é preciso, antes de mais nada, que
haja um nimero par de alunos (caso contr&rio, ele serd eliminado quando
comeca a segunda rodada). Mais predsamente, o primeiro dafila € o escolhido
se esO se, a @ada rodada, a fila tem um ndimero par de dunos. Portanto, o
primeiro dafila éescolhido se esd se 0 nimero de dunos € umapoténcia de 2.

b) Como 192= 2° . 3, nas primeiras 6 rodadas a fila tem um nimero par de
alunos. Apés estas 6 rodadas, afila se reduz a trés adunos e éfécil verificar que o
escolhido € o terceiro deles. Resta, portanto, determinar quem sdo os alunos que
restam ap6s as primeiras 6 rodadas. Na primeirarodada, sobrevivem 1, 3,5, 7, ...,
191. De um modo geral, sobrevivem a rodada de ordem n (n = 1, 2, ...,6) 0s
numeros daforma 2" . k + 1. Portanto, apds 6 rodadas os sobreviventes sfo 1, @
e 129e o0 aunoescolhido éo de numero 129.
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XXIl OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solugdes da terceira fase — nivel 1

PROBLEMA 1:

Paulo tem trés dados comuns idénticos nos quais a soma dos ndmeros em duas
faces opostas € sempre igual a 7. Ele cola os dados, de modo que cada par de
faces coladas tenha 0 mesmo nimero, e depois 0s coloca sobre uma mesa nao
transparente, conforme indica a figura. A soma dos ndmeros em todas as onze
faces visivels € 36. Qual é asoma dos nimeros das trés faces que etéo em
contato com amesa?

PROBLEMA 2:

Um tridngulo equilétero pode ser recortado em tridngul os equildteros menores. A
figura éaixo mostra como recortar um tridngulo equildero em 7 tridngulos

equilaeros. Mostre como recortar um tridngulo equildtero em 20 tridngulos
equil&teros menores.

PROBLEMA 3:

Isabel tem dois baralhos, cada um com 50 cartas. Em cada um daos baralhos estéo
escritos os numeros de 1 a 100 (em cada arta estéo escritos dois ndmeros, um em
cadaface da cata). Por um defeito de fabricagéo, a distribuicdo dos nimeros nas
catas ndo é amesma nhos dais baralhos (por exemplo, em um dos baralhos o 1
aparecenamesma catado 2, no aitro, 01 aparece om o 76).

Mostre como Isabel deve fazer para que, ao colocar as 100 catas obre uma
mesa, as faces voltadas para dma mostrem todcs os nimeros de 1 a 100.

PROBLEMA 4:
Considere aseguintetabela x 5, preenchida com os nimeros de 1 a 25.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25
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Em cada fileira horizontal e en cada fileira vertical, trocamos o sina de 2
ndmeros, de forma que, em cadafileira horizontal e en cadafileira vertical, hga
3 numeros pasitivos e 2 nimeros negativos. Somamos, entdo, todos os nimeros
databela. Calcule os possiveis valores dessa soma.

SOLUGOES DA TERCEIRA FASE - NIVEL 1
PROBLEMA 1: Veja asolugdo do problema 1 do rivel 2.
PROBLEMA 2: SOLUQI\O DE BARBARA ARABE SARAIVA (SANTOS - SP)

Esta éumaforma de dividir um tridngulo equil&ero
em 20 triéngul os equilateros menores.
Dividindoo maior tridngulo em 4 partes (tridngulos

A equiléteros menores), dois de esses quatro menores
tridngulos em nove outros menores tridngulos
A/ equilateros, obteremos 20 tridngul os equil &eros:

2 maiores e 18 menores.
PROBLEMA 3: Veja asolugéo do problema 2 do rivel 2.

PROBLEMA 4: SOLUCAO DA BANCA
Escrevemos 0s nimeros da tabela na seguinte forma:

0+1 0+2 0+3 0+4 0+5
5+1 5+2 5+3 5+4 5+5
10+1 | 10+2 | 10+3 | 10+4 | 10+5
15+1 | 15+2 | 15+3 | 15+4 | 15+5
20+1 | 20+2 | 20+3 | 20+4 | 20+5

Cadanumero édaforma 5a+b,com 0<a<4el<b<bs.

Depais de trocar de sina temos que em cada linha h& dois nimeros negativos, se
em cada linha fazemos a soma sO das partes + 5atemos que a soma dessa linha €
5a(ja que ha trés 5ae dois —5a) e asoma de todas as linhas considerando
somente os numeros 0 +5 +10 + 15+ 20 = 50.

Agora @mnsideremos os nimeros +b. Em cada mluna h& dois nimeros b que
trocaram de sinal e trés que ndo, patanto a soma dos ndmeros dessa wluna éb e
a soma das colunas considerando somente & partes +b, & 1+2+3+4+5=
15.Logo asomatotal é sempre 65.
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XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e soluges da terceira fase — nivel 2

PROBLEMA 1: Vejao problemal do rivel 1.

PROBLEMA 2:

Isabel tem dois baralhos, cada um com 50 cartas. Em cada um daos baralhos estéo
escritos os numeros de 1 a 100 (em cada arta estéo escritos dois ndmeros, um em
cadaface da cata). Por um defeito de fabricagéo, a distribuicdo dos nimeros nas
catas ndo é amesma nhos dais baralhos (por exemplo, em um dos baralhos o 1
aparecenamesma catado 2, no aitro, 01 aparece om o 76).

Mostre como Isabel deve fazer para que, ao colocar as 100 catas ©bre uma
mesa, as faces voltadas para dma mostrem todcs os nimeros de 1 a 100.

PROBLEMA 3:

Em uma folha de papel aretar passa pelo canto A dafolha eforma um angulo a
com a borda horizontal, como na figura 1. Para dividir este &gulo a em trés
partesiguais, executaremos as fguintes construcoes:

a) inicialmente, marcamos dois pontos B e C sobre abardavertical de modo que
AB=BC; pelo ponto B tracamos areta s paralela aborda (figura 2);

b) aseguir, dolramos o papel, gjustando-o de modo gue o porto C coincida mm
um porto C' sobre aretar e o ponto A coincida com um pornto A' sobre areta s
(figura 3); chamamos de B’ o porto com o qual B coincide.

Mostre que as retas AA e AB' dividem o angulo a em trés partesiguais.

c
Cy4 Cs ) B’
Bl /S A~V
a (6f o
A A A
Figua 1 Figua?2 Figua3

EROBLEMA 4:

E possivel encontrar duas poténcias de 2, dstintas e ®wm 0 mesmo nimero de
algarismos, tais que uma possa ser obtida dravés de uma reordenacéo dcs digitos
daoutra?
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SOLUGOES DA TERCEIRA FASE - NIVEL 2

PROBLEMA 1: SOLUGAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ)

Sejam a e b os numeros das faces coladas. Como a é o nimero da face opasta a
facede b, nodado central, temosquea+b=7.

A soma dos nimeros das faces de cada dado é 21, entdo a soma dos numeros das
faces de todos os dados é 63, mas a soma das faces coladas €2 (a+ b) = 14,e a
soma das faces visiveis é 36, temos, entdo, que asoma de nimeros das faces em
contato comamesa € 63 —36— 14=13. Resposta: asoma é13.

PROBLEMA 2: SOLUQI\O DE VITOR GABRIEL KLEINE (MOGI DAS CRUZES - SP)

Podemos fazer iss pegando qualquer carta de qualquer baralho, colocando sobre
amesa evendo seu verso. Depois disso procuramos a crta de mesmo ndmero do
verso (procurando no aitro beralho, ja que foi usada no pimeiro baraho).
Fazemos com esta carta 0 mesmo gue foi feito com a primeira arta. Continua-se
a fazer isso até fechar um ciclo (um mesmo ndmero que ja saiu em um baraho
sair no autro). Exemplo:

baralho: 1 2 1 2
X y z w Ciclo fechado.
Verso: y z w X

Quando um ciclo for fechado pega-se outra crta e comega um novo ciclo.
Fazendoisso até o final das cartas as faces voltadas para cima mostrardo todos os
ndmeros de 1 a100.

PROBLEMA 3: Veja solucéo do problema 1l do rivel 3.

PROBLEMA 4: SOLUCi\O DE SAMUEL BARBOSA FEITOSA (FORTALEZA - CE)

Sgam A=2" e A'=2" onck A" é uma reordenac® dos digitos de A, suporha
sem perda de generdidade que A> A, dai A é um mdltiplo de A' pois possui 0s
mesmos fatores primos. Entdo temos que A= AR, onde k(OZ, k>1(pois caso

~

ndo fosed A'=A, o gue seriaum absurdo, pis A e A' so dgtintos.) e k € uma
poaténcia de dois, pds A sO possui fatores primos iguais a 2, da
k=2480 A=2A" ou A=4A ou A=8A.

Como a soma de seus digitos € a mesma, A e A’ deixam o mesmo resto (mod 9 e
sua diferenca édivisivel por 9, mas A —A' s6 pock se: A, 3A, 7A', onde nenhuma
desas diferencas é divisivel por 9. Dai ndo existem tais nimeros. Nenhum nimero
€ divisivel por 9, pois cada um desses nimeros ndo posali pelo menos dois
fatores primosiguaisa 3.
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XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas e solugdes da terceira fase — nivel 3

PROBLEMA 1: Vejao problema 3 donivel 2.

PROBLEMA 2:
Seja o(n) a soma de todos os divisores positivos de n, onde n é um inteiro

positivo (por exemplo, 0(6) =12 e o(11) =12). Dizemos que n € quase perfeito
se o(n) =2n-1(por exemplo, 4¢é quase perfeito, pois o(4) =7). Sggam nmodk

o resto dadivisdo den por ke s(n) = ;nmodk(por exemplo: s(6) =0+0+ 0+

2+1+0=3eg(11)=0+1+2+3+1+5+4+3+2+1+0=22).
Prove que n équaseerfeitose,esomentee,s(n) =s(n—1).

PROBLEMA 3:
Sejaf umafuncdo definida nosinteiros positivos da seguinte forma:

Dado n, escrevemos n=2%[(2b+1), com a e b inteiros e definimos
f(nn=a’+a+1.
Determine o menor inteiro positivontal que f (1) + f(2) +...+ f(n) 2123456

PROBLEMA 4:

A avenida Providéncia tem infinitos sméforos igualmente espacados e
sincronizados.

A distancia entre dois sméaforos conseautivos é de 1.500m. Os eméforos ficam
abertos por 1 min 30s, depois fechados por 1 min, depois abertos por 1 min 3G e
assm sucess vamente.

Suponta gue um carro trafegue @mm velocidade cnstante igual av, em m's, pela
avenida Providéncia.

Para quais valores de v é possivel que o carro pase por uma quantidade
arbitrariamente grande de semaforos ssm parar em qualquer um deles?

PROBLEMA 5:

Sega X 0 conjunto de todas as quéncias a=(a;,a,,...,8,0) (&S que
a, {012} se 1<i<1000 e a {0} se 1001<i<200Q Dados a e b em X,
definimos a distancia d(a,b) entre ae b como sendo o nimero de valores de i,
1<i<200Q tais que a; #b,. Determine o nimero de fungdes f: X - X que
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preservam distancia, isto €, tais que d(f (a), f (b)) =d(a,b), paraquaisquer a e
b emX

PROBLEMA 6:

Sgja C um cubo e madeira. Para cala um dos 28 pares de vértices de C cortamos
0 cubo C pelo plano mediador dos dais vértices do par. Em quantos pedaqos fica
dividido ocubo?

Nota: Dados dois pontos A e B no espag, o plano mediador de A e B € o
conjunto dos pontos do espaco cujas distncias a A e B sdo iguais. Em outras
palavras. € o plano perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto médio de
AB.

SOLUGOES DA TERCEIRA FASE - NIVEL 3

PROBLEMA 1: SOLUGAO DE MARTHA P. ARAUJO DE MORAES (FORTALEZA - CE)

Veaque AP= AP, entio AAAP éisdscees. S§a PAA=qa entdo
AAB=a(BA/l AP).
Note que AAPX =AA'PX,

Dai:
XAP = XA'P
a + XAA'= 20
XAA'=a
Agoraohserve que:

BAX =90-2a — BXA=2qa
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BAX =90-2a - B'XA'=2a
Donde segue que os pontos A, X, B' sdo colineaes. Como CB=C'B', AB= A'B'
e CB= AB,temosque C'B'=A'B'.
Entdo AB' é mediana eadturado AC'AA, sendo, conseqlientemente, bissetriz do

AC' AA. Dai: C'AB'= B'AA'= PAA=aq.

PROBLEMA 2: SOLU(,‘AO DE FABRICIO SIQUEIRA BENEVIDES (FORTALEZA - CE)
Fixen. Sga a, =nmodi e b. = (n—21) modi

Temos s(n)=) a es(n-1)=) b

Vega que se d|n, par definicéo, ay =0, e que
n=0(modd)J n-1=-1(modd) [ by, =d -1
(jaque O<by <d -1)(inclusivesed = 1)
Alémdisosetin,a >0e éfacil verque b, =a, - 1.
Sendoassm:
n-1

=D = Fa=3h = 52,4y 2 =30+ 3 = Y 2)=

1=1
d#n

:%(at -b) - ;(d —1)=%1

d#n
Segjaf(n) o nimero de divisores de n. Temos:

S@-)=Y1-Yd-Y1=S1= (@) -n) - (f()-D=n-f () = o) -n~f(n) +1=
din tin din din tjn
d#n d#n d#n

=n-f(n) = o(n)=2n-1
Demodo qte s(n) =s(n-1) = a(n)=2n-1.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DE ULISSES MEDEIROS DE ALBUQUERQUE (FORTALEZA - CE)

Considere & representaces bindrias dos ndmeros, ex: 17 = (10001); 24 =
(110m) e 5= (101)
Sga n na base 2 igud a (..&..8;a,8,8,), onck a =0 ou a =10i0Z, se

2)>n0 a; =0.
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n=2%[{2b+1) - a é aquantidade de zeros a direita na sua representacdo
bindria. Exemplo:

aparao 24é3,jda=0 parao 17 e 0 5. 1sto vem exatamente do que significa a
representacé de um numero em uma dada base. (*)

SgaS =f()+f(2)+f(Q) +..+ f(2)
Como a sO depende da quantidade de zeros no fina (*), temos que se
2/ >n, n=1entdo f(2' +n)= f(n),pois terdo a mesma quantidade de zeros &

direitanabase 2.
Assm,
S =fM+fQ+. Q-+ F@N+FQT+D+ T +2) +...+ F(29)

S =(F@+ F(Q +..t F (2 =D+ FRD) +(F @)+ F(Q +...+ F(2F-D) + £(2¥)

S =(Sea) + (S — F(2) + £(29)

S, =S+ Ser + |- (k=12 = (k=1 -]+ [k® + k +1]

S =205, + 2Lk

S =2[S; +k).

Primeiros Ss:

9=1,5=4,5=12 $=30, $,= 68,5 = 146 S= 304, S,= 622, 5= 1260, S, =
2538,

Si0=5096,S;,= 10214, S,= 204%, S;5= 40930,S,,= 81888, S;5= 163806

Sga gn)=f@Q)+ f(2)+...+ f(n), provaremos que g(n)=+§ai (5, once

N=(.a;..858,8;2,a).

Sgaj omaior possivel tal que a; =1. n=2' +a,, 2™ +.. +a [2+a, 2°

g =(FQ+fQ+.+F@)+(f(2 +D+ (2 ++..+1(2 +a_, @™ +.37))
g =(S)+fM+f(Q+..+ f(a, @7 +..+a,)

De modoanalogo, tomamos o maior j,, tal que j > j, e a; =1.

g =S, +(f{Q+F(Q+f@+.+F(22)+(F2P +D+..+ (2 +a_, 27"+ +ay))
g =S, +(S)+(fM+ f(Q+..+ f(a, 4, R +..+a,))

De maneira andl oga, fazemos (vamos baixando) paratodos os ays= 1.
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Como a, =1ou a =0, pocemos escrever g(n) = Zai (5

Paratermos o menor n, tal que g(n) >12345€

Temos que mnseguir umasomade S, 2123456 com os menores k's possvels,
poisisto se refletira em (..a;..a,8,8,) COM 0S menores i's possiveis. Mas isto é

uma tarefa fadl se tomarmos os S's calculados na pagina anterior e também
sabendo que:

S, >208,,>S,+25 5.5, +S,, +S s +..+ S,

Dai, temos que asoma procurada é

S, +S5+S, +S, +S, =81888+ 40930+ 622+ 12+ 4 =123445¢
Assm, omenor nta que g(n) >12345€é (11000®M100010),

n=2"+21% 4+ 27 +22 + 2! =16384+8192+128+ 4 + 2
n=24710
O menor inteiro positivo tal que f (1) +...+ f(n) >12345¢€é 24710.

PROBLEMA 4: SOLUGAO DA BANCA

Suponta que notempo O s sinais & abram e que o carro passe pela primeira vez
por um sina no tempo t, =0(mediremos o tempo sempre an segundcs). Os

sinais estardo abertos entre os tempos 15k e 150k + 90 e fedhados entre os

tempos 150k + 90 e 150(k + 1), paratodointeiro k. O carro passard pelos sinais

nos tempos t, +i00r, para todo inteiro ndo negativor . Assm, a mnd¢ao
Vv

necess&ria e suficiente para que o carro encontre sempre o sina aberto é que

t

ﬁfgr sgja igua a um inteiro mais um namero entre O e g para todo r
v

inteiro. s € daramente possivel se 10 é inteiro (com qualquer t, entre O e 90)
v
ese 10 € ametade de um inteiro impar (com qualquer t, entre0 e 15).
Vv

Vamos mostrar que eses $0 0s UNicos Casos Passives.

EUREKA! N°10, 2001
29



Saiedade Brasileira de Matematica

N 10r , . —_ . .
Primeiro mostraremos que — éigua a um inteiro mais um ndmero pertencente
Y
a Ebé% para algum ro. sga £)=j+a,com j inteiro e aD[O,l). Se
v

O<a <§,tomamos r, =1.

Se%<a<g,26¥ =1+, com 0<ﬁ<%,etomamos rp=2.

Se g<a<],tomamos B=1-a e k inteiro ta que kB <l<(k+1)B. Como

B <§,temos k3 >g, e podemos tomar r, = k.

Se % <a< % temos g < g < 2a <1, e podemos proceder como nocaso anterior,

tomando B =1-2aer, = 2k.
Para finalizar, vamos mostrar que, nesses casos, existe k inteiro pasitivo tal que

t . L .
—°+£)k €igual aum inteiro mais um elemento de Bgla
150 v ® O

De fato, existe m inteiro tal que E)r0=m+B,com O<B<§,e istem £ e j
v
. - to - to
inteiroscom — +/B< j<s—+ (¢ +1)3, dondce
150 F<] 150( )P
t . 3
O+ =im+—2+/B=(/m+ j-1)+y, onde =<1-B<y<l.
VRL 150 B=(m+j-D)+y = B<y
Asdm as possiveis velocidades 0 v=2—kom/s, paracadainteiro pasitivo k.

PROBLEMA 5: SOLUGCAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SAO PAULO - SP)

Vamos observar um caso particular primeiro:
Sabemos que:

d(f(0,0,0,...0), f(1,0,0,...0)) =1

e d(f(10,0,...0), f(2,0,00,...0)) =1

e d(f(20,0,...0), f(0,0,0,...0)) =1

Sga A= f(00.,...0),B = f(100....0)
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e C=1(20,0,..0)

A=(ay,az,...,82000) € B=(by,b;,....05000) € C=(C1,C;.-...C2000)

Deve eistir umtnico i, UN e 1<i, £200Q ta que:

a, # b, vamos provar que i; <1000

Deve existir um Unico i," tal que b.#c . e se fosse iy #i,' teriamos que
d(A,C) =2,um absurdo,logo i; =i;"

Logo temos:

A=(ndy )

B=(..b,,.)emomoa #b #c #a_ logo i, <1000
Vamos provar que se:

Xo = £(0,8,",83",-185000') = (Xq, X211 X0000) ENEO X; =3 .
Supontamos por absurdo que x; # @, (por sSmetria, consideramos X, =b, )

Se d(Ax,)=m, entdo d(B;x,)=m+1 pas B=f(10000,..0e
A=1(0,00,..0) X, =Tf(0,a,",a;",....a,) mMas d(B,x,)=m-1 (pos
X, =b;, ) que eumabsurdo,logo X, =a;

Analogamente verificamos que se

X = f@b,"05" ... bx000") = (Vir Y2 Yaooo) ENMED Y, =Dy

Vamos generali zar o argumento (n6s  fizemos parao 1°. termo):

Teorema 1 Sga

A =1(00,...0,0,...)= (a,,8,,---18,000)

B, = 1(0,0,...10,...)= (b, b,,....0,000)

C, = 1(0,0....2,0,...0) =(c,,C,,..-,Cr000)

once t <£1000:e dteramos apenas o t-ésimo termo no daninio.
Entéo se X'= f (X1 %000) = (Y15 Y21-+1Y2000)

Y, =&, sex =0(oncei éposicép que mudade A para By)

y, =b, sex =1

Y, =C, sex =2

Demonstracgdo: Andloga a aterior (basta trocar algumas variaveis e wpiar a
demonstragdo acima).
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E claro que iy,iy,...,i;00 S0 todos distintos. Na verdade (iy,...,ij0) € UMa
permutacé de (1,2,...1000.
Consideramos agora as seguintes 2000uplas.

A; = (00,...0)=(a,,ay,..-35000)
B; = (0,0,...10,0,0,...0) = (by,...,b,090) ONCe j >1000e mlocamoso 1 ra
j-ésima posi¢én.

Sabemosque d(A;,B;) =10 [T ON tal que:

a, #Zb, e esset élnico!

E claro que t >1000(pois ® fosset < 1000, existiria w<1000 talquei,, =t, um
absurdo, pis o valor de posicdo w, da imagem é determinado exclusivamente

pelo valor da posicdo w da 2000-upla do daminio da fungéo t (devido ao teorema
1).

Vamos chamar esset de i ¥ assim como fizemos anteriormente.

Sga X'= f (X}, X; 1 Xz000) = (Yar-3Y] 1+ Y2000)
De forma semel hante & anterior, mostramos que:
Yi =& SeX; =0

Yi :biJ sex; =1

Para contar 0 nimero de funcbes f: X - X, basta contar o nimero de
permutagdes de {12,...100¢@ vezes 0 nimero de permutagdes de
{1001...2000Q x (3)°P x (2)1° que é 1000%x1000x12'°° pos para
determinarmos umafungéo f : X - X bastaescolher:

(i1,--+1 2000) qUe € uma permutagdo de (1,2,...1000 € (iygg1,---1in000) QUE € UMA
permutacd® de (1001...2000 e ecolher os valores apropriados de
(a .b, ,c; ), para 1<t<1000(1000 permutagdes de {0,1L2) e de (a; ,b, ), para
1001<t <2000(1000permutagdes de {0, 1}).

EUREKA! N°10, 2001
32



Saiedade Brasileira de Matematica

PROBLEMA 6: SOLUGAO DE CHRISTIAN WATANABE (ITAGUAI - RJ)

Plano mediador de dois vértices adjacentes (PMVA).

Existem 12 arestas, logo sdo 12 pares de veértices
adjacentes, mas 4 pares possuem 0 mesmo plano
mediador. Portanto sdo 12 : 4 = 3 planos.

Plano mediador de dois vértices opostos de uma
face(PMVOF).

Plano mediador de dois vértices opostos (PMVO).

Repare que todos os planos mediadores juntos determina en cadaface aseguinte

figura

Lw PMVO

PMVA

EUREKA! N°10, 2001

PMVOF

Como o centro do cubo € interse¢é de
todos 0os PMs e todas as intersecdes
entre retas da figura @ lado sdo
extremidades das intersegies entre PMs,
ao ligarmos as intersegdes entre PMs,
teremos vérias pirdmides cujo vértice
comum é o centro docuboe & bases $0
ostridngulos daface Como sdo 16x 6=
96 triangulos no total, o cubo fica
divididoem 96 prémides.
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XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Resultado - nivel 1 (5. e 62, séries)

NOME CIDADE — ESTADO PREMIO
Maricy Miki Hisamoto Séo Paulo — SP QOuro
Yuriy Thallickson Bincovsky Curitiba — PR Ouro
Guilherme Rohden Echelmeier Itajai — SC Ouro
Gabriel Tavares Bujokas Sé&o Paulo — SP Ouro
Heitor Silva Lima Lacerda Fortaleza — CE Ouro
Camila Santos Costa Salvador — BA Prata
Thomés Yoiti Sasaki Hoshina Rio de Janeiro — RJ Prata
Julia Ribeiro Lamardo S&o Paulo — SP Prata
Augusto Ossamu Shitani Sé&o Paulo — SP Prata
Thiago de Paula Garcia Caixeta Colatina — ES Prata
Vitor Rezende Faria Goiania - GO Prata
Vitor Humia Fontoura Salvador — BA Prata
Adriano Jorge Braun Vieira Neto Fortaleza — CE Prata
Mariana de Camargo Penteado Sé&o Paulo — SP Prata
Luiz Miiller Vitéria — ES Prata
Floris Uyttenhove Vitéria— ES Bronze
Raul Maximo Alexandrino Nogueira Fortaleza — CE Bronze
Rud& Moreira de Lima e Silva Unai — MG Bronze
Fabio Eigi Imada S.J. dos Campos — SP Bronze
Blandina Lavor Barbosa Bezerra Vila Velha — ES Bronze
Felipe Sanches Varroni Sé&o Paulo — SP Bronze
Nicoli Gavassa S&o Paulo — SP Bronze
Rafael Fonseca de Campos Atibaia — SP Bronze
Bruna Aguilar Trotta Belo Horizonte — MG Bronze
Daniel Folador Rossi Sé&o Mateus — ES Bronze
Max Douglas Peixoto da Silva Fortaleza — CE Bronze
Tiago Abreu Tavares de Sousa Campina Grande — PB Bronze
Paulo André Carvalho de Melo Rio de Janeiro — RJ Bronze
Eduardo Martins de Figueiredo Vitéria — ES Bronze
Jodo Marcos Nobuo Umetsu Hansen Jundiai — SP Bronze
Gabriel Salvagno Jundiai — SP Bronze
Adalberto Delgado Neto Fortaleza — CE Bronze
Gilberto Margues Arsiolli Trés Lagoas — MS Bronze
Felipe Leon Peres Camargo Shalders Vitéria— ES Bronze

Martin Alexander Barrios Gundelach

Rio de Janeiro — RJ

Mencgéo Honrosa

Louise Nagashima Omi

S&o Paulo — SP

Mencgéo Honrosa

Edipo Martins Sipoli Curitiba — PR Mencgéo Honrosa
André Ikeda Cantéo Curitiba — PR Mencéo Honrosa
Paulo Henrique Macera S.J. dos Campos — SP Mencéo Honrosa
Lucas de Barros Navarro Salvador — BA Mencéo Honrosa
Ana Paula Seno Pinheiro Ourinhos — SP Mencgéo Honrosa

Eduardo Fischer

Encantado — RS

Mencgéo Honrosa

Germano Bezerra de Menezes Pinho

Fortaleza — CE

Mencgéo Honrosa

Wagner Silveira Aniceto

Campo Grande — MS

Meng¢do Honrosa

Gabryel Melo Lutz

Goiania — GO

Meng¢do Honrosa

Diego Frade Bernardes

Fortaleza — CE

Meng¢do Honrosa

Atila Pereira Ricarte

Fortaleza — CE

Mencgéo Honrosa

Frederico de Souza Frydman

Salvador — BA

Mencgéo Honrosa

Pedro Thiago Ezequiel de Andrade

Fortaleza — CE

Mencgéo Honrosa

Hugo Siqueira Robert Pinto

Fortaleza — CE

Meng¢do Honrosa

Béarbara Gomes Arabe Saraiva

Santos — SP

Meng¢do Honrosa

Domingos Gomes de Aguiar Neto

Fortaleza — CE

Meng¢do Honrosa

Fernanda Mary Sonoki

S&o Paulo — SP

Mencgéo Honrosa

Carolina Lisboa Borgo

Montanha — ES

Mencgéo Honrosa

Raphael Rodrigues Mata

Salvador — BA

Mencgéo Honrosa

Gil Henriques

Vassouras — RJ

Meng¢do Honrosa

Gustavo Schmidt Joau e Silva

Juiz de Fora — MG

Meng¢do Honrosa

Anderson Cipriano de Lima

Jaboatéo dos G.— PE

Meng¢do Honrosa

Rafael Santos Correia de Araujo

Salvador — BA

Mencgéo Honrosa

Paulo Henrique Goncalves dos Santos

S&o Paulo — SP

Mencgéo Honrosa

Hanna Kirihara e Silva

Florianépolis — SC

Mengdo Honrosa

Luciana Saloméo Vilar

S&o Carlos — SP

Meng¢do Honrosa

Thais Viveiro

S&o Paulo — SP

Meng¢do Honrosa

Raffaello Couto Caser

Vitéria— ES

Mencgéo Honrosa
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XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Resultado - nivel 2 (72. e 8. séries)

NOME CIDADE — ESTADO PREMIO
Alex Corréa Abreu Niter6i — RJ Ouro
Fabio Dias Moreira Rio de Janeiro — RJ Ouro
Larissa Cavalcante Queiroz de Lima Fortaleza — CE Ouro
Rafael Daigo Hirama Campinas — SP Ouro
Samuel Barbosa Feitosa Fortaleza — CE Prata
Jorge Peixoto de Morais Neto Goiania— GO Prata
Israel Franklim Dourado Carrah Fortaleza — CE Prata
Davi Maximo Alexandrino Nogueira Fortaleza — CE Prata
Vitor Gabriel Kleine Mogi das Cruzes — SP Prata
Juliana Gomes Varela Fortaleza — CE Prata
Ayran Ayres Barbosa Loriato Vitéria — ES Prata
Daniel Haanwickel Junqueira Salvador — BA Prata
Raquel Lamboglia Guimaraes Fortaleza — CE Prata
Paulo Roberto Sampaio Santiago Salvador — BA Prata
Telmo Luis Correa Jr. Santo André — SP Prata
Adalberto Studart Neto Fortaleza — CE Bronze
Jodo Marcos da Cunha Silva Fortaleza — CE Bronze
Thiago Costa Leite Santos Sé&o Paulo — SP Bronze
Kiyoshi Horie Filho Ourinhos — SP Bronze
Antbnio Monteiro Guimardes Jr. Campina Grande — PB Bronze
Adriano Brasileiro Silva Fortaleza — CE Bronze
Renato Mendes Coutinho Americana — SP Bronze
Diogo dos Santos Suyama Belo Horizonte — MG Bronze
Gustavo Ferruzzi Martucci Piracicaba — SP Bronze
Henry Wei Cheng Hsu Sao Paulo — SP Bronze
Thiago Pinheiro Faury Sé&o Paulo — SP Bronze
Otacilio Torres Vilas Boas Salvador — BA Bronze
Vitor Sarmento Mesquita Fortaleza — CE Bronze
Felipe Netto de Santana Rio de Janeiro — RJ Bronze

Patricia Akemi Komura Sé&o Paulo — SP Mencéo Honrosa
Regiane Cristina Yamanari Guararapes — SP Mencgéo Honrosa
Guilherme Honda Saito Sé&o Paulo — SP Mencé&o Honrosa
Milton Eiji Kato Sé&o Paulo — SP Mencéo Honrosa
Vinicius Antonio Batagello Aracatuba — SP Mencé&o Honrosa
Thiago Mizuta Sé&o Paulo — SP Mencé&o Honrosa
Daniel Costa Garcia Goiania - GO Mencéo Honrosa
Henrique Castro Noronha Valinhos — SP Mencgéo Honrosa
Raphael Henrique Ribas Curitiba — PR Mencé&o Honrosa

Dafne de Albuguerque Simé&o

Fortaleza — CE

Menc¢éo Honrosa

Michel Renato Manzolli Ballestero

Araraguara — SP

Mencgéo Honrosa

Fernanda Ramos Correia

Salvador — BA

Mencg&o Honrosa

Fernando Santos Simdes Ferreira

Vitéria — ES

Menc¢éo Honrosa

Lucas Lolli Saui

Florianépolis — SC

Mencgéo Honrosa

Luciano Lacerda Silveira

Campo Grande — MS

Meng&o Honrosa

Samara Anny Maia Fava

Fortaleza — CE

Menc¢éo Honrosa

Gustavo Eufrasio Farias

Fortaleza — CE

Mencgéo Honrosa

Vinicius Figueiredo de Castro

Rio de Janeiro — RJ

Menc¢éo Honrosa

Luis Eduardo de Godoi

S.J. dos Campos — SP

Menc¢éo Honrosa

Helder Seiji Kato

Sao Paulo — SP

Mencgéo Honrosa

Mércio Jun Hisamoto Sé&o Paulo — SP Mencé&o Honrosa
Vinicius Augusto Paccola Matdo — SP Mencéo Honrosa
Erika Famini Silva Salvador — BA Mengéo Honrosa
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XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Resultado - nivel 3 (Ensino médio)

NOME CIDADE - ESTADO PREMIO
Ulisses Medeiros de Albuquerque Fortaleza — CE Ouro
Sérgio Tadao Martins Sé&o Paulo — SP Ouro
Daniel Massaki Yamamoto Sé&o Paulo — SP Ouro
Humberto Silva Naves Sao Paulo — SP Ouro
Carlos Stein Naves de Brito Goiania — GO Ouro
Lucas Heitzmann Gabrielli Sé&o Paulo — SP Prata
Daniel Mourdo Martins Fortaleza — CE Prata
Leonardo Augusto Z&o Nil6polis — RJ Prata
Fabricio Siqueira Benevides Fortaleza — CE Prata
Christian Lyoiti Watanabe Itaguai — RJ Prata
Rodrigo Roque Dias Sé&o Paulo — SP Prata
Rui Facundo Vigelis Fortaleza — CE Prata
Thiago Barros Rodrigues Costa Fortaleza — CE Prata
Ronaldo Ikaro Farias Araljo Fortaleza — CE Prata
Daniel Nobuo Uno Sé&o Paulo — SP Prata
Daniel Pinheiro Sobreira Fortaleza — CE Prata
Jodo Alfredo Castellani Fajardo Freire Salvador — BA Bronze
Daniel Pessoa Martins Cunha Fortaleza — CE Bronze
Guilherme Fujiwara Sao Paulo — SP Bronze
Gilberto Kirk Rodrigues Rio de Janeiro — RJ Bronze
Artur Duarte Nehmi Sé&o Paulo — SP Bronze
Rodrigo Villard Milet Rio de Janeiro — RJ Bronze
Eduardo Moraes de Morais Sé&o Paulo — SP Bronze
Carlos Sartori Ferreira Filho Rio de Janeiro — RJ Bronze
Thiago da Silva Sobral Fortaleza — CE Bronze
Silvano José Gomes Flumignan P. Prudente — SP Bronze
Mateus Ymanaka Barretto Sé&o Paulo — SP Bronze
Hugo Pinto Iwata S.J. do Rio Preto — SP Bronze
Paulo Ribeiro de AiImeida Neto Ananindeua — PA Bronze
Diégo Veloso Uchbda Teresina — Pl Bronze
Artur Radoman de Oliveira Rio de Janeiro — RJ Bronze

Yuri Gomes Lima

Fortaleza — CE

Menc¢éo Honrosa

Rafael Tajra Fonteles

Teresina — Pl

Mengéo Honrosa

Mauricio de Carvalho Paiva

Belém — PA

Mencgéo Honrosa

Bernardo Freitas Paulo da Costa

Rio de Janeiro — RJ

Menc¢éo Honrosa

Eduardo Barbosa Araljo

Fortaleza — CE

Mengéo Honrosa

Antdnio Davi Macédo de Castro

Fortaleza — CE

Mencgéo Honrosa

Eduardo Famini Silva

Salvador — BA

Menc¢éo Honrosa

Arnaldo Jodo do Nascimento Janior

Duque de Caxias — RJ

Mengéo Honrosa

Augusto Quadros Teixeira

Belo Horizonte — MG

Mencgéo Honrosa

Einstein do Nascimento Jr.

Fortaleza — CE

Menc¢éo Honrosa

Marcos Soares de Souza

Rio de Janeiro — RJ

Mengéo Honrosa

Caio Augusto P. del Bianco Licciardi

Atibaia — SP

Mencgé&o Honrosa

Luiz Antonio Felinto Cruz

Fortaleza — CE

Menc¢éo Honrosa

Diego Alvarez Araujo Correia

Fortaleza — CE

Mengéo Honrosa

Afonso de Paula P. Rocha

Fortaleza — CE

Mencgéo Honrosa

Tibério Bittencourt de Oliveira

Goiania - GO

Mengao Honrosa
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0S NUMEROS IRRACIONAIS

Hermano Frid
Instituto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA

+ Nivel Intermediario.

No texto a seguir fazemos uma breve introdugdo ao conceito de

numero irracional. Na sua maior parte o texto serd aessivel a dunos da Ultima
série do primeiro grau. As duas Ultimas se¢les talvez requeiram um pouco mais
de maturidade embora ndo exijam nenhum conhecimento prévio adicional. Para
simplificar a exposi¢do nos restringiremos a ndmeros positivos. A extensdo dos
fatos abordados ao contexto geral de nimeros positivos, negativos e 0 ndo requer
nenhuma dificuldade alicional.
Pode-se imaginar que aidéa de nuimero inteiro pasitivo tenha surgido num
estagio primario da dvilizagd, juntamente cm a nhecesidade da prética da
contagem. Por exemplo, era necessario a um pastor saber contar de algum modo o
ndmero de animais no seu rebanho. A maneira de representar o resultado dessa
contagem era no inicio bastante diferente da que usamos agora e éprovavel que
no comeqQo cada pessoa tivesse sua maneira propria de fazé-lo. Contar significa
estabelecer um mpdo & mparar quantidades de dementos de @njuntos
digtintos. Por exemplo, a quantidade de pedrinhas em um saco com a quantidade
de aiimais num rebanho, ou a quantidade de alimentos conseguidas em uma
cacala ou em colheita com a quantidade de membros da tribo. Também néo é
dificil imaginar que a ideia de fragé tenha surgido ra evolucd da civilizac®
humana, primeiramente e de forma mais elementar, com a ocorréncia usual da
necessidade de um determinado grupo ¢k pessoas partilhar um ou mais bens de
propriedade cmum entre seus membros. E num estagio mais avangado, dentre
outras motivagdes possiveis, com a necessidade de as pesas trocarem entre s
bens de tipos distintos. Por exemplo, um pastor desga trocar com um agricultor
peles de caneiro por sacs de milho numarazdo de 3 peles de caneiro para cala
grupo ce 7 sacs de milho. Por outro lado, aidéia de um “ndmero” que ndo sga
nem inteiro nem fracd® é, em principio, muito menaos natural que adaqueles e
surge num estagio muito mais avangado da civilizaggo com a necessidade da
prética da medicdo. Por exemplo, medir as dimensdes ou a areade um terreno,
comparar as distncias entre pares de portos distintos, etc. Procuraremos, a
seguir, mostrar as propriedades bésicas destes nimeros “estranhcs” em contraste
com as propriedades, namaior parte j4 bem conheddas, dagueles mais intuitivos,
osinteiros e as fracdes.
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1. BASE DECIMAL; DIiZIMAS

Os nUmeros reais positivos podem ser representados no sistema dedmal por uma
seqiiéncia de dgarismos — elementos do conjurto {0, 1, 2,3,4, 5,6, 7, 8,9} —

~

Separados por uma virgula Assm, se ay,ay_,..-,dy,a,,8_,,3_3,...,580
algarismos quaisguer, um nuimero red positivo representado nosistema decimal
temaforma aya,_ay_,...8,8,,a,43_,a_;..., (1)
once a, >0. Ness representacd, a esguerda da virgula temos smpre um

ndmero finito de algarismos, paém a direita podemos ter uma infinidade de
algarismos. Por exemplo, 783,523 representa 0 himero oktido como resultado
da expresséo

7x10% +8x10" +3x10° +5x107" +2x107 +3x107° +1x10™. 2

Por outro lado, a fraci 154 tem representacid dedmal 0, 1545454... com uma
999

infinidade de algarismos a direita. Essa representa¢d se traduz como resultado ce
uma expressdo com infinitas parcelas

1x10" +5x107% +4x107° +5x10™ +4x107° +5x10° +... (3)
Essa expressio significa exatamente que se quisermos aproximar 194 no sistema
999

dedmal com “precisdo de 8 casas decimais, por exemplo, devemos tomar como
aproximaga o nimero 0,15454545 que éresultado da expressao

1x10™" +5%107% +4x10° +5x10™ +4x10° +5x10°
+4x107 +5x10°%, (4)
Claro, ontmero 0, 1545451... é o que chamamos de uma dizima periddica e por

iSO pock ser ohbtido como uma fracad 154,
999

0 QUE ACONTECE NO CASO DE UMA DiZIMA NAO-PERIODICA?

Neste cao, assim como no periédico, temos uma infinidade de agarismos a
direita da virgula eassm sb ncs é possivel escrever a representagéo decimal até
uma ceta caa decimal, paém, diferentemente do qLe acontece no caso
periédico, rio ha repeticdo indefinidamente de um determinado grupo
algarismos e, assim, 0 nimero em questdo ndo pade ser obtido como uma fracao
P come e qdiferente de 0. Os numeros que podem ser obtidos como fragdes o
q

chamados racionais; 0s que ndo padem ser obtidos como fragfes sio chamados
irracionais.
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2. POR QUE PRECISAMOS DOS NUMEROS IRRACIONAIS?

Responderemos esta pregurnta aravés de um exemplo. Euclides provou gue o
numero pasitivo cujo quadrado é 2, isto €, 0 nimero paeitivo X que satisfaz a
equacio x? =2, (5)

nao é raciona. Euclides argumentou da seguinte forma: Suponhamos que o
ndmero x satisfazendo (5) sgia raciona. Entdo existem inteiros positivos p e q,

2
primos entre si, tais que % =2 ousga p° =29°. (6)

Portanto p® é par e p também é par; p pock ser escrito naformap = 2k. Assm,
(2k)> =29* = 2k*=q*C[ ©)
Pela mesma raz8o que acaébamos de expor, concluimos que g também deve ser
par. Mas isto nos leva auma ontradicd poisp e q sdo primos entre s por

hipétese! Assim, a supcsicdo de que x="P nos leva auma ontradicéo e,
q
portanto, deve ser descartada, considerada falsa.

Chegamos & conclusdo que \/E que é @mo representamos 0 NUMero pasitivo
cujo quadrado € 2, éumnumeroirracional!!

3. COMO OBTER APROXIMAGOES RACIONAIS PARA \/E

Podemos olter aproximagdes cada vez melhores de \/E (o0 ndmero x que satisfaz
(5)) através do seguinte procedimento que éum caso particular de um esgquema
inventado por Newton conhecido como método de Newton. (Com base nesse
método poemos programar as maguinas de alcular para produzirem

aproximagdes de \/E tdo precisas quanto 0 avanco da detrbnica nos permitir).
primeiro “chutamos’ um ndmero X, COMO uma primeira groximaca de x que

nas parega razoavel; por exemplo, X, =1. Em seguida observamos que
x* - ch = (X+ %) (X = X5) T2, (X = X,),
once o simbalo [Isignifica “é aproximadamente igual a”. Assim,

X2 _Xg |:|2XO(X_XO))
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e, patanto, dividindo a “equagéb aproximada” por 2X, e aranjando G termos,
obtemos

X —
xOZ %0 py ®)
2X%,
2-1 3
substituindo X* = 2e X, =1em (8), obtemos XDT+1_§
Assm temos uma segunda groximacd x, :% Encontramos também X, :
, 9
X, D—4+§ = X, D_lg];+§ - X, D_—1+§ = x? DE. Da mesma
3 2 4 3 2 12 2 12

forma, podemos obter uma quarta groximaga® X,, fazendo
X=X, 2-(17/12* 17 _288-289 17 _288-289+2x289_577

X, = X, =
2X, 17/6 12 T 2x12x17 12 2x12%x17 408
Assm, x =277 seria a groximag® seguinte: Sua representagdo decimal é a
408
dizima periddica x, =1,4142156862748980321568627.9....

peﬁfodo
Agora se vocé pegar uma méquina de clcular e pedir (através dos devidos

comandaos) que ela alcule \/E vocé obterd, se sua maquina puder exibir 33
digitos (incluindo avirgulaou panto), a expressdo decimal

1,41421362373)9504801688242097.

Horrivel, ndo é?Vocé obterd uma expressio ainda maior se sua maguina puder
exibir mais digitos. Repare como nossas aproximagdes X, X, € X, estdo cadavez
mai s proximas desse nimero!

4. 0S NUMEROS RACIONAIS PODEM SER ENUMERADOS

Isto significa que podemos dispor 0s nimeros racionais numa sucesséo da forma
r,r,,r,....,com uma infinidade de dementos. Podemos interpretar este fato

como significando que aquantidade de nimeros racionais, embora sendoinfinita,
€ de uma “ordem de infinitude” equivalente ados ndmeros naturais 1, 2, 3....0
argumento para ademonstragdo desse fato é devido a Georg Cantor.
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Como todo racional tem uma representacdo Unica cmo fracd P com p e g
q

inteiros positivos primos entre si, basta que saibamos enumerar os pares

ordenados (p, g) de naturais primos entre si. A forma de obter essa enumerac®

esté descrita pela figura abaixo:

1.1)->(12) (1.3)->(14) (1,5) > (1,6) ..
2 ¢ 2 VK
@) @b @3 0b @5 O >
VoA Y 2 Y e
an 62 66 e e
VAR,
@ 9p @3 & 6sH 6o -
VA v e oA
(5.1) (62) (53) (54) (55) (56)
. 2 ¢ 2 v 2
60 6 63 64 65 @8
oA v Va

N\

A enumeracé € ohtida seguindo-se o caminhoindicado pelas flechas, iniciandoa
partir de (1,1), tendo o cuidado de descartar os pares de naturais que ndo sdo
primos entre si, como, pa exemplo, (2,2), (4,2), (3,3) etc.. Com is, teriamos

1 2
:]'l r =_1r:_:21r =
2 2 3 1 4

etc.

el
Flw

r = :3,r5:

Wl

5. REPRESENTACAO DECIMAL DOS RACIONAIS

Ha pouco dissemos que ndo era possivel pdr uma dizima ndo periddica an forma
de fraggo P com p e g naturais primos entre si. Vamos dar uma explicago para
q

este fato. Fixemos um natura g. Quando dividimos um nimero qualquer N > g
pelo nimero g. Obtemos como resto dadivisdo um elemento doconjunto (finito)
{0, 1, 2,....d— 1}. Tomemos como exemplo g =7 e N = 17; ness ca0 0s restos
possivels pertencem ao conjunto {0, 1,2, 3,4, 5, 6. Agora vamos recrdar o
algoritmo da divisdo com ess exemplo espedfico:
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17 |7
14 2,428571428571...
@o
28
20
14
60
56
40
35
50
49
10
7

O que aontece €que os restos posdveis sdo elementos do conjunto finito de g
eementos {0, 1,...,q — I} (no exemplo acima q = 7). Assim, em no maximo q
iteragBes do algoritmo ouacabamos repetindo um elemento doconjunto de restos
possivels (no exemplo adma o primeiro a se repetir foi 0 3), ouo 0 ocorre MO
resto e o processo termina. No primeiro caso, a partir dai passamos a repetir os
restos ocorridos anteriormente na mesma ordem (3, 2,6, 4, 5, 1,no exemplo
adma). As casas decimais no quociente por sua vez também se repetem o
obtemos entdo uma dizima periddica. No segundo caso, dotemos sSmplesmente
um numero finito de casas decimais.

6. REPRESENTACAO DECIMAL DOS IRRACIONAIS

Todo numero irracional positivo posali uma representac@® decimal Unica por
meio de uma dizima ndo periddica. Para simplificar vamos naos restringir aos
ndmeros entre 0 e 1. J4 sabemos que um ndmero cuja representacdo decimal
posaii uma quantidade finita de casas decimais pertence ao conjunto dcs
racionais. Da mesma forma grendemos que um ndmero cuja representacd
dedmal € uma dizima periddica étambém um nimero racional. Por outro lado,
vimos no item anterior que as representacfes decimais de um radona sdo
necessariamente de um dos dois tipos: ou passuem uma quantidade finita de caas
dedmais, ou “terminam” em uma dizima periddica Logo, uma representacéo
dedmal paraum numero irracional tem necessariamente que ser uma dizima néo-
periddica. Afirmamos que essarepresentacdo € Unica. Repare que iSO ndo ocorre
em geral com os radonais. Por exemplo, 0, 21e 0, 2099... representam o
mesmo radonal %. Suponkamos que um irracional x entre O e 1 pcossua duas
1
representacdes decimais distintas:
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x=0,a,a,a,..., (10)
x=0,b_b_b_,..., (11)
Se essas representagbes 0 dstintas certamente existe um p O N tal que
a, =b.,,paa k=0,.,p-Le a,# b_p. Para fixar idéias vamos assumir
entdoque a_, =2b_, +1 epor (10) e (11)
x=0,a,a,..a_,, (12)
x<0,a,a,..b.,999..=0,a,a,...0_, +1), (13)
jaqueb_, =a_, sek=0,...,p-1eb, ésempremenor ouigua a9. Mas (12)
e(13) implicanque a_, =b_, +1e x=0a,a,..a_,.
Porém nese cao x é raciona e thegamos a uma antradicdo! Chegariamos a
uma ontradicdo semelhante também se tivésseemos assumido b_p >a.,,

argumentando ca mesma forma genas trocando s papéis dos a_, e b_,. A

contridicdo tem origem no fato de termos supcsto gue havia duas representacdes
dedmais distintas para 0 mesmo irracional X. Logo essa possbili dade tem que ser
descartada, considerada falsa, e assim concluimos que todo irracional possui uma
representag@ decima Unica mwmo dizima ndo-periddica

7. 0S IRRACIONAIS NAO PODEM SER ENUMERADOS

Isto significa que ndo podemos dispor 0s NUmeros irradonais huma SUcessao
S.;S,,S;,..., mesmo admitindo uma infinidade de elementos. Quer dizer,
diferentemente dos racionais, a “ordem de infinitude” da quanti dade dos nimeros
irracionais é maior que a dos nimeros naturais. Concluimos dai que existem
muito mais nimerosirracionais do qe racionais!

Vamos tentar justificar nossa dirmacd® sobre a ndo-enumerabilidade dos
irracionais. O argumento é uma alaptac@® de uma idéia também devida aG.
Cantor. Suporhamos que fosse possivel dispor os irracionais numa sucessao

S.,S,,S;,...,. Basta considerarmos apenas os irracionais entre 0 e 1. Criamos um

numero irraciond X, também entre 0 e 1, através de uma representacé@ decimal
(portanto, uma dizima ndo periddica) da seguinte forma. O nimero x tem

representacd decimal dada por X =0, X_;X_,X_5... once X_, € escolhido dentro
doconjunto {0, 1,..., 9} demodo qe x_, é diferente de (s,)_, onde este lltimo

€ o agarismo que garecena casa dedmal de ordem p doirraciona s, (p-ésima
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elemento dasucessio S, S,,..S,,...). A escolhade cala X, também deve aender
a ondicdo de ndo permitir que nenhum grupo dce algarismos dentre os ja
escolhidos X_, X_gyeesX_(pgy POSRSETOMNAr O gerador de uma dizima periddica

Desta forma obtemos uma dizima ndo periddica representando um Unico
irracional que, no entanto, ndo pode wnstar na lista s;,S,,S;,...,. De fato, se

X=s, ,para dgum r 0N, entdo como X_, # (S,)_, terfamos um absurdo (uma
contradicéo)!.

8. ESTUDO SUPLEMENTAR: O IRRACIONAL TT

O numero Tté definido como sendoa &eali mitada por um circulo deraio 1. Ele é
certamente o irracional transcendente mais conhecido. A expressao transcendente
significa neste contexto, um nudmero irracional que ndo é raiz de nenhuma
equacdo polinomial com coeficientes inteiros. Por exemplo, os irracionais
\/§,1+\/§ ndo sdo transcendentes pois 0 raizes das equacOes polinomiais
x> =2,x* —=2x—-2=0, respectivamente. Neste (ltimo caso dizemos que os
numeros 0 algébricos. A demonstracd de que TT € um nUmero irracional,
apesar de ndo ser trivia, pock ser feita usandose genas o cdculo dferencial
elementar que éensinado no primeiro periodo dos cursos de déncias exatas. A
primeira demonstracé® de que Tt é irracional so foi obtida en 1766 po J. H.
Lambert, de forma ndo completamente rigorosa, tendo sido finalmente (re)obtida
de modorigoroso pelo famoso matemético A. M. Legendre e puldicada en 1855.
A prova de que Tt é transcendente émuito mais complexa eso foi obtida en 1882
por F. Lindermann.
O fabuloso matemdtica grego Arquimedes foi o primeiro a obter uma
aproximagab razodvel de Tt par numeros racionais. Ele provou que
10 1
3+=—=<m<3+=,
71 7

usando das paligonacs regulares de 96 lados, um inscrito e outro circunscrito a
um circulo deraio 1.
Podemos obter aproximagdes cada vez melhores de 1, com o auxilio de uma
maquina de calcular bastante rudimentar, capaz apenas de fazer as operactes
basicas (+, —, [) e mais a operagéo de etrair raiz quadrada, da seguinte forma. A
idéia éaproximarmos o circulo de raio 1 por poligonas regulares de 2" lados
inscritos neste circulo. Primeiramente, é fécil verificar que para a aea e o

perimetro do wligonoregular de 2" lados inscritos num circulo de raio 1temos
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Area= %Pen’metro x+/4-12%,

oncke| é o comprimento dolado dopdigono.Como | se groxima mais e mais de
0 amedida que n cresce, vemos que para o circulo deraio 1 devemos ter (fazendo
| =0 nafdérmula aima)
Area= 1 Perimetro
4
Asdm, podemos também definir 1 como sendo a metade do perimetro docirculo
de raio 1. Por outro lado, usando oteorema de Pitagoras que diz que en um
tridngulo reténgulo o quadrado da hipotenusa € asoma dos quadrados dos catetos,

se |, denota o comprimento dolado do mligono regular de 2" lados, é f&cil

mostrar que
| =+2-44-12. (14)

Paran = 2 temos 0 pdigonoregular de 4 lados, quadrado, inscrito nocirculo de
raio 1, cujo lado, facilmente obtido usando-se o teorema de Pitagoras, é

I, =+/2.
Por meio de (14) obtemos sicessivamente

l,=v2-42,
=222,
|5=J2—JE:7§T7§,
=2 2e 2oz vz,
I, :\/2—\/2+\/2+m,

ly =\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+m ,

Para obter uma boa groximacé@® de 1 cdculemos, pa exemplo, o vaor da
metade do perimetro do ligonode 2° = 256 lados, inscrito nocirculo de raio
1, cujo lado tem comprimento igual a |;. Podemos obter um valor aproximado

para |5 executandoa seguinte seqiiéncia de operagdes numa cdculadora
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2sgrt+2=sgrt+ 2 =sgrt + 2 = sort
+2=sgrt+2=sgrt +/—+ 2 =90,
e obtemos
lg=0.024513076514398%21588.65239D20064.

Agora, multiplicaremos o resultado dbtido para |5 por 256, qee é o nimero de
lados da poligonoem questdo, e an seguida dividimos por 2 0 gue nos da

m=3.141518011480107628515%945682
o que forneceuma groximacga com erro menor que 0, 00 jaque ésabido gue

3, 1415< i< 3, 1416.

Consideracoes finais: Exceto pelas duas Ultimas segdes, o texto acima foi
elaborado a partir de um “pedido’ de minhafilha, Marina, atualmente na 8a. série
do pimeiro grau, urgida por um trabalho de casa en grupo mssdo por sua
professora. O referido trabalho, felizmente, resultou bastante diferente do que foi
exposto acima, que acabou servindo apenas como uma aitre varias referéncias
usadas pelo grupo. No entanto, as 7 primeiras s¢des foram bem compreendidas
por ela e seu grupo; as duas Ultimas foram escritas depois que o prazo para a
entrega do trabalho havia esgotado e, portanto, rnéo chegaram a ser “testadas’.
Para concluir gostaria de deixar agui meus agradecimentos ao estimado professor
e mlega Elon Lages Lima pelas sugestdes obre uma versdo preliminar destas
notas.

EXERCICIOS:

1) Usando o0 mesmo argumento de Euclides descrito em 2. prove que
\/5\/5 eﬁ sdo irracionals.

2) Usando o método dce Newton, descrito em 3, oltenha goroximagbes
correspondentes ao X, do texto para os irracionais \/5\/3\/7 e ompare

com o resultado fornecido pela méquina de clcular.

3) Pesguise sobre avida e a obra dos grandes mateméticos mencionados no
texto: Arquimedes, Pitagaras, Euclides, |saac Newton e Georg Cantor.

4) Prove aférmula(14).
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OLIMPIADAS AO REDOR DO MUNDO

® O comité elitoria de EUREKA! agradece @s inlmeros elogios
recebidos pela aiagdo desta segdo bem como ao crescente nimero de leitores que
nos enviam solugdes para os problemas da mesma.

A redizac® de indmeras olimpiadas nesta éoca do ano torna mais
importante apreparac&® para & mesmas e por isto resolvemos apresentar neste
ndmero somente novos problemas acompanhados dos nomes dos leitores que nos
enviaram solucdes de problemas anteriores. No proximo numero de EUREKA!
voltaremos ao normal apresentando problemas e solucdes.

Continuamos salientando que estamos a disposicdo na OBM para ajueles
que estiverem interessados na solugdo de dgum problema particular. Para tanto,
basta mntactar a OBM, secZ OLIMPIADAS AO REDOR DO MUNDO, através de
cataoue-mail.

Antonio Luiz Santos

Primeiramente vamos aos problemas propostos deste nimero

61 (Russia-2000) Sgjam a,b,c ndmeros reais tais que & equages
x*+ax+1=0 e x*+bx+c=0 possuem exatamente uma raiz red

comum e & equacdes x*+x+a=0 e x*+cx+b=0 também
posslem exatamente umaraiz comum. Determineasoma a+b+c.

g, 2o, DZZD (20 [(p'° O
62. (Russia-2000) Determine asoma B;E %E D_D D_E+ (I E’TE

onde, como wsual, X[ é o maior inteiro que ndo supera X.

63. (Rissia-2000) Segjam aeb nimerosreds ndo nuos que satisfazem a equagéo
a’b?(a’b® +4)=2(a® +b°)
Mostre que pelo menas um deles ndo é radonal.

64. (Rissia-20000 Sga M o conjunto que consiste dos 2000 numeros
11,101,1001,... Mostre que pelo menos 99% dos elementos de M néo

sS40 primos.
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71.
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(Russia-2000) Sgam ABCD um paraelogramo com JA=60° e O o
circuncentro do triangulo ABD. A reta AO intersecta abisstriz externado

angulo JC do paraelogramo em K . Determine AO/OK .

(Esténia-2000) Sgiam ABC um tridngulo acutangulo com [JACB=60°,
AD e BE duas de suas alturas que se intersectam no paito H . Mostre que
o circuncentro do tridngulo ABC pertence abissetriz dos angulos LIAHE e
OBHD.

(Estdénia-2000) Sobre o lado AC dotriangulo ABC, toma-se um porto D
distinto de A e C. Sgiam O, e O, os centros dos circul os circunscritos aos

tridngulos ABD e CBD respedivamente. Mostre que os tridangulos O, DO,
e ABC s8o semelhantes.

(Eslovénia-2000) Determine todos os inteiros N para 0s quais 0 valor da
expressio abaixo é inteira.

\/25 625 \/25 625
=+ == —-n+ . |]=-.[—=-n
2 4 2 4

(Eslovénia-2000) Determine todas asfuncdes f :Z — 7Z taisque
f(f(n))=ne f(f(n+2)+2)=n paratodointeiro n e f(0)=1.

(Belarus-2000) Os triangulos equildteros ABFe CAG sdo construidos
externamente sobre a hipotenusa AB e sobre o cateto CA do tridngulo
retdngulo ABC. Se M ¢é o ponto médio de BC, determine BC se
MF =11e MG =7.

(Belarus-2000) Determine todos o0s pares de inteiros positivos (m, n) que
satisfazem a equacé

(m-n) (n2 - m): 4m?n
(Belarus-2000) Quantos pares (n, q) satisfazem aigualdade

On O
{qz}—ng 000H]

com N inteiro positivo € g um numero racionad ndo inteiro ta que
0< <2000, once {x} = x - [X[?

EUREKA! N°10, 2001

48



73.

74,

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

Saiedade Brasileira de Matematica

(Moldavia-2000) O ortocentro H de um tridngulo ABC n&o pertence a nenhum
de seus lados. Sabendo que a medida de AH é igua ao raio do circulo
circunscrito ao tridangulo ABC, determine amedidado angulo LIA.

(Moldavia-2000) Resolva en R a euacéo
(x* -3x-2f —3x* -3x-2)-2-x=0

(Moldévia-2000) Dado o nimero 2000, cdcule asoma das décimas poténcias
dos agarismos deste nimero e ntinue fazendo 0 mesmo com o nimero
ohtido e assim sucessivamente. Mostre que eitre 0s numeros obtidos existem
pelo menos dois nimeros iguais.

(Moldavia-2000) Os nUmeros inteiros a,b,c satisfazem a relacéo

a+b+c=0. Mostre que o nimero 2a*+2b* +2c* é um quadrado
perfeito.

(Hungria-2000) Se A = (1000 + /1000 2 + 1)”’00 , determine o 2000-ésmo
algarismo ap6s a virgula da sua representagé dedmal.

(Hungria-2000) Determine todos os inteéros N para 0s quas
n* —4n® +14n°* — 20n +10 é um quadrado perfeito.

(Repiblicas Tcheca e Eslovaca-2000) Uma funcdo f:N - N é ta que
f(n)=1senéimpar, e f(n)=k paratodointeiro pa n=2"l, onde k
€ um ndimero natural e | um ndmero impar . Determine 0 maior ndmero

natural N parao qual
f(1)+ f(2)+ M f(n)<12345€

(Republicas Tcheca e Eslovaca-2000) Se n € numero natural, mostre que
A3 +3[4% édivisivel por 13 se, e somente se, Né par.

(Ird-2000) Dois circulos se intersectam nos pontos A e B. Umareta | que
passapor A, intersecta estes circulosnospontos C e D.Se M e N sdo os
portos médios dos arcos BC e BD que ndo contém A e K é o porto
médio de CD, mostre que [IMKN =9(°.
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(Irlanda-2000) Sejam X =0, y =0 nimeros reaistaisque X+ Yy = 2. Mostre
que xzyz(x2 + yz)s 2.

(lugoslavia-2000) Em um tubo cb ensaio ha exatamente uma aneba. A cada
segundo algumas das amebas dividem-se en sete novas amebas ou morre
exatamente uma das amebas. Determine 0 periodo minimo de tempo apds o
qgual o nimero de anebas no tubo e ensaio seraigual a 2000.

(lugoslavia-2000) Mostre que todo numero racional positivo pocde ser
representado sob aforma
(= a’+b°
c®+d®

on@ a,b,c e d sdo inteiros positivos.

(Polénia-2000) Oslados AC e BC deumtridngulo ABC posaiem a mesma
medidaa Sgam P um porto do interior do tridngulo tal que
OPAB=PBC e M o0 pato médio de AB Mostre que
OAPM +OBPC =180C.

(Inglaterra-2000) Dois circulos C, e C, seintersectam nospontos M e N e
possuem uma tangente comum sendo P e Q respectivamente os pontos de
tangéncia com os circulos. Se N é o pato mais préximo de PQ e areta
determinada por PN interseda C, novamente en R , mostre que MQ é a
bissetriz do angulo LIPMR.

(Inglaterra-2000) Para calainteiro pasitivo k, definamos a seqiiéncia (an) por

a, =1 ea, =kn+(-1)"a,, para n=>1. Determine todos os valores de k
paraos quais 2000 é um termo da seqliéncia.

(Inglaterra-2000) Sejam X, Y,Z nuUmeros reais positivos tais que Xyz= 32.
Determine o valor minimo de

x* +4xy+ 4y® + 27°
(Balcanica-2000) Determine todas as fungdes f : R — R que possuem a
propriedade :
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paratodos os nimerosreais X e Y.

90. (Baltic Way-2000) Seja ABC um tridngulo tal que
_ AB +BC

AB - BC AC
Determine arazdo UA: OC.

BC

@

Saiedade Brasileira de Matematica

PO () + 1 (y)=(F () +y

Enviaram solucdes de problemas anteriores os seguintes leitores da EUREKA!

Claudio Pamplona dos Santos Dias
Daniel Pinheiro Sobreira

Davi Maximo Alexandrino Nogueira
Diego Alvarez Aratijo Correia

Diégo Veloso Uchda
Evandro Makiyama
Formiga

Geraldo Perlino Jr.
Juliana Gomes Varela

Lucas de Melo Pontes

Luciano Prudente

Marcelo Ribeiro de Souza
Marcilio Miranda de Carvalho
Marcio Miranda de Carvalho
Marina Lima Medeiros

Rodrigo Roque Dias
Rodrigo Villard Milet

Thiago da Silva Sobral
Wallace Rodrigues de Holanda Miranda

Yuri Gomes Lima

Vocé sabia...

Rio de Janeiro - RJ
Fortaleza - CE
Fortaleza - CE
Fortaleza - CE
Teresina - Pl

Sao Paulo - SP
Atibaia - SP

Sao Paulo - SP
Fortaleza - CE
Fortaleza - CE

Rio de Janeiro - RJ
Rio de Janeiro - RJ
Teresina-PI
Teresina - PI
Fortaleza - CE

Sao Paulo - SP

Rio de Janeiro - RJ
Fortaleza - CE
Teresina - PI
Fortaleza - CE

Prob. 36

Prob. 32

Prob. 28, 47, 48

Prob. 20, 32, 36, 43, 48, 51, 52

Prob. 1, 26, 29, 31, 28

Prob. 35, 39, 45, 46, 47, 52, 56

Prob. 32, 43, 45, 56

Prob. 32 ao 59

Prob. 37, 43, 45

Prob. 32, 35, 36, 43, 45, 47, 51, 52, 54
Prob. 32, 43, 44, 47, 51, 52

Prob. 32, 44

Prob. 8, 37, 45, 51

Prob. 26, 27, 44, 49, 50

Prob. 47

Prob. 20, 43

Prob. 32, 36, 43, 45, 51, 53, 54, 56, 57
Prob. 32 ao 56

Prob. 32, 33, 49, 51, 52, 56, 59

Prob. 32 ao 56

Que para calcular as raizes quadradas de 100, 121, 144, 169,
400, 441, 484, 900, 961, basta calcular as raizes dos algarismos
situados nos extremos?
Hd outros nimeros de 3 digitos com essa propriedade?

Colaboragdo de Rildo Alves do Nascimento (Sta. Maria da Boa Vista - PE)
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SOLUGOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

# Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

41) Sea e b s30 nimeros reais positivos, entdo a° +b? >1.

Solucéo dos alunos do CEMPI (Teresina - Pl)
Observe que se “a” ou “b” for maior ou igual a 1 a desigualdade éimediata.
Ent&o andisaremos o caso emque 0 < a,b <1

Sga a= ! , b= 1 ,u>0ev>0.

@+u) @+v)

b 1 .1 1 1 1+v

Entso & “a+ > 1+ub 1+ulb 1 0 1+utv

@+u) u u 1+u[E H u+v

+vQO
+
Analogamente b® = 1*u e portanto:
1+u+v

2+t > 1+v N 1+u _14 1 >1

1+u+v 1+u+v 1+u+v

*Agora 0 problema se reduz a mostrarmos que (L+u)® <1+ ubpara
0 <b <1.Paraisso bastatermos umanocéo de calculo diferencial
1 O
f(uy=1+bu-1+u)®* 0 f'(u)y=b-b@A+u)** =bAd-———>0.
) @r0f 0 ) =b-bru)™ =bd-
Como f é aescente no intervalo (0,1) O f(u)> f(0) =0 e portanto segue
imediatamente ademonstracéo.

45) Existe uma sequénciainfinita de:

a) Numerosreais

b) NUmerosinteiros

Tals que asoma de quaisquer dez termos conseautivos € positiva, enquanto que
paratodon a somados primeiros 10n + 1 termos consecutivos é negativa?

Solugao de Zoroastro Azambuja Neto (Rio de Janeiro - RJ)
a Sim. Tome a,, = 1+%paratodointeiro positivok e a, = —%se nnéo e

multiplo de 10.
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Temos a, +...+ S I I I Y
a t...t a5, 10 100 7 10" 9 910" ’
10k <n<10k+1,a, +a.,, +..+a.,, :10%>0.

b) N&o.Sen>|a,a +a, +..+ Qg = +(@ +..tay) +(@, ..+ 8 +
+ (@ g totAgy) >a +1+1+.+1>8 +n>0.

47) Dada uma drcunferéncia I , trace as tangentes a ela por um porto exterior,
A, tocando-a an M e N. Trace aretar passando por Aetocandol” emBeC. Se

D é0 pato médio de MN , prove que MN ¢é abissetriz de OBDC.

Solucao de Claudio Arconcher (Jundiai - SP)

Consideremos ainversdo nacircunferéncia I’ de centro O.

Notemos que o ponto D, pela sua definicéo, é o inverso doponto A em relacéo a
I, B e C coincidem com seus inversos em relacd a [ . Assm afigura inversa
daretar éacircunferénciar* que contém O. Assm sendoas circunferéncias I

e r* compartilham a corda BC. A reta perpendicular a BC pelo porto médio P
passapor O e O (centro der*). Por ess motivo os arcos RLe CL indicados na

figura a¢ma sdo congruentes, (OL é um diametro de r*).

Notemos agora que o fato de ser reto o angulo NDO implica que a reta pelos
portos N e D passa por L. 1s0 completa nossa demonstragéo: os angul os inscritos

BDL e CDL "enxergam’ arcos congruentes do mesmo circulo, melhor,
circunferéncia, r*, sdo congruentes por esse motivo.

49) E dado un pdigonoregular de n lados.
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Asdnale dedoriamente, no seu interior, um porto M. Sendo X, X,,...,X, &S

disténcias de M a calaum dos lados, verifique que:

1 +i + i >E, oncke a é amedida do lado dopoligono.
X X, X, a

Solucao de Antonio Caminha Neto (Fortaleza - CE)
Sgan O ocentroe A, A,,....,A, osvértices do poligono. Podemos supor, sem

perda de generalidade, que X € adistancia de M a0 lado AA,, (aqui,
A1 = A). Entéo

A(AIAQ..A]):iA(AMAﬂ): N %:%(xl+x2+....+xn) *)

= 2
1=1
Por outro lado, sendor oraio docirculo I' inscrito no mligono,temos também
A Lar ar
A(AA,..A)=> A(ACA,) = Ealiery (**)

Comparando(*) e (**), concluimos que X, + X, +....+ X, =nr . Agora, nae que
0 perimetro de " é menor que o do ligono, oque nosda 2ar < na. Entéo

B n‘a
X X+t X, TS

Finamente, sabemos (ver artigo “Desigualdades Elementares, A. Caminha”,
Eureka 5) que para 0s reds positivos X, X,,....,X tem-se

n

1 1 1 n? )
—_—t—F..+—2= , edai

X X, X, X X, t..tX,

1 1 1 n? n? 2n
—+—+. .+ =2 > ——— ===
X X X, X +tX+..+Xx, n°/(n"a/2m) a

50) Calcule o determinante:
MDC(1,1) MDC(1,2)---MDC(1, n)
MDC(2,1) MDC(2,2)---MDC(2,n)

MDC(n,)) MDC(n,2)---MDC(n,n)
Onde MDC (a, b) € 0o méximo divisor comumdeaeb.
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Solucéo de Marcio A. Assad Cohen e Fabio de Oliveira Costa (Rio de Janeiro — RJ)
Convencéo: det (n) € igua ao determinante desgjado guando este tem n linhas e
colunas.

Inicialmente escreveremos o determinante com uma quantidade de linhas
suficiente para percebermos como o problema se comporta @ mudarmos o valor
den.

Determinante quandon = 8

R e
P NERP NP NP
PP WR R ®WR R
R e
N R ORN®WNEPR
P NP AR NPR

AR NRP MR NPR
N I I e S N o

12 1 8
Pode-se perceber que eam cada linha k(ls k< n) do ceterminante, os elementos
dessalinha considerada repetem-se com periodok, pas mdc(x,k) = mdc(x + k, k)
Comomdc(1,n) =1 On N, aprimeiralinhaél111.. 1
Além dis, paratodo p primo, mde(n, p) = 1 sen < p, logo a p-ésimalinha € da
foomal 1 1..1 p, e ap-ésima olunaidem quandotomamosn =p
Logo, fazendo L, = L, — L, vemos que det(p) = (p-1) det(p-1), sendo det(p) o
determinante desgjado quando onumero de linhas € primo.
Obs: Fazer L, = L, — L; significa trocar a linha p do determinante pela
combinaca linear (linha p — linha 1). Essa notagdo serd usada outras vezes no
deaorrer dessaresolugéo.
Calculemos entdo o determinante para alguns valores pequenos de n:

det(2) = 1.det(1) = 1;

det(3) = 2.det(2) = 2;
Para cdcular det(4), nae que podemos fazer L, = L, — L, para concluir que det(4)
= 2.det(3) = 4, e portanto det(5) = 4.det(4) = 16; det(6) € um pouco mais dificil de
cdcular, mas natando a similaridade da Ls com L, e Ls, pode-se perceber que
fazendoLg = Lg — L3 + Ly — L, reduzimos a ordem do determinante de forma que
det(6) = 2.det(5) (poisase vVirab — 3+ 1 -2 =2 eparai < 6, as; = 0). Dai, det(7)
= 6.det(6) também ficadeterminado.
Para det(8) éfadl ver que acombinac linear aser utilizada éLg = Lg — L4 € para
det(9), a ombinacdo linear é Lo = Ly —La.
E razoavel supor que sempre é possivel encontrar uma combinacgo linear que
reduza de 1 a ordem do ceterminante. Note que os numeros das linhas utilizadas
nas combinacBes lineares empre foram divisores do nimero de linhas do
determinante correspordente ( por exemplo, nocaso n = 6 usamos as linhas 1, 2,
3e6).
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Mais do que is, s sinais que aitecedem as linhas nas combinagdes lineares
parecem estar ligados afuncdo |1 de Mobius!
Defato, nocaso do6,temos: Lg = [ (6) Le + M (3)Ls + U(2)L2 + K (D)L,

Entretanto, essa combinacdo linear falha para Ls. NO caso, entre os divisores de 8,
apenas 1 e 2 tém U ndo nulo. Mas estamos usando exatamente L, e Lg. Uma

maneira de satisfazer esse @so e 0 do 6é fazer:

Ls= U %ELBJr ! %ELF Ls —L4. Note que paran = 6 temos:

Le = M %ELG + U %ELg + U %ELZ + U %ELF Lg —Ls — L, + L3, como
desgavamos.

. o n C
Tentaremos entdo provar que fazer a substituicéo L, = ;u%@.d é suficiente

parareduzir aordem ( note que parad = niso daL,).

Temos entdo que & entradas da Ultima linha zeram, com exce¢@® daquele que
também estéd na Ultima wmlunado determinante.

De fato, consideramos a wluna x, x # n. ( que na Ultima linha equivale a entrada
mdc(x, n))

Quero calcular ; /JES %nd((x,d).

Vamos tentar usar a férmula da inversdo de Mobius (no caso, g(d) = mdc(x, d)).
Se aharmos umafuncdo “f’ tal que g(n):; f(d)On>0,0

problematerminaporque d f(n)= ; u%%g(d).

0f (d)=0 sed ndodivide x

Tomandoentdo f :N - N'Ef(d)qb(d) sed dividex

,sendo ¢ afuncdo de

Euler temos;

> ()= Fo)= 5 o() 2 mdotx, ) = g(r) On.
d[x

x,n)
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E se Xx < n, temos que n ndo dvide x, e portanto f(n)=0. Logo,

;u@g%ndo{x,d):f(n):o para X < n. Se, entretanto, x = n, entdo

f(n)=¢(n) ( pois n dividex=n) e ;U@S%ﬂd(( n,d)=¢(n) patanto, a
tltimalinha passaaser daforma 0 0 00 ... §(n) e etéo

detn)=6(n).detfn ~1)Logo, detfn)=[ ] 6()=6@0(2)(3)- ().

(***) pois temos como conseqiiéncia da formula da inversdo de Mabius,

;q)(d):n.

51) Trés feirantes foram vender melancias. Um levou 1Q outro 16; o terceiro,
26. Todos venderam algumas melancias pelo mesmo preqo até o meio da. Depois
disso, s trés baixaram o prego, mas continuaram vendendo [or preqos iguais.
Quando voltaram para caa, apos venderem todas as melancias, cada um tinha a
mesma quantia de dinheiro; 35 mil cruzeiros. Por quanto foi vendida cala
melancia antes e gp6s 0 meio-dia?

Solucéo de Diégo Veloso Uchéa (Teresina - Pl)
Sgam A,A, e A, os vendedores que venderam 10, 16 e 26 melancias

respedivamente, X, a quantidade de melancias que o vendedor A vendeu antes
domeio da ey o prego antesdomeio da e Yy, 0 preco apés o meio dia

Portanto, teremos:

0) yOk +(10-x,)y, =35000

Hl) yx, +(16-x,) O, = 35000

Hiy yx, +(26-x,) Gy, = 35000

Del) ell)

0 yl:qxl) + (10_ X1)y1 =ylx, + (16_ Xz)yl O y(xl - Xz) = (6+ X~ Xz)yl
Analogamente de II), Ill) e 1), lll) teremos Y(X, —X;) = (16+X, —X;)y,e
y(X, = %;) = (10+ X%, = X;) Oy
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X=X, =W y W, = (6+w) 0y,
Fa@(x, =X, =w, O |y, =(16+w,) 0y, O
X, =X =W, y O, = (10+w;) Oy,

ywvlz (6+W1)|:yl D 16+W2:6+W1D E"'&D E_F&D

y wvz (16 + WZ) I:yl W2 Wl W2 W2 Wl Wl

16 _ 6 8 _ 3. ) ~

— =—1[0 — =—;Imagine, agora, essas duas fracBes nas suas formas

W2 Wl W2 Wl
irredutiveis e @mo os seus numeradores deverdo ser iguais e 0 nimero 8 réo tem

7

o faor “3" entdo w, é multiplo de "3'0 w, =3k(comkON)se
k10 w, 260 w, 216 (Absurdol pos W, =X —X, <10, pas
X <10)logok=1ew, =30 w, =8 e w, =5. Como todas os vendedores
venderam algumas melancias antes e gds 0 meio dia temos que 1< x, <9 e
1<X,<25masw, =X, - X =80 X;=1ex, =90 X%, =6.

Lembrando qee y[W, =(6+w,) [y, 0 y=30y, e asim substituindo em 1)
3y, X, +(10-9) 0oy, =350000] 28y, =350000] y, =1250 cruzeiros e
y = 3750 cruzeiros.

Seguimos aguardando a solucao do problema 48 publicado na EUREKA! Ne. 9
Agradecemos também o envio das soluges e a colaboracao de:

Carlos A.Gomes (Natal - RN)
Carlos Alberto da Silva Victor (Nilopolis — RJ)
Carlos Rodrigo Mendes Lima (Rio de Janeiro - RJ)

Diego Alvarez Aratjo Correia (Fortaleza - CE)
Einstein do Nascimento Junir (Fortaleza — CE)
Fernando Carvalho Ramos (Santa Maria - RS)
Formiga (Sao Paulo - SP)
Geraldo Perlino (Itaparica da Serra - SP)
Geraldo Perlino Junior (Sao Paulo - SP)
Gilbert R. Johnson (EUA)

Luciano Nunes Prudente (Rio de Janeiro - RJ)
Manuel Murillo Tsijli (Costa Rica)
Osvaldo Melo Sponquiado (Olimpia - SP)

Paulo de Souza Sobrinho (Natal - RN)

Rodrigo Roque Dias (Sao Paulo - SP)
Vicente Wilson Moura Gaeta (Manaus - AM)
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PROBLEMAS PROPOSTOS

<] Convidamos o leitor a enviar solugbes dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para os proximos numeros.

52) Quatro retas se interceptam formando quetro trigngulos conforme afigura
abaixo.

C
B

a) Prove que as circunferéncias circunscritas aos quatro tridngulos possuiem um
porto em comum.

b) Prove que os centros dessas quatro circunferéncias 8o conciclicos (i.e. existe
uma drcunferéncia que passa por todos eles).

53) Prove que num circulo convexo dado e para 0 mesmo nimero de lados. O
poligonoregular inscrito € aquele aja superficie émaxima.

54) Sgam (X,) a sequéncia definida por X, =2,X,,, =2™,0n=1e (y,) a
seqiéncia definida por 'y, = 2001y ,, =2001% ") On=>1.Prove que

existe ¢ natural tal que Yy, < X
com essa propriedade.

para todo NN e determine 0 menor ¢

n+c

55) Sga S o conjunto de pontos interiores de uma eferade raio 1 e C o conjunto
de pontos interiores de um circulo também de raio 1. Existe dguma funcéo

f:S-C td que d(AB)<d(f(A),f(B)) paa quaisquer pontos
A, B S?(d (A, B) denotaadistancia euclidiana entre A e B).

Problema 52 proposto por Carlos Alexandre Gomes da Silva (Natal — RN), problema 53
proposto por Luis Farias Maia (Fortaleza - CE)
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AGENDA OLIMPICA

XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2e3
Primeira Fase — Sabado, 9 dejunho
Segunda Fase — Sabado, 1 d setembro
Terceira Fase - Sabado, 20de outubro (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 21 a outubro (niveis 2 e 3 - segundo da de prova).

NiVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase - Sabado, 1 de setembro
Segunda Fase — Sabado, 20e Domingo, 21 d& outubro

.
VIl OLIMPIADA DE MAIO
Sabado, 12 de maio
.

XLIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
lal4dejulho
Washington, Estados Unidos

¢

IV OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
Sabado, 6 de outubro

I X X4

Errata: O leitor Diego Alvarez Aratljo Correia, de Fortaleza — CE, naou un
erro tipogréfico ma pagina 45 da revista Eureka N°. 8. O enunciado correto do
Teorema 2 (Formula de inversdo de Mohius) é o seguinte;

Se paratodo n > 0temos g(n) = Z f (d) entdo, paratodon, f(n) = ;u(n/d)g(d).
din n
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