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É com grande satisfação que informamos a excelente participação do
Brasil na IMO. Pela primeira vez, os seis alunos da equipe ganharam medalhas,
sendo 4 de prata e 2 de bronze. Na soma dos pontos, o Brasil ficou à frente de
mais de 80% das nações representadas, incluindo muitos países de grande
tradição olímpica. Veja a prova nesta edição e mais detalhes sobre a IMO no site

http://imo.wolfram.com/

Isso só nos estimula ainda mais a fazer uma Eureka cada vez melhor e
que atinja um público cada vez maior. Gostaríamos de agradecer mais uma vez o
envio de grande número de problemas e soluções pelos leitores, o que é
importante para a Eureka!, e nos anima a continuar o trabalho de proporcionar
diversão e material de treinamento à nossa comunidade olímpica. Gostaríamos
ainda de dizer que continuamos contando com o envio de artigos pelos leitores.
Artigos para iniciantes são prioritários. São também prioritários artigos sobre
temas olímpicos que até hoje não apareceram na Eureka!, como Contagem,
Grafos (nível avançado), Funções (nível intermediário), Trigonometria aplicada à
Geometria (pode ser uma compilação de problemas). Traduções (devidamente
autorizadas, é claro) de artigos de boas revistas (com o mesmo perfil, é claro)
serão muito bem recebidas.

Finalmente agradecemos a valiosa ajuda dos professores Eduardo Tengan
e Carlos Shine e dos estudantes Alex Cardoso Lopes, Guilherme I. C. Fujiwara e
Rodrigo K. Yamashita na revisão da revista.

{x|�}>~���������}>|��
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 �����_��r���!��
Sara escreveu no quadro negro um número inteiro de menos de trinta algarismos
e que termina em 2.
Célia apaga o 2 do fim e escreve-o no início.
O número que fica é igual ao dobro do número que tinha escrito Sara.
Qual é o número que Sara escreveu?

 �����_��r���!��
Vamos pegar um retângulo ABCD de papel; o lado AB mede 5 cm e o lado BC
mede 9 cm.
Fazemos três dobras:
1- Levamos o lado AB sobre o lado BC e chamamos de P o ponto do lado BC

que coincide com A. Forma-se então um trapézio retângulo BCDQ.
2- Dobramos de forma que B e Q coincidam. Forma-se um polígono de 5 lados

RPCDQ.
3- Dobramos de novo fazendo coincidir D com C e Q com P. Forma-se um

novo trapézio retângulo RPCS.
Após fazer estas dobras, fazemos um corte perpendicular a SC pelo seu ponto
médio T, obtendo o trapézio retângulo RUTS.
Calcule a área da figura que aparece ao desdobrarmos o último trapézio RUTS.

 �����_��r���!��
Temos três caixas, uma azul, uma branca e uma vermelha, e 8 bolinhas. Cada
bolinha tem um número de 1 a 8, sem repetições. Distribuímos as 8 bolinhas nas
caixas, de maneira que há pelo menos duas bolinhas em cada caixa. Logo, em
cada caixa, somam-se todos os números escritos nas bolinhas contidas na caixa.
Os três resultados denominam-se soma azul, soma branca e soma vermelha,
segundo a cor da caixa correspondente. Encontre todas as possíveis distribuições
das bolinhas tais que a soma vermelha seja igual ao dobro da soma azul, e a soma
vermelha menos a soma branca seja igual à soma branca menos a soma azul.

 �����_��r���!��
Utilizando exclusivamente números primos forma-se um conjunto com as
seguintes condições:
1- Qualquer número primo de um algarismo pode estar no conjunto.
2- Para que um número primo de mais de um algarismo esteja no conjunto,

devem estar no conjunto o número que se obtém ao suprimir-lhe só o
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primeiro algarismo e também o número que se obtém ao suprimir-lhe só o último
algarismo.

Determine, entre conjuntos que cumpram estas condições, aquele que tem maior
quantidade de elementos. Justifique por que não pode haver um com mais
elementos.
Lembre-se de que o número 1 não é primo.

 �����_��r���!��
Num tabuleiro de 8 casas, como na figura abaixo, há inicialmente uma ficha em
cada casa.
Uma jogada consiste em escolher duas fichas e mover uma delas uma casa à
direita e a outra, uma casa à esquerda.
Se depois de 4 jogadas as 8 fichas estão distribuídas somente em 2 casas,
determine quais podem ser estas casas e quantas fichas há em cada uma delas.

� �$�x� �`�`{��`��� �$�
 �����_��r���!��
Na minha calculadora, uma das teclas de 1 a 9 está com defeito: ao pressioná-la
aparece na tela um dígito entre 1 e 9 que não é o correspondente.
Quando tentei escrever o número 987654321, apareceu na tela um número
divisível por 11 e que deixa resto 3 ao ser dividido por 9.
Qual é a tecla defeituosa? Qual é o número que apareceu na tela?

 �����_��r���!��
No trapézio ABCD, o lado DA é perpendicular às bases AB e CD. A base AB
mede 45, a base CD mede 20 e o lado BC mede 65. Seja P no lado BC tal que BP
mede 45 e seja M o ponto médio de DA.
Calcule a medida do segmento PM.

 �����_��r���!��
Num tabuleiro de 3 fileiras e 555 colunas, pintam-se de vermelho 3 casas, uma
em cada uma das 3 fileiras.
Se escrevemos nas casas, ordenadamente por fileiras, da esquerda para a direita,
os números de 1 a 1665 (na primeira fileira de 1 a 555, na segunda de 556 a 1110
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e na terceira de 1111 a 1665) há 3 números que ficam escritos nas casas
vermelhas.
Escrevemos nas casas, ordenadamente por colunas, de cima para baixo, os
números de 1 a 1665 (na primeira coluna de 1 a 3, na segunda de 4 a 6, na terceira
de 7 a 9,…, e na última de 1663 a 1665) há 3 números que ficam escritos nas
casas vermelhas.
Chamamos números vermelhos aos que em alguma das duas distribuições ficam
escritos nas casas vermelhas.
Diga quais são as 3 casas que devemos pintar de vermelho para que existam só 3
números vermelhos.
Mostre todas as possibilidades.

 �����_��r���!��
Em volta de um círculo situam-se dez moedas de 1 cm de raio como indicado na
figura abaixo. Cada moeda é tangente ao círculo e às duas moedas vizinhas.
Demonstre que a soma das áreas das dez moedas é o dobro da área do círculo.

 �����_��r���!��
No quadro negro estão escritos os números naturais desde 1 até 2001, inclusive.
Temos que apagar alguns números de modo que entre os que ficam sem apagar
seja impossível escolher dois números distintos tais que o resultado de sua
multiplicação seja igual a algum dos números que ficam sem apagar.
Qual é a quantidade mínima de números que devem ser apagados? Para esta
quantidade, apresente um exemplo que mostre quais números são apagados.
Justifique por que não obtemos a propriedade desejada se apagarmos menos
números.
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Enunciados e Resultado Brasileiro

A XII Olimpíada de Matemática do Cone Sul foi realizada na cidade de
Santiago do Chile no período de 1 a 6 de julho de 2001. Dela participaram alunos
de até 15 anos dos seguintes países: Argentina, Brasil , Chile, Equador, Peru e
Uruguai.

A equipe brasileira foi selecionada através de provas realizadas em março
e maio deste ano e foi li derada pelos professores Élio Mega e Carlos Yuzo Shine
de São Paulo - SP.

{ � }�|�õ]ö���÷�~��¡~�÷ �$ø õ���ù�}
ú`�û÷>|���ög}d����÷
ú ��ü�ý � ��þ�|>��}���þ¡~��ÿ�`÷�|������ÿ}�þ���������� �������������������
ú ��ü	� � õ���ö�
�}>���ÿ}��õ��j���x÷���÷ �$�`ü��]ü
ú ��ü	� � ÷�����|>|�÷�`÷���÷>ö��d÷>þ���}��Aõ�}>�������x~�} � ���ÿ÷ �$�`ü��]ü
ú ��ü	� � ÷���÷�}>ö��`÷��������`����÷��¡÷ { ��� {
�$�`�����$�g� {�� ��ü
ì�Ô?°r×! �"�¿�# & ¾*¶�´:³�Ç�·!Ñ%·�± ³*é
 �����_��r���!��
Em cada casa de um tabuleiro quadriculado 2000 × 2000 deve-se escrever um dos
três números: –1, 0 ou 1. Se, em seguida, somam-se os números escritos em cada
linha e cada coluna, obtêm-se 4000 resultados. Mostre que é possível preencher o
tabuleiro de modo que os 4000 resultados assim obtidos sejam todos distintos.

 �����_��r���!��
Tem-se uma sucessão a1, a2, a3, ..., an, ... de números inteiros positivos, com as
seguintes propriedades:
i) Todo número inteiro positivo aparece uma ou mais vezes na sucessão.
ii) a1 = 1
iii) a3n+1 = 2an + 1
iv) an+1 ≥ an

v) a2001 = 200

Calcule o valor de a1000.

Obs. O enunciado deste problema está incorreto, pois na verdade não existe tal
sequência (tente demonstrar isto!). Entretanto, se suprimirmos a condição i) é
possível resolver o problema (tente fazer isto também!).
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 �����_��r���!��
Três triângulos acutângulos estão inscritos em uma mesma circunferência, de
modo que seus vértices são nove pontos distintos. Demonstre que se pode
escolher um vértice de cada triângulo de maneira que os três pontos escolhidos
determinem um triângulo cujos ângulos sejam menores que ou iguais a 90o.

� �$�x� ���`{�� ��ü
ì�Ô�°r×! �"�¿$# & ¾*¶�´:³*Ç�·%Ñ!·*± ³�é

 �����_��r���!��
Um polígono de área S está contido no interior de um quadrado de lado a.
Demonstre que há pelo menos dois pontos do polígono que estão separados por
uma distância maior que ou igual a 

a
S .

 �����_��r���!��
Ache todos os números inteiros positivos m tais que  m + 2001⋅S(m) = 2m onde
S(m) representa a soma dos algarismos de m.

 �����_��r���!&%
Seja g uma função definida para todo inteiro positivo n, que satisfaz

i) g(1) = 1
ii) g(n + 1) = g(n) + 1 ou g(n + 1) = g(n) – 1 para todo n ≥ 1
iii) g(3n) = g(n) para todo n ≥ 1
iv) g(k) = 2001 para algum inteiro positivo k.

Ache o menor valor possível de k entre todas as funções g que cumprem as
condições anteriores e demonstre que é o menor.
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�����>F�p('$� #��  ����`_������!��
Antes de procurarmos uma maneira de preencher um tabuleiro 2000 × 2000,
vamos preencher um tabuleiro menor, digamos, 2 × 2.
Uma maneira de preenchê-lo é:

  1   – 1

  1   0

  → 1 soma: 0

  → 1 soma: 1

↓
soma:

2

↓
soma:

– 1

Vamos tentar preencher agora um tabuleiro 4 × 4. Para isso, aproveitamos o
tabuleiro 2 × 2. Para que as somas obtidos continuem iguais, colocamos 1's e –1's
desta forma:

  1

  – 1

  1

  –1

  → soma: 0

  → soma: 1

↓
soma:

2

↓
soma:

– 1

  –1   1   –1

  1   0   1

  1

  –1

Para completar o trabalho, basta preencher o subtabuleiro 2 × 2 do canto inferior
direito:

  1

  – 1

  1

  –1

  → soma: 0

  → soma: 1

↓
soma:

2

↓
soma:

– 1

  –1   1   –1

  1   0   1

  1

  –1

  1   0

  1  – 1

  → soma: 3

  → soma: –2

↓
soma:

4

↓
soma:

– 3
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Observe que podemos preencher um tabuleiro (2k + 2) × (2k + 2) a partir de um
tabuleiro 2k × 2k.  Digamos  que  no  tabuleiro  2k × 2k  as  somas  sejam  iguais a
– (2k – 1), – (2k – 2), …2k. Para preencher um tabuleiro (2k + 2) × (2k + 2),
colocamos o tabuleiro 2k × 2k no canto superior esquerdo, preenchemos as 2k
primerias casas da 2k + 1-ésima linha e da 2k + 1-ésima coluna con 1's e as 2k
primeiras casas da 2k +-ésima linha e da 2k + 2-ésima coluna com –1's. No canto
interior direito preenchemos da mesma forma que anteriormente:

2k × 2k

…

…

1 –1

1 –1

1

1

1

11 1

–1 –1 –1 –1

0

–1

) )

→ soma:2k + 1

→ soma: –2k

 (A)

  (B) ↓
soma
2k + 2

↓
soma

     –(2k + 1)

Nas linhas e colunas em (A) e (B)
temos as somas de –(2k – 1) a 2k

Assim, temos todas as somas de (2k + 1) a 2k + 2. Logo é possível preencher um
tabuleiro 2n × 2n para todo n natural não nulo; em particular, o tabuleiro 2000 ×
2000.

�����>F�p('$� #��  ����`_������!��
O enunciado do problema está incorreto: Vamos mostrar que não existe uma tal
sucessão.
Temos que nn aa =+1  ou 11 +=+ nn aa (observe que, se ,21 +≥+ nn aa  o número

inteiro positivo 1+na não apareceria na sucessão).

O número da forma 3n + 1 mais próximo de 2001 é 2002 = 3⋅ 667 + 1.
Além disso, 20020012002 == aa ou .201120012002 =+= aa

Sendo ,12 6672002 += aa  temos que a2002  é ímpar, logo a2002 = 201. Assim, 2a667 +

1 = 201 ⇔ a667 = 100. Mas 667 = 3 ⋅ 222 +1, e temos 2a222 + 1 = 100 ⇔ a222 =

2

99
, que não é inteiro. Contradição.

Três alunos da delegação brasileira deram uma solução equivalente à anterior.
Alguns alunos argentinos resolveram o problema ignorando a condição (i).
Mostremos que é possível calcular a2000 sem util izar a condição (i).
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De (iv), indutivamente mostra-se que nm aa ≥  para m ≥ n.
Aplicando (iii) temos:

311212 11134 =+⋅=+== +⋅ aaa

713212 314313 =+⋅=+== +⋅ aaa

1517212 13113340 =+⋅=+== +⋅ aaa

31115212 401403121 =+⋅=+== +⋅ aaa

63131212 12111213364 =+⋅=+== +⋅ aaa

127163212 364136431093 =+⋅=+== +⋅ aaa

Logo 127100010931000 ≤⇔≤ aaa (I)

Agora estudemos a3. Seja ka =3 . Temos:

1212 313310 +=+== +⋅ kaaa

341)12(212 10110331 +=++=+== +⋅ kkaaa

781)34(212 31131394 +=++=+== +⋅ kkaaa

15161)79(212 941943203 +=++=+== +⋅ kkaaa

31321)1526(212 28312833650 +=++=+== +⋅ kkaaa

63641)3132(212 850185032561 +=++=+== +⋅ kkaaa

Como ,20012551 aa ≥  temos .32006364 ≥⇔≥+ kk  Mas .343 ≤⇔≤ kaa  Logo

k = 3 e, portanto, .12731332850 =+⋅=a  Desta forma 1271008501000 ≥⇔≥ aaa (II).
De (I) e (II), temos a1000 = 127.

�����>F�p('$� #��  ����`_������!��
Sejam A1 A2 A3, B1 B2 B3 e C1 C2 C3 os triângulos. Tome o ponto A1 e trace o

diâmetro 1AA  que passa por A1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que,
dentre os pontos B1, B2, B3, C1, C2 e C3, o mais próximo de A é B1 e que, dentre os

pontos C1, C2 e C3, o mais próximo de A, contido no arco 1

∩
AA  que contém B1 é

C1.
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 C1

 B1

 A A1

 C

 O

O diâmetro C1 C que passa por C1 divide a circunferência em dois arcos. Se C1,
C2 e C3 estivessem no arco que contém A1, teríamos que o maior ângulo do

triângulo C1C2C3 seria maior ou igual a °=°
90

2

180
, o que não é possível. Logo

existe um ponto, Ci no arco que contém B1. Sendo C1 o mais próximo de A, e

como 
∩

1AC que contém B1, temos que Ci pertence ao arco
∩

CA.
Temos então que o triângulo A1B1Ci satisfaz as condições do enunciado, pois

,90
2

)(

2

)( 111
11 °=<=






∩∩
∩ AAmABm

BCAm aa
i °=≤=

∩∩
∩

90
2

)(

2

)(
)( 11

11

AAmACm
CBAm i

i

e .90
2

)(

2

)(
)( 11

11 °=<=
∩∩

∩ CCmBCm
BACm i

i  Observe que o triângulo é retângulo

se, e somente se, Ci = A.

Obs. Como o número total de pontos é 9, que é ímpar, podemos escolher um
deles (que será o A1) cujo antípoda não é nenhum dos outros pontos.
Nossa solução mostra então que é possível obter um triângulo acutângulo AiBjCk.

�����>F�p('$� #��  ����`_������!��
Suponha, por absurdo, que quaisquer dois pontos do polígono estejam separados
por uma distância menor que S/a.
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  x

  y

  a

  b

Consideramos o ponto mais à esquerda e mais à direita x e y do nosso polígono.
Se b é a diferença de suas abscissas, o polígono está contido num retângulo de
lados b e a.
Temos claramente S ≤ ab, donde b ≥ S/a.

Como claramente ,bxy≥  temos um absurdo e o resultado está provado.

�����>F�p('$� #��  ����`_������!��
Temos m + 2001 S(m) = 2m ⇔ 2001 S(m) = m. Assim, m é divisível por 3 e
conseqüentemente S(m) também o é. Logo S(m) = 3k, para algum k inteiro, e
m = 2001 ⋅ 3k = 9 ⋅ 667k é divisível por 9. Desta forma, 9 divide S(m).
Seja n o número de algarismos de m. temos que S(m) ≤ 9n (cada algarismo é
menor ou igual a 9), assim 2001S(m) ≤ 18009n ⇔ m ≤ 18009n.

Mas n

n

m 100...100
zeros  1

=≥
− *+,

, logo .1800910 nn ≤

Esta última desigualdade só é válida para n ≤ 6. Assim, S(m) ≤ 9 ⋅ 6.
Como S(m) é divisível por 9, temos S(m) = 9, 18, 27, 36, 45 ou 54. Temos
S(m) = 9 ⇒ m = 9⋅2001 = 18009, o que não é possível pois 1+8+0+0+9 = 18.
S(m) = 18 ⇒ n = 18⋅2001 = 36018.
S(m) = 27 ⇒ m = 27⋅2001 = 54027, o que não é possível pois 5+ 4+0+2+7 = 18
S(m) = 36 ⇒ m = 36⋅2001 = 72036, o que não é possível pois 7+2+0+3+6=18
S(m) = 45 ⇒ m = 45⋅2001 = 90045, o que não é possível pois 9+0+0+0+4+5=18
S(m) = 54 ⇒ m = 54⋅2001 = 108054, o que não é possível pois 1+0+8+0+5+4=18

Logo a única solução é n = 36018.
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�����>F�p('$� #��  ����`_������!&%
Queremos encontrar o menor valor de k tal que g(k) = 2001. Assim, seja ak o
menor valor tal que g(ak) = n. Desta forma, devemos calcular a2001.
Temos g(1) = 1, logo a1 = 1. Podemos tomar g(2) = 2, logo a2 = 2. Observe que
nesse caso g(3) = g(1) = 1 e g(6) = g(2) = 2. Podemos tomar g(4) = 2 e g(5) = 3,
logo a3 = 5.
Considere  g(k)  e  g(k + 1).  Temos g(3k) = g(k)  e  g(3k + 3 ) = g(k + 1).  Assim,
g(3k + 3) = g(3k) + 1 ou g(3k + 3) = g(3k) – 1. Desta forma, g(3k +1) e g(3k + 2)
são  no  máximo  iguais  a  g(k) + 1  ou  g(k + 1) + 1.   Por exemplo,  se g(4) = 2 e
g(5) = 3, temos g(12) = 2 e g(15) = 3. Tomando g(13) = 3 e g(14) = 4, temos que
a4 = 14.
Note que, como g(k) ≤ 2 para k ≤ 4, temos g(k) ≤ 3 para k ≤ 12.
Assim, podemos encontrar an + 1 em função de an. Temos que g(an – 1) = n – 1
pois g(an – 1 ) < n (se g(an – 1) > n, existiria k < an tal que g(k) = n, o que
contradiz a hipótese de an ser mínimo. Assim, g(3(an – 1) = n – 1 e g(3an) = n.
Para k ≤ an – 1, temos g(k) ≤ n – 1, logo g(k) ≤ n para k ≤ 3(an – 1). Podemos
tomar g(3an – 2) = n   e  g(3an – 1) = n + 1. Logo an + 1 = 3an – 1.
Note que temos "quase" uma progressão geométrica. Se somarmos um número x

de cada lado da igual dado, temos . 
3

1
33 11 





 −+=+=+ −+

x
axaxa nnn  Se

fizermos ,
2

1

3

1 −=⇔−= x
x

x  temos . 
2

1
3

2

1
1 





 −=





 −+ nn aa  Sendo ,

2

1−= nn ab

temos bn+1 = 3bn, ou seja , bn é uma progressão geométrica de razão 3. Logo bn =

b1 ⋅ 3n – 1. Como ,
2

1

2

1
11 =−= ab  temos

 .
2

13

2

3

2

1

2

3 111 +=⇔=−⇔=
−−− n

n

n

n

n

n aab  Para n = 2001, temos .
2

132000 +=na

Obs. A função g que construímos é tal que g(k) é o maior possível, para todo k, e
é obtida da seguinte forma: Primeiro observamos que todo natural n pode ser

escrito de maneira única como kk
kkkn εεεε +⋅++++= −

−− 3...333 1
2

2
1

1 , com

}1,0,1{−∈jε  para kj <≤0 (onde k é tal que )
2

13

2

13 1 +<≤+ +kk

n . Temos então

∑
−

=

+=
1

0

1)(
k

j
ing ε  ,ou seja, g(n) é o número de termos não nulos na representação

acima.
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Enunciados e Resultado Brasileiro

A XLII Olimpíada Internacional de Matemática foi realizada na cidade
de Washington – DC, USA no período de 1 a 14 de julho de 2001 e teve a
participação de 85 países.

A equipe brasileira foi selecionada através de provas realizadas em março
e maio deste ano e foi li derada pelos professores Nicolau C. Saldanha (Rio de
Janeiro – RJ) e Antonio Caminha Muniz Neto (Fortaleza - CE).
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 �����_��r���!��
Seja ABC um triângulo acutângulo com circuncentro O. Seja PA uma altura do
triângulo com P no lado BC.

Considere que °+≥ 30ˆˆ CBAACB .

Prove que °<+ 90ˆˆ POCBAC .

 �����_��r���!��
Prove que

1
888 222

≥
+

+
+

+
+ abc

c

cab

b

bca

a

para quaisquer números reais positivos a, b, e  c.
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 �����_��r���!��
Vinte e uma meninas e vinte e um meninos participaram numa competição
matemática.
• Cada participante resolveu no máximo seis problemas.
• Para cada menina e cada menino, existe pelo menos um problema que foi

resolvido por ambos.
Prove que existe um problema que foi resolvido por pelo menos três meninas e
pelo menos três meninos.

� �$�x� ���`{�� ��ü
ì�Ô�°r×! �"�¿$# a ¾*¶�´:³*Ç�·%Ñ!·*± ³�é

 �����_��r���!��
Seja n um inteiro ímpar maior do que 1 e sejam nkkk ,...,, 21  inteiros dados. Para

cada uma das n! permutações },,...,2,1{  de  ),...,,( 21 naaaa n=  defina

∑
=

=
n

i
ii akaS

1

.)(

Prove que existem duas permutações b e c, b ≠ c, tais que n! é um divisor de
).()( cSbS −

 �����_��r���!��
Num triângulo ABC, seja AP a bissectriz de CAB ˆ  com P no lado BC, e seja BQ a

bissectriz de CBA ˆ  com Q no lado CA.

Sabemos que °= 60ˆCAB e que AB + BP = AQ + QB.
Quais são os possíveis valores dos ângulos do triângulo ABC?

 �����_��r���!&%
Sejam a, b, c, d inteiros com a > b > c > d > 0. Considere que

).)(( cadbcadbbdac +−+−++=+

Prove que ab + cd é um número primo.
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♦ XZY []\�^`_ a�b cdb ePa�f�\(g
A Torre de Hanói é um dos quebra-cabeças matemáticos mais populares. Ele foi
inventado por Edouard Lucas em 1883.

ý �
 
� }�h>÷�|

As peças são n discos de tamanhos diferentes e todos com um furo em seu centro
e três pinos onde são colocados os discos. Certamente podem ser encontrados em
qualquer loja de brinquedos.

� �
 
� }�����÷�|
}
� 0 ��}>��������|
~����g�����

Inicialmente os discos formam uma torre onde todos são colocados em um dos
pinos em ordem decrescente de tamanho.

Devemos transferir toda a torre para um dos outros pinos de modo que cada
movimento é feito somente com um disco, nunca havendo um disco maior sobre
um disco menor.

� �
 
ü�� }�����õ�þ]��÷ ø õ]}�|>}�� 3 �>÷dö�÷>~�÷

Queremos saber qual é o menor número de movimentos necessários para resolver
uma torre de Hanói com n discos.

Há uma história (imaginada pelo próprio Edouard Lucas) sobre a torre de Hanói:

No começo dos tempos, Deus criou a Torre de Brahma, que contém três pinos de
diamante e colocou no primeiro pino 64 discos de ouro maciço. Deus então
chamou seus saserdotes e ordenou-lhes que transferissem todos os discos para o
terceiro pino, seguindo as regras acima. Os sacerdotes então obedeceram e
começaram o seu trabalho, dia e noite. Quando eles terminarem, a Torre de
Brahma irá ruir e o mundo acabará.
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Para resolver um problema (não só este, mas vários outros problemas na
matemática) que envolve n coisas, ajuda ver o que acontece para valores
pequenos de n. Vejamos alguns casos.
• n = 1. Fazemos

1 movimento foi suficiente.

• n = 2. Fazemos

3 movimentos deram.

• n = 3. Fazemos

7 movimentos deram.

Mas é claro que não podemos fazer só isso. Não podemos ficar observando o que
acontece para todos os valores de n! Então temos que começar a tirar algumas
conclusões.
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Vamos olhar o caso n = 3 mais perto. Observe os três primeiros movimentos:

Note que o que fizemos foi mesmo para resolver o caso n = 2. O próximo
movimento foi

Isto é, passamos o disco maior para o pino sem discos.
Agora, veja os três últimos movimentos:

Novamente fizemos o mesmo que foi feito para o caso n = 2, só que transferindo
agora a "subtorre" para o pino onde estava o disco maior.
Agora, imaginemos uma torre com n discos. Imagine também que sabemos
resolver o problema com n – 1 discos.

 n discosk

Podemos transferir os n – 1 discos de cima para um pino vazio:

     n – 1
    discosk k

vários movimentos
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Depois passamos o disco maior para o outro pino vazio:

l

Por fim, colocamos os n – 1 discos menores sobre o disco maior:

  n – 1
 discos mm

vários movimentos

Assim, podemos resolver o problema com n discos. Por exemplo, para resolver o
problema com 4 discos, transferimos os 4 – 1 = 3 discos de cima para um pino
vazio (já sabemos fazer isso!), depois passamos o disco maior para o outro pino
vazio e por fim colocamos os 3 discos sobre o disco maior. Para resolver o
problema com 5 discos, transferimos os 5 – 1 = 4 discos de cima para um pino
vazio (acabamos de aprender a fazer isso!), e assim por diante.

4 �
 
�`÷�þ�~��¡þ����¡}�÷>��| 0 �]��|

Voltemos à pergunta que será calada: queremos saber o número mínimo de
movimentos necessários para resolver uma torre de Hanói com n discos. Vamos
dar um nome para este número, digamos Tn. Assim, o número mínimo de
movimentos necessários para resolver um problema com 1 disco é T1, com 2
discos é T2,  com  2001  discos  é  T2001,  com  ♥  discos  é T♥, e,  em  especial,
com  n – 1 discos é Tn – 1.

n �
 
�$��ö���÷>þ�~��ÿ÷>�ÿù���� 0 ö�}���÷

Já vimos que podemos resolver o problema da seguinte forma:

  n – 1
 discoso o

vários movimentos
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p

  n – 1
 discos pp

vários movimentos

Vamos ver quantos movimentos são necessários neste modo de resolver o
problema. Precisamos de Tn – 1 movimentos para movimentar os n – 1 primeiros
discos, mais um para movimentar o disco maior e mais Tn – 1 para colocar os n – 1
discos sobre o disco maior. Assim, precisamos de Tn – 1 + 1 + Tn – 1 = 2Tn – 1 + 1
movimentos. Mas não sabemos se este modo de resolver o problema usa o menor
número de movimentos; poderia haver outro modo que use menos movimentos.
Como o menor número de movimentos é Tn, temos:

12 1 +≤ −nn TT                                                  (I)

Provemos que na verdade .12 1 += −nn TT  Para isso, mostraremos que

12 1 +≥ −nn TT  (lembre-se de que se baba ≥≤   e  então a = b). Esta
aparentemente estranha maneira de se demonstrar que uma coisa é igual a outra é
na verdade bem comum em vários problemas. Muitas igualdades podem ser
obtidas a partir de desigualdades.
Considere agora, então, o disco maior. Ele vai ter que sair da torre inicial uma
hora. Mas para ele sair, é preciso que os outros n – 1 discos saiam de cima dele! E
mais, se quisermos mudá-lo de lugar ele vai ter que ir para um pino vazio, pois
ele não pode ficar sobre nenhum dos outros discos por ser o maior (que trabalho
esse disco dá!)! Logo precisamos transferir os n – 1 discos para um pino só, o que
requer no mínimo Tn – 1 movimentos. Para mudarmos ele de lugar, precisamos, é
claro, de mais um movimento. E depois, para colocarmos os n – 1 discos sobre o
disco maior precisamos no mínimo mais Tn – 1 movimentos. Assim, para resolver
o problema precisamos na verdade de no mínimo 121 111 +=++ −−− nnn TTT

movimentos. Logo
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12 1 +≥ −nn TT                                                  (II)
Assim, de (I) e (II),

12 1 += −nn TT                                                 (* )

Assim, como 11 =T  (é só ver o caso n = 1), podemos, fazendo n = 2, concluir que

311212 12 =+⋅=+= TT (exatamente como achamos antes!! ) e, fazendo n = 3,

descobriríamos que 713212 23 =+⋅=+= TT (que coisa!). Para n = 4, acharíamos

.1517212 34 =+⋅=+= TT  Se quiséssemos então nT  para um valor qualquer de

n, devemos ter todos os valores de kT  para k = 1, 2, …, n – 1, mas com certeza é
possível calcular. Uma seqüência deste tipo (isto é, tal que para calcular um dos
valores usamos os valores anteriores) é chamada recorrente e a equação que
relaciona os termos da seqüência é chamada de relação de recorrência (no caso,
temos que (*) é uma equação de recorrência).1

Poderíamos parar por aqui (pois já sabemos como calcular os valores de nT ), mas

encontraremos uma fórmula para nT  que não depende de seus valores anteriores
(tal fórmula é costumeiramente chamada fórmula fechada). Nem sempre se pode
(e quando se pode, pode ser bem difícil) fazer isso com uma relação de
recorrência, mas com esta em particular pode ser feita.
Observe que temos "quase" .2 1−= nn TT  Vamos ver se podemos acertar isso. Se
somarmos um número x aos dois lados da equação (*), temos






 ++⋅=+⇔++=+ −− 2

1
212 11

x
TxTxTxT nnnn

Se fizermos 12/)1( =⇔+= xxx  e sendo ,1+= nn TA  temos

1
1

3
3

3
2

2
2

21 2...2222222 AAAAAAA n
nnnnnn

−
−−−−− ===⋅==⋅==

Como ,211111 =+=+= TA  temos .2n
nA =  Assim,

12121 −=⇔+=⇔+= n
nn

n
nn TTTA

Assim, precisamos de 12 −n movimentos para resolver o problema da torre de
Hanói com n discos. Ou seja, os sacerdotes precisarão de 1264 −  movimentos.
Mesmo se eles fizessem um movimento por segundo, eles precisariam de mais de
500 bilhões de anos!! Podemos ficar tranqüilos por enquanto.

1  Para outros comentários e resultados sobre recorrência veja o artigo "Equações de Recorrência",
de Héctor Soza Pollman, publicado na revista Eureka! No. 9
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Os  alunos  mais  observadores  devem  ter  notado  de  antemão  que  12 −= n
nT

bem antes, quando calculamos nT  para valores pequenos de n. Ter essa percepção

é bom, mas só perceber que 12 −= n
nT  não é suficiente.

É preciso provar que esta relação realmente é verdadeira. As aparências podem
enganar!! Por exemplo, considere a seqüência

n
nnnn

an +−−−=
!2001

)2000)...(2)(1(

(lembre-se : 2001! = 1⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ …⋅ 2001)
Temos .2000,...,2,1 200021 === aaa Isto poderia nos levar a crer que ,nan =
não? Pois veja quanto vale 2001a  e você terá uma bela surpresa!

� -�}>�/��s����g��|
01. Encontre uma fórmula fechada para cada uma das relações de recorrência a

seguir:

a) 0 ,43 11 =+= − aaa nn

b) 5 ,32 11 =+= − bbb nn

02. (Prova de Seleção para a IMO e Olimpíada Iberoamericana 2001, adaptada)
Seja f uma função de t  em t  tal que, para todos x, y, z reais,

)32(3)()()( zyxfxzfzyfyxf ++≥+++++
a) Mostre que )0()( faf ≥ para todo a real.u�v

 Mostre que )0()( faf ≤ para todo a real e conclua que as funções f onde

)0()( faf = são as únicas soluções do problema.

{ 0 |�}>�/�>÷�h�rd�$w
A grosso modo, uma função f de um conjunto A em um outro conjunto B, é uma
relação que toma cada elemento x de A e o transforma em um elemento f(x) de B.
As equações de recorrência que acabamos de estudar são exemplos de funções de
N em R.

03. Na torre de Hanói, suponha que em vez de transferir a torre para um dos
pinos, você tenha que transferir a torre para cada um dos outros pinos uma
vez. Encontre o número mínimo de movimentos para resolver esse problema.
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O que desejamos mostrar com esse texto é o potencial significativo da

trigonometria para resolver problemas de olimpíadas de matemática,
principalmente quando combinada com algumas desigualdades.
Esse texto, após a resolução de cada exemplo, apresenta um esquema da mesma,
um Guia de Resolução, o qual busca facilitar o entendimento geral do que foi
feito. Caso o leitor queira tentar resolver tais exemplos antes de conhecer a
resolução descrita aqui, poderá recorrer a este guia, como instrumento auxiliar.

Vamos aos exemplos.

�*<����! ��>�C�
:  (Seleção para IMO 99 – Brasil )   Para   reais  positivos  satisfazendo

a + b + c = abc, mostre que 
2

3

1

1

1

1

1

1
222

≤
+

+
+

+
+ cba

, e determine

quando a igualdade ocorre.

���������>F�p('$���
A idéia básica para resolver esse problema é fazer uso da transformação de um
número real em tangente de outro. Isso vem do simples fato de que qualquer
número real a pode ser representado pela tangente de outro número real α
pertencente ao intervalo (–π/2, π/2), sendo tal α único – isso é explicado pelo fato
da função tangente, nesse intervalo, ser bijetora e ter como imagem todo o
conjunto  dos  números  reais. E  sendo  ainda  a  um real positivo, podemos fazer
a = tg α, α ∈ (0, π/2).

Agora, podemos perguntar: por que essa transformação nos seria útil? Isso é
respondido se percebermos que a partir da conhecida identidade trigonométrica

1+ tg²α = sec²α, obtemos o seguinte resultado:  �∈∀=+ ααα ,cos1/1 2tg ,

ππα k+≠
2

, com o qual podemos simpli ficar a desigualdade a ser provada. É

claro que se o estudante não tem o devido costume com essas fórmulas, ele,
provavelmente, não as reconheceria e nem pensaria em utili zar a transformação



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°11,  2001

25

para tangente. Mas é aí que entra a relevância da trigonometria . Agora podemos
prosseguir com a resolução.
Façamos a = tg α, b = tg β e c = tg γ, onde α, β, γ  ∈ (0, π/2). Temos então que

tg α + tg β + tg γ = tg α.tg β.tg γ  (1) . Como �∈∀=+ ααα ,cos1/1 2tg ,

ππα k+≠
2

,  então o que devemos mostrar agora é que cos α + cos β + cos γ

≤  3/2 para quaisquer α, β, γ ∈ (0, π/2) que satisfaçam a condição (1). Mas de (1)
vem que tg (α + β + γ ) = 0 (verifique! Dica: use a fórmula da tangente da soma
de três termos). Logo, como α , β,  γ ∈ (0, π/2), temos que α + β + γ  = π.
Para finalizarmos a demonstração, usaremos a seguinte forma especial da
desigualdade de Jensen (ver [4]): se uma função f é estritamente côncava (ver
observação abaixo) num dado intervalo (a,b), então

n

afaf

n

aa
f nn )(...)(... 11 ++

≥



 ++

,

para quaisquer ia  ∈ (a, b), ocorrendo a igualdade se e somente se os sai '  forem

todos iguais. E caso a função seja estritamente convexa (ver observação abaixo)
em um determinado intervalo a desigualdade muda de sinal.

Continuando, como a função cosseno é estritamente côncava no intervalo (0,π/2),
temos que:

,
2

3
coscoscos

2

1

3
cos

3
cos

3

coscoscos ≤++⇔=




=





 ++≤++ γβαπγβαγβα

para quaisquer α, β, γ ∈ (0,π/2), ocorrendo a igualdade se e somente se α = β = γ
= π/3 ⇔ a = b = c = tg π/3 = 3 , concluindo a demonstração.

\�F�� �#$�
�$��������F$p�'����
• A transformação de um número real em tangente de outro e o uso da fórmula

1+ tg²α =sec²α .
• Uso da propriedade dada no enunciado, para encontrar outra de melhor

proveito.
• Uso de uma forma especial da desigualdade de Jensen.
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{ 0 |��z�
 Formalmente, uma função f : I → � , onde I ⊂ �  é um intervalo, é

estritamente côncava se 
2

)()(

2

yfxfyx
f

+>




 +

, para quaisquer x, y distintos

em I. E é estritamente convexa se 
2

)()(

2

yfxfyx
f

+<




 +

, para quaisquer x, y

distintos em I. Uma maneira geométrica de identificar funções estritamente
côncavas ou convexas é observar a forma do gráfico das mesmas: se o gráfico for
uma curva com concavidade voltada para baixo, a função é estritamente côncava,
e se a concavidade for voltada para cima, é estritamente convexa. Como
exemplos de funções estritamente côncavas, temos a função f(x) = cos x no
domínio (0,π/2) e as funções logarítmicas cujas bases são maiores do que 1. E de
funções estritamente convexas temos a função f(x) = tg x no domínio (0,π/2) e a
função f(x)=1/sen x, com x em (0,π). (Como exercício, classifique outras funções
conhecidas em estritamente convexas ou côncavas).
É importante o leitor ver as referências [2] e [4], onde encontram-se definições e
resultados mais precisos e genéricos, além das demonstrações.

O próximo exemplo, da IMO de 1996, é tido por alguns matemáticos interessados
em olimpíadas (ver [1]), como o problema mais difícil já proposto em IMO’s. É
um problema de geometria associado a desigualdade (algo bastante explorado em
olimpíadas).

�*<����! ��>� �
: (IMO 96) Seja ABCDEF um hexágono convexo tal que AB é paralelo

a DE, BC é paralelo a EF e CD é paralelo a FA. Sejam RA, RC, RE os raios das
circunferências circunscritas aos triângulos FAB, BCD, DEF respectivamente, e
seja p o perímetro do hexágono. Prove que

2

p
RRR ECA ≥++  .

���������>F�p('$���
Algo nesse problema já nos insinua a usar a trigonometria, você percebe? O fato
dele relacionar raio de circunferência circunscrita com lado (que tem a ver com o
perímetro) faz-nos lembrar da conhecida lei dos senos, que afirma: dado um

triângulo ABC, temos que R
senC

AB

senB

AC

senA

BC
2=== , onde R é o raio da

circunferência circunscrita ao triângulo dado (como exercício, prove-a). Daí,
portanto, podemos agora não mais trabalhar com os raios dos triângulos citados,
mas sim com algumas diagonais do hexágono. Isso porque, pela lei dos senos,
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obtemos que BF = 2RA.sen BAF
∧

, BD = 2RC.sen DCB
∧

, FD = 2RE.sen FED
∧

 (ou
seja, encontramos uma relação entre os raios citados no problema e algumas
diagonais do hexágono, o que facil itará o nosso trabalho).
A próxima parte da resolução do problema é a que exige uma maior dose de
criatividade por parte do estudante. Vejamos. Prolonguemos os lados paralelos
BC e EF do hexágono (vide figura 1). Por A e D tracemos perpendiculares aos
lados prolongados, obtendo o retângulo de vértices M, N, P e Q, ilustrados na
figura 1. Como MN e PQ são as menores distâncias entre pontos das retas
paralelas BC e EF (pois esses segmentos são perpendiculares às mesmas), temos
que BF ≥ MN e BF ≥ PQ ⇒ 2BF ≥ MN + PQ ⇒ 2BF ≥ AM + NA + DP + DQ ⇒

2BF ≥ AB.senB + AF.senF + CD.senC + DE.senE (1),

onde sen X denota o seno do ângulo interno de vértice X do hexágono, o qual é
igual ao seno do respectivo ângulo externo, pois os mesmos são suplementares.

F

A

B C

D

E

M

N Q

P

figura 1

Pela lei dos senos, nós já sabemos que BF/senA = 2RA . Então dividindo ambos os
lados da desigualdade (1) por senA, obtemos:

senA

senE
DE

senA

senC
CD

senA

senF
AF

senA

senB
ABRA ....4 +++≥  (I)

E de forma análoga, seguindo os mesmos passos com as diagonais BD e DF do
hexágono, obtemos:
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senC

senE
EF

senC

senA
AF

senC

senD
CD

senC

senB
BCRC ....4 +++≥  (ii)

senE

senF
EF

senE

senD
DE

senE

senC
BC

senE

senA
ABRE ....4 +++≥  (iii)

E agora, somando (I), (ii) e (iii), obtemos

....

...)(4






 ++





 ++





 ++

+




 ++





 ++





 +≥++

senA

senF

senC

senA
FA

senE

senF

senC

senE
EF

senE

senD

senA

senE
DE

senC

senD

senA

senC
CD

senC

senB

senE

senC
BC

senA

senB

senE

senA
ABRRR ECA

Agora observe que como os lados opostos do hexágono convexo são paralelos,
nós temos que os ângulos opostos do mesmo são congruentes. Assim, nós
obtemos: senA = senD; senB = senE; senC = senF.
Por conseguinte, nós temos que os fatores que estão multiplicando os lados do
hexágono na última desigualdade acima são da forma (z + 1/z), sendo z positivo
(pois o seno de um ângulo maior que 0º e menor que 180º é sempre positivo). E é
fácil verificar que z + 1/z ≥ 2, para todo z positivo. Assim nós obtemos:

ão.demonstraç  a  concluindo  ,
2

2)(4)(2)(4

p
RRR

pRRRFAEFDECDBCABRRR

ECA

ECAECA

≥++⇒

⇒≥++⇒+++++≥++

�$��� �&�W��W�~�~�����W����� �
• Uso da Lei dos Senos.
• Uso das construções: prolongamento de dois lados opostos e traçado de

perpendiculares pelos dois vértices restantes.
• Congruência dos ângulos opostos do hexágono convexo.
• Uso da desigualdade: z + 1/z ≥ 2, z > 0.

�d�$�~���~����� �
 (IMO 91) Seja ABC um triângulo e X um ponto interior do mesmo.

Prove que pelo menos um dos ângulos ∠XAB, ∠XBC, ∠XCA é menor ou igual a
30º.
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���~���$�����(�W���
Geralmente, em questões que envolvem um ponto num interior de um triângulo, é
útil traçarmos perpendiculares a partir desse ponto aos lados do triângulo. Vamos
utili zar isso.
Sejam P, Q, R os pés das perpendiculares traçadas por X aos lados BC, CA e AB,
respectivamente. Para facili tar, denotaremos por  α , β , γ  os ângulos do triângulo
(∠BAC, ∠CBA, ∠ACB) e por α’ , β’ , γ’ os ângulos ∠XAB, ∠XBC, ∠XCA.

 A

   B C

 R Q

 P

 X

figura 2

Nós temos que PX = BX.senβ’ = CX.sen(γ – γ’) ; QX = CX.senγ’ = AX.sen(α – α’ );
RX = AX.senα’ = BX.sen(β – β’) . Multipli cando essas três igualdades, nós
obtemos:

⇔=−−− ''.'.)'().'().'( γβαγγββαα sensensensensensen

1
'

)'()'(

'

)'( =−−−
γ

γγ
β

ββ
α

αα
sen

sen

sen

sen

sen

sen
.

Agora observe que a função AxsenA
senx

xAsen
xf coscot.

)(
)( −=−=  é

estritamente decrescente no intervalo (0, π), visto que a função cotangente é
estritamente decrescente nesse intervalo. Assim, se  α’ , β’ , γ’  forem todos
maiores que 30º, teremos que:

⇔
−−−

<
−−−

=
º30

)º30(

º30

)º30(

º30

)º30(

'

)'()'(

'

)'(
1

sen

sen

sen

sen

sen

sen

sen

sen

sen

sen

sen

sen γβα
γ

γγ
β

ββ
α

αα

8

1
º30º30º30)º30()º30()º30( =>−−− sensensensensensen γβα   (1)
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Mas, nós temos que:

( ) ( )

( ))º30(1
2

1

)º60cos(1
2

1
)º60cos()cos(

2

1
)º30().º30(

−−=

=−+−≤−+−−=−−

γ

βαβαβαβα

sen

sensen

Observe que essa última igualdade decorre do fato de (γ – 30º) ser complementar
a (α + β – 60º). Continuando, nós temos que:

( )

.
8

1

2

1
)º30(

4

1

2

1

)º30(.)º30(1
2

1
)º30()º30()º30(

2

≤














 −−−=

=−−−≤−−−

γ

γγγβα

sen

sensensensensen

Mas esta última desigualdade obtida contradiz (1), logo α’ , β’ , γ’ não podem ser
todos maiores do que 30º, o que encerra a nossa demonstração.

�$��� �&�W��W�~�~�����W�������
• Construção das perpendiculares a partir de X aos lados do triângulo e

obtenção da igualdade:
''.'.)'().'().'( γβαγγββαα sensensensensensen =−−− . Esses ângulos são

identificados no início da resolução.

• Observar que a função 
senx

xAsen
xf

)(
)(

−=   é estritamente decrescente.

• Supor, por absurdo, que todos os três ângulos são maiores do que 30º, e
chegar a uma contradição.

�d�$�~���~���¢¡d�
 Prove que, dentre quaisquer cinco reais y1 , y2 , y3 , y4 , y5 , existem

dois, que satisfazem:

1
1

0 ≤
+

−
≤

ji

ji

yy

yy
.
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Olhando para o termo do meio da desigualdade acima, o que ele nos faz lembrar?
Sem muita dificuldade, associamo-lo logo à formula da tangente da diferença.
Então mais uma vez façamos uso da transformação para tangente. Isto é, façamos
yi = tg xi, i = 1, 2, 3, 4, 5 , xi ∈ (–π/2, π/2).
Como tg 0 = 0 e tg π/4 = 1, devemos ter agora:

( )
4

0
4.1

0
ππ

tgxxtgtgtg
tgxtgx

tgxtgx
tg ji

ji

ji ≤−≤⇔≤
+

−
≤ .

E ainda, como no intervalo (–π/2, π/2) a função tangente é sempre crescente,

obtemos 
4

0
π≤−≤ ji xx . Agora o que temos que provar é que existem dois

dentre os cinco xi’ s  que satisfazem esta última desigualdade. Para isso, usamos o
conhecido Princípio da Casa dos Pombos. Dividamos o intervalo (–π/2, π/2) de
tamanho π em outros quatro intervalos de tamanho π/4. Assim, pelo princípio
citado, dois dentro os cinco xi’s estarão no mesmo intervalo, os quais vão
satisfazer a desigualdade pedida.

�$��� �&�W��W�~�~�����W�������
• Uso da transformação para tangente.
• Aplicação da tangente da diferença.
• Uso do Princípio da Casa dos Pombos.

Finalizamos esse texto com alguns problemas para o leitor exercitar o que foi
mostrado. É lógico que existe mais de uma solução para cada problema, mas
pede-se que o leitor tente resolvê-los utilizando a trigonometria e as
desigualdades mostradas ou outras conhecidas.

�d�$�~��£�¤¥£(� ���~�
¦ §

. (IMO 61) Prove que, para qualquer triângulo de lados a, b, c e área A, temos

que: Acba 34222 ≥++ .
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¦ ¨d©
 Prove que, dentre 13 números reais, existem dois, x e y, tais que:

( ) xyyx +−≤− 1.32 .

¦ � ©
 (OBM – 85) Um quadrilátero convexo está inscrito em uma circunferência de

raio unitário. Demonstre que a diferença entre seu perímetro e a soma de suas
diagonais é maior do que zero e menor do que 2.

¦ ¡ ©
 (Ibero-Americana 88) As medidas dos ângulos de um triângulo estão em

progressão aritmética e as medidas das alturas do mesmo também. Prove que o
triângulo é equilátero.

¦ ªd©
 (Putnam 78) Encontre a área de um octógono convexo que está inscrito em

uma circunferência e que tem que quatro lados consecutivos medindo 3 unidades

e os lados restantes medindo 2 unidades. Dê a resposta na forma r + s t , com r,
s e t inteiros positivos.

¦ «d©
 (Grã-Bretanha 84) O quadrilátero ABCD tem uma circunferência inscrita.

Para o lado AB nós associamos a expressão f(AB) = p1.(sen BAD
∧

) + p2.

(sen CBA
∧

), onde p1 e p2 são as medidas das perpendiculares traçadas de A e B,
respectivamente, até o lado oposto CD. Definimos f(BC), f(CD) e f(DA)
similarmente, usando para cada um as perpendiculares ao lado oposto. Mostre
que f(AB) = f(BC) = f(CD) = f(DA).

¦ ¬d©
 (IMO 91) Em um triângulo ABC, as bissetrizes AD, BE, CF encontram-se no

ponto I. Mostre que:

27

8
..

4

1 ≤≤
CF

IC

BE

IB

AD

IA
.

¦ d©
Mostre que se um quadrilátero de lados a, b, c, e d é inscritível e

circunscritível então sua área é abcd .
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¦ ®d©
 Uma função d(x, y) de dois reais x, y  é chamada distância se d(x, y) = d(y, x);

d(x, x) = 0 ; e d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z), para quaisquer reais x, y, z. Prove que a
seguinte função é uma distância:

.
11

),(
22 yx

yx
yxd

++

−
=

¯ §d¦ ©
 Sejam x, y, z reais positivos tais que xy + yz + zx = 1. Prove que:

( ) ( ) ( )
22222

2

22

2

22

2

111)1(

12

)1(

12

)1(

12

z

z

y

y

x

x

z

zz

y

yy

x

xx

+
+

+
+

+
≤

+
−+

+
−+

+
−
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♦ ÑZÒ Ó]Ô�Õ ÖWÓd×PØ�Ù ×�ÚPÛ(Ü
Um polinômio é uma expressão da forma

....)( 2
210

n
nxaxaxaaxp ++++=

Uma série formal é uma expressão ainda mais simples - basta apagar o último
termo:

...)( 2
210 +++= xaxaaxp

Somas e produtos são definidos de maneira análoga às operações correspondentes
com polinômios. Assim, por exemplo,

...3331)31...)(3331( 33223322 +−+−=++−+− xxxxxxx

           ...333 3322 −+−+ xxx
      = 1

de modo que podemos escrever ).31/(1...3331 3322 xxxx +=+−+−  De
maneira geral, podemos "compactar" uma série formal 1 + ax + a2x2 +… na
forma 1/(1 – ax), que certamente ocupa bem menos espaço que uma série
infinita…
Vejamos uma primeira aplicação das séries formais. Vamos determinar uma
"formula fechada" para a seqüência definida por 00 =a , 11 =a  e

nnn aaa 65 12 −= ++  para n ≥ 0. A idéia é considerar a série formal

...)( 2
210 +++= xaxaaxf  e tentar "compactá-la" e depois "descompactá-la".

Para alcançar o primeiro objetivo, observe que

...)( 3
3

2
210 ++++= xaxaxaaxf

...555)(5 3
2

2
10 +−−−=− xaxaxaxxf

...66           )(6 3
1

2
0

2 ++= xaxaxfx

Somando as equações acima, os coeficientes de ,2, ≥nxn  anulam-se e ficamos
com

2010
2

651
)()5()()651(

xx

x
xfxaaaxfxx

+−
=⇔−+=+−

Agora, como descompactar f(x)? O truque aqui é "quebrá-lo" em pedaços que
sabemos como descompactar.

Observe que )31)(21(651 2 xxxx −−=+− e que é razoável procurar constantes a
e b tais que



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°11,  2001

35

22 651)31)(21(

)23()(

6513121 xx

x

xx

xbaba

xx

x

x

b

x

a

+−
=

−−
+−+⇔

+−
=

−
+

−

1  e  1
123

0
=−=⇔





−=+
=+

⇔ ba
ba

ba

Logo

...)2221(...)3331(
21

1

31

1

651
)( 33223322

2
++++−++++=

−
−

−
=

+−
= xxxxxx

xxxx

x
xf

                                       ...)23()23()23()23( 3332221100 +−+−+−+−= xxx

Assim, o coeficiente de nx  em f(x) (denotado por [ ] ))(xfxn  é .23 nn −  Mas

[ ] n
n axfx =)( , pela definição de f(x), logo .23 nn

na −=

�~��� ° �A�~��� §
Utilizando séries formais, encontre "formulas fechadas" para as seguintes
seqüências:

a) nnn FFFFF +=== ++ 1210 ,1,0  para 0≥n  (esta é a famosa seqüência de
Fibonacci)

b) nnn ttttt 42,1 1210 −−=== ++  para 0≥n

c) nnn pppppp 67,0,1 13210 −==== ++  para todo 0≥n

(As outras seqüências não tem nome. Alguma sugestão?)

�~��� ° �A�~��� ¨
Calcule

...
10101010 3

3
2
2

1
1

0
0 ++++

FFFF

em que Fn denota a seqüência de Fibonacci.

Outra aplicação das séries formais é ajudar a contar. Neste contexto, as séries
formais recebem o nome de funções geratrizes. O esquema geral é o seguinte: o
exponente de x quantifica alguma propriedade em que estamos interessados,
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como o comprimento de uma seqüência, o número de conjuntos em uma partição,
a quantidade de duendes verdes em um jardim, etc. Se para cada objeto

associarmos tal potência de x e somarmos estas potências, o coeficiente de nx
será, respectivamente, o número de objetos com comprimento n, o número de
partições com n conjuntos, o número de jardins com n duendes verdes, etc.
Por exemplo, considere o problema de determinar o número de maneiras de se
escrever n como soma de termos 1, 2, 3, sem levar em conta a ordem dos termos.
A idéia aqui não é tentar obter este número para um valor particular de n. Somos
mais ousados: vamos obter todos estes números de uma só vez. Para isto,
escrevemos a função geratriz f(x) que é a soma das potências xs para cada soma s:

...321...)( 3232111121110 ++++=+++++++= ++++ xxxxxxxxxxxf

( 0x  corresponde à soma sem nenhum termo), de modo que, por exemplo, o

coeficiente de 3x é o número de maneiras de escrever 3 como soma não ordenada
de termos 1, 2, 3. Aparentemente, obter )(xf  é uma tarefa mais difícil do que a
inicial. Mas observe que cada termo de )(xf  é o produto de um termo da forma
xsomas de 1's , um termo da forma xsomas de 2's e um termo da forma xsomas de 3's, logo

...)...)(...)(()( 333333022222201111110 ++++++++++++= +++++++++ xxxxxxxxxxxxxf

...)1...)(1...)(1()( 96364232 ++++++++++++=⇔ xxxxxxxxxxf

32 1

1

1

1

1

1
)(

xxx
xf

−−−
=⇔

O problema agora é encontrar [ ] ),(xfxn o que pode ser feito utili zando-se as
técnicas já vistas.

�~��� ° �A�~���&�
Mostre que o número de partições não ordenadas de n com exatamente k termos
distintos é

[ ]∏
≥ −

−+

1 1

)1(1
 

j
j

j
kn

x

yx
yx
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�~��� ° �A�~���&¡
a) Encontre constantes a, b, c, d, e, f  tais que

x

f

x

e

x

d

x

c

x

b

x

a

xxx
xf

22332 1111)1()1(1

1

1

1

1

1
)(

ωω −
+

−
+

+
+

−
+

−
+

−
=

−−−
=

em que .2/)31( i+−=ω

b) Mostre que [ ] 







++=++−+−+=

2

1

12

)3(

98

)1(

72

7

12

)3(
)( 

222 nn
xfx

nnn
n ωω

em que  x  denota o maior inteiro menor ou igual a x.

�~��� ° �A�~��� ª
a) Determine a função geratriz do número de soluções da equação

nxxx k =+++ ...21 , em que ix  são inteiros positivos, .1 kxi ≤≤
b) Determine a função geratriz do número de partições ordenadas de n. (por

exemplo, 4 = 1 + 3 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 1
+ 1 + 1, de modo que há 8 partições ordenadas de 4)

c)   Determine o número de partições ordenadas de n.

Os próximos problemas mostram uma técnica muito importante chamada
convolução. Ela se baseia no seguinte fato:
se

...)( 3
3

2
210 ++++= xfxfxffxf

...)( 3
3

2
210 ++++= xgxgxggxg

então )()()( xgxfxh = é a série formal associada à seqüência 000 gfh = ,

,01101 gfgfh += ,0211202 gfgfgfh ++= ,......, ∑
=+

=
kji

jik gfh

�~��� ° �A�~��� «
a) Mostre que se f(x) é a função geratriz da seqüência 0)( ≥nna , então

)1/()( xxf −  é a função geratriz da seqüência ....10 nn aaab +++=
b) Prove que ,1... 210 −=+++ +nn FFFF  em que nF denota a seqüência de

Fibonacci.
(Este resultado pode também ser provado facilmente sem o uso de séries formais.
Tente!)
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�~��� ° �A�~��� ¬
Prove que

nn FF
n

F
n

n
F

n

n
F

n

n
2210 0

...
2

   

1

  
=





++





−

+





−

+






em que, adivinhe, Fn denota a seqüência de Fibonacci!

�~��� ° �A�~��� 
a) Mostre que o número de triangulações Tn (por diagonais que não se

interceptam fora dos vértices) de um polígono convexo de n vértices satisfaz

21321 ... TTTTTTT nnnn +++= −+

      em que T2 = 1.

b) Prove que 
x

x
xTxTTxT

2

)41(1
...)(

2/1
2

432
−−=+++=

c) Mostre que 





−
−

−
=

1  

22

1

1
n

n

n
Tn .

1( +nT  é o assim chamado n-ésimo número de Catalan). Para isto, lembre-se da
fórmula do binômio de Newton generalizada:

ÝÞ
∈∈+−−−=











=+ ∑

≥

rk
k

krrrr

k

r
x

k

r
x k

k

r   e  ,
!

)1)...(2)(1(
       ,)1(

0

Muitas vezes, as funções geratrizes são utilizadas não para calcular o
número exato de maneiras de se fazer isto ou aquilo, mas para mostrar que duas
quantidade são iguais. Vamos mostrar que o número de partições (não ordenadas)
de n em naturais distintos é igual ao número de partições (também não ordenadas)
de n em naturais ímpares. Por exemplo, 7 = 5 + 1 + 1 = 3 + 3 + 1 = 3 +1 + 1 + 1 +
1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 e 7 = 6 + 1 = 5 + 2 = 4 + 3 =  4 + 2 + 1, de modo
que em ambos os casos o número de partições em naturais distintos é:

)...1)(1)(1)(1( 432 xxxx ++++

enquanto que o número de partições em naturais ímpares é dado por
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...)...1...)...(1...)(1( 55555533333311111 ++++++++++++ +++++++++ xxxxxxxxx

...)...1...)...(1...)(1( 1510596332 ++++++++++++= xxxxxxxxx

...
1

1

1

1

1

1
53 xxx −−−

=

Observe que as expressões acima são iguais! De fato, para se convencer disto,
basta multiplicar as igualdades

,...1
1

1
   ,1

1

1
  ,1

1

1 3
3

6
2

2

42

x
x

x
x

x

x
x

x

x +=
−
−+=

−
−+=

−
−

Isto completa a demonstração.

�~��� ° �A�~��� ®
a) Escreva a função geratriz do número de maneiras de escrever um número n

como soma de potências distintas de 2.
b) Verifique que a função acima é igual a 1/(1 – x).
c) Utilizando os resultados acima, mostre que todo número pode ser escrito de

maneira única em base 2.

�~��� ° �A�~��� § ¦
Prove que o número de partições de n em que apenas as partes ímpares podem ser
repetidas é igual ao número de partições de n em que nenhuma parte aparece mais
do que três vezes.

�~��� ° �A�~��� § §
Prove que o número de partições de n com uma única parte menor (ela ocorre
uma única vez) e parte maior no máximo duas vezes a parte menor é igual ao
número de partições de n em que a maior parte é ímpar e a menor parte é maior
do que metade da parte maior.

�~��� ° �A�~��� § ¨
Mostre que o número total de 1's nas partições de n é igual à soma dos números
de partes distintas em cada partição de n.
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¹	ßàµá»�âOã¥¼¾ä�¼	²å¼¾¹æ´M¶OäM¹	´çäM¹æ»�èMé&äM¹
êë

 O comitê editorial de ìAíZî�ìAï Ö ! agradece aos admiradores da seção
Olimpíadas ao redor do Mundo  o envio de críticas, soluções e possíveis erros nos
enunciados dos problemas. Diversos leitores apontaram um possível erro no
enunciado de:

� � ©
 ð ��ñ�ò ó�ôöõ`÷ ødù §d® ®d®dú  Seja n  um número natural tal que 22n  possui 28  divisores

distintos e o número 23n  possui 30 divisores distintos. Qual o número de

divisores do número 26n ?

Na realidade o problema está errado mesmo, apesar de corresponder à versão
publicada em :  http://www.olsedim.com/olympiad/99.html

De fato, se 2n2 tem 28 divisores, 3n2 só pode ter 24, 42 ou 54 divisores (prove!).
O problema é parecido com a  29ª. questão da ûPü�ý�þ7ÿ����������
	�	��� onde os
números que possuíam 28  e 30 divisores eram respectivamente 2n e 3n, e pede-
se o número de divisores de 6n (Esse tem solução!).

Continuamos salientando que estamos à disposição na OBM para aqueles
que estiverem interessados na solução de algum problema particular. Para tanto,
basta contactar a OBM,  através de carta ou e-mail .

ÿ��5ý����������������������5ý����
�����

Primeiramente vamos aos problemas propostos deste número

® §d©
 �! #"
$%$ ÷ ø ù ¨ ¦d¦d¦ ú  Os coeficientes a e b da equação 02 =++ baxx  e suas raízes

são quatro números distintos. É possível determinar a equação usando estes
quatro números?

® ¨d©
 �! #"
$%$ ÷ ø ù ¨ ¦d¦d¦ ú Um inteiro positivo n é chamado perfeito se a soma de todos os

seus divisores, excluindo n, é igual a n. Prove que se um número perfeito
maior do que 28 é divisível por 7 então ele é divisível por 49.

® � ©
 �! #"
$%$ ÷ ø ù ¨ ¦d¦d¦ ú Prove a existência de números reais distintos 1a , 2a , ... , 10a  tais

que a equação:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10211021 ...... axaxaxaxaxax +⋅⋅+⋅+=−⋅⋅−⋅−

possua exatamente 5 raízes reais distintas.
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® ¡ ©
 �! #"
$%$'& (%) ¨ ¦d¦d¦%* O círculo inscrito no triângulo ABC possui centro O e tangencia

o lado AC no ponto K. Um segundo círculo S com centro no mesmo ponto O
intersecta todos os lados do triângulo ABC. Sejam E e F os pontos de
interseção de S com os lados AB e BC que estão mais próximos do vértice B;

1B  e 2B  são os pontos de interseção de S com o lado AC com 1B  mais

próximo de A. Se P é o ponto de interseção dos segmentos EB2  e FB1 ,
mostre que os pontos B, K e P são colineares.

® ªd©
 +!,#-
.%. & (%) ¨ ¦d¦d¦%* A seqüência de números reais ( )200021 ,...,, aaa  satisfaz a

condição: ( )2
21

33
2

3
1 nn aaaaaa +⋅⋅⋅++=+⋅⋅⋅++  para todo n , 20001 ≤≤ n .

      Mostre que todo elemento da seqüência é um número inteiro.

® «d©
 +!,#-
.%. & (%) ¨ ¦d¦d¦%* Cada um dos números , ..., N, , 321  é preto ou branco. É

permitido mudar simultaneamente as cores de quaisquer três dos números se
um deles é a média aritmética dos outros dois. Determine os valores de N
para os quais é possível fazer com que todos os números fiquem brancos.

® ¬d©
 +!/0.2143�5 & (') ¨d¦d¦ ¦'* Determine todos os restos possíveis da divisão do quadrado de

um número primo com 120 por 120.

® d©
 +!/0.2143�5 & (') ¨d¦d¦ ¦'* Em um inteiro positivo M, de três algarismos, o algarismo das

centenas é menor do que o algarismo das dezenas e o algarismo das dezenas é
menor que o algarismo da unidades simples. A média aritmética de M com
todos os números de três algarismos obtidos pela reordenação dos algarismos
de M termina em 5. Determine tais números M.

® ®d©
 +!/0.2143�5 & (') ¨d¦d¦ ¦'* Gustavo convidou um número ímpar de pessoas para a festa de

seu aniversário e os dispôs em torno de uma mesa circular de modo que os
vizinhos de cada menina fossem meninos, os vizinhos de cada menino,
exceto Gustavo cujos vizinhos eram ambas meninas, fossem uma menina e
um menino. Mostre que :
a) o número de meninos convidados para a festa é divisível por 4.
b) na direção diametralmente oposta a Gustavo está sentada uma menina .

§ ¦d¦d©
 +!/0.'6 7980:%5 & (%) ¨ ¦d¦d¦%* Seja H o ortocentro de um triângulo acutângulo ABC com

BCAC ≠ . A reta que passa pelos pontos médios de AB e HC intersecta a
bissetriz do ângulo ACB∠  no ponto D. A reta HD passa pelo circuncentro do
triângulo ABC. Determine a medida do ângulo ACB∠ .
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§ ¦d§d©
 +!/0.'6 7980:%5 & (%) ¨ ¦d¦d¦%* Sobre uma mesa existem pilhas de moedas. Um movimento
consiste em escolher uma das pilhas com pelo menos três moedas, pegar uma
moeda desta pilha, retirá-la da mesa e finalmente dividir as moedas restantes
desta pilha em duas outras pilhas (não necessariamente do mesmo tamanho).
É possível obtermos somente pilhas com três moedas após vários
movimentos se começarmos com uma única pilha com 2000 moedas?

§ ¦d¨d©
 +!/0.'6 7980:%5 & (%) ¨ ¦d¦d¦%* Determine todas as funções ;; →:f  que satisfazem a

condição ( )( ) yxyfxf −−=− 1  para todos ;∈yx, .

§ ¦ � ©
 +!/0.'6 7980:%5 & (%) ¨ ¦d¦d¦%* Sobre uma mesa estão três caixas com pelo menos uma bola
em cada uma delas. Um movimento consiste em duplicar o número de bolas
de uma das caixas de modo que o número de bolas necessário para tal seja
retirado de uma das outras duas caixas. É possível que após vários
movimentos uma das caixas esteja vazia?

§ ¦ ¡ ©
 + ° & < 6 7
=>-�.'. & (') ¨ ¦d¦ ¦'* Determine todos os pares de números inteiros (x, y) que

satisfazem a equação: ( ) ( ) ( ) 0123636 222 =−+−++ yyyxxy

§ ¦dªd©
 + ° & < 6 7
=>-�.'. & (') ¨ ¦d¦ ¦'* Seja M o ponto de interseção das diagonais AC e BD de um
quadrilátero convexo ABCD. Seja K o ponto de interseção do prolongamento
do lado AB, no sentido de B para A, com a bissetriz do ângulo ACD∠ .
Sabendo que MDMBCDMAMCMA ⋅=⋅+⋅ , prove que CDBBKC ∠=∠ .

§ ¦d«d©
 + � 7�6 ?�@28 & (') ¨ ¦d¦ ¦'* Para cada subconjunto não vazio X do conjunto

{ }2000,...,2,1=M , seja Xa  a soma do menor com o maior elemento de X.

Determine a média aritmética de todos  tais números Xa  assim obtidos.

§ ¦d¬d©
 + � 7�6 ?�@28 & (') ¨ ¦d¦ ¦'* Determine o valor máximo do produto xy se os números reais x

e y satisfazem a relação: 


 −−=+ 141)1( 22 yxxy .

§ ¦dd©
 + � 7�6 ?�@28 & (') ¨ ¦d¦ ¦'* Dois círculos se intersectam nos pontos M e N. A reta que
passa por M intersecta os círculos nos pontos A e B de modo que ( )ABM ∈ .
Os pontos C e D são os pontos médios dos arcos AN e BN respectivamente e
que  não contém o ponto M e os pontos K e L são os pontos médios dos
segmentos AB e CD  respectivamente. Prove que CL = KL.
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§ ¦d®d©
 +!A0B
C D (') ¨d¦d¦ ¦'* Seja q(n) a soma dos algarismos de n. Qual o valor de

( )( )( )20002000qqq ?

§ §d¦d©
 +!E�F>G'H & (') ¨d¦d¦ ¦'* Determine o número primo p para o qual o número

4321 pppp ++++  é um quadrado perfeito.

§ §d§d©
 +!,#I'J�-
K�6 & H ( .MLNH'O�I'H ( IP/0.%6 7Q8 ( H (') ¨ ¦d¦ ¦'* Sejam ( )xP  e ( )xQ  dois trinômios

quadráticos tais que três das raízes da equação ( )( ) 0=xQP  são os números
22− , 7  e 13. Determine a quarta raiz desta equação.

§ §d¨d©
 +!,#I'J�-
K�6 & H ( .RLNH'O�I'H ( IS/0.%6 7Q8 ( H (') ¨ ¦d¦ ¦'* Sabendo que a , b  e c  são números reais
positivos, resolva o sistema no conjunto dos números reais positivos :









=−+
=−+
=−+

czzyzx

byyxyz

axxzxy

§ § � ©
 (
� 7
6 3�5 & (') ¨d¦d¦ ¦'* Uma seqüência ( )nppp ,...,, 21  de números primos satisfaz à

seguinte condição: para 3≥n , np  é o maior divisor primo de

.200021 ++ −− nn pp  Mostre que a seqüência ( )np  é limitada.

§ § ¡ ©
 +!T .'F ( I%6 ) ¨ ¦d¦ ¦'* ABC é um triângulo do Plano Cartesiano cujos vértices são pontos
de coordenadas inteiras. As medidas de dois dos lados AB, BC e CA

pertencem ao conjunto { }2000,1999,17 . Qual o valor máximo possível
da área de ABC ?

§ §dªd©
 +!T 5
U�6 ( 14I'F>F (') ¨d¦ ¦d¦'* Sejam P e Q os pontos de tangência da tangente comum a dois
círculos 1C  e 2C  que se intersectam nos pontos M e N sendo N mais próximo
de PQ do que M. Mostre que os triângulos MNP e MNQ possuem áreas
iguais.

§ §d«d©
 +!T 5
U�6 ( 14I'F>F (') ¨d¦ ¦d¦'* Quais os inteiros positivosa e b tais que

( ) 3233 620491 +=−+ ba .

§ §d¬d©
 +!V#6 I'W ( 5
O (') ¨d¦d¦ ¦'* Determine os números reais x  tais que:

 482  13 11 9  7 5 3 1 22 −−=−−−−−−−− xxxx
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§ §dd©
 +!V#6 I'W ( 5
O (') ¨d¦d¦ ¦'* Um quadrilátero convexo ABCD está inscrito em um
semicírculo de diâmetro AB. Sejam S o ponto de interseção de AC  e BD e T o
pé da perpendicular baixada de S a AB. Mostre que ST divide o ângulo

CTD∠  ao meio.

§ §d®d©
 +!T 5
U�6 ( 14I'F>F (') §d® ¬d¦'* As medidas dos ângulos B∠  e C∠  de um triângulo isósceles
ABC são iguais a º50 . Sejam D e E  pontos sobre os lados BC e AC
respectivamente de modo que º50=∠BAD  e º30=∠ABE . Determine a
medida do ângulo BED∠ .

§ ¨d¦d©
 + � 7
6 3�5 & (') ¨d¦d¦ ¦ ) Seja X  o conjunto de todos os inteiros positivos. Prove ou
disprove a seguinte afirmação :
“Existe uma função XX →:f  tal que a igualdade ( )( ) nnff 2=  é

verdadeira para todo Y∈n ” .

Z[Z\Z

Agora vamos aos comentários e soluções dos leitores para alguns dos
problemas apresentados em nossa seção nos  números  anteriores da ]�^�_�]a`cbed f
§ ©

 + ° B
6 U
g%F & (') § ®d® '*  Seja ( ) 133 +−= xxxf . Determine o número de soluções reais

e distintas da equação ( )( ) 0=xff .

h�i�j�k�l
m�i�n�oqp�o�rts
j�n�ivu�o
rtj�w�x�i�y{z�x�w�icr�|�h�m�ivu�s
k�j�i�}�h�u�~2�
A resposta é 7. Utili zando cálculo, a derivada de ( )xf  é 33 2 −x , e então seus

pontos críticos ocorrem em ( )3,1−  e ( )1,1− , respectivamente máximo e mínimo.

Mas ( ) 12 −=−f , ( ) 10 =f  e ( ) 32 =f  assim, as raízes de f pertencem aos

intervalos ( )1,2 −− , ( )1,0  e ( )2,1 . Se contarmos o número de vezes que f atravessa
completamente cada intervalo obteremos a nossa resposta. Com efeito, f atravessa
( )1,2 −−  uma vez (quando 2−<x ), atravessa o intervalo ( )1,0  três vezes (quando

12 −<<− x , 10 << x  e 21 << x ); atravessa o intervalo ( )2,1  três vezes

também e portanto a equação ( )( ) 0=xff  possui 7 raízes.
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¨ ©
 +!,#I'J�-
K�6 & H ( .�L#H%O
I%H ( IR/0.%6 798 ( H (') §d®d®  ) Determine todos os números reais x tais que

    88xxxx = .

���������
�������������t���{�
���t�����
���������c���t���������
�t�����������t���
�����'���������2�

A resposta é 
7

22
. Com efeito,

    3xk
k

88
x

x

88
xxx ≤⇒=  com  forma da é .

1) Se 0≥x  então  3≥x pois, se 3<x  teríamos

    813xxxx 4 =<

Como 
3

1
29

3

88 =  tem-se que    27xxx29 ≥≥  e daí :

    serve) (não
27

88
x27xxx =⇒=

   
7

22

28

88
x28xxx ==⇒=

    serve) (não
29

88
x29xxx =⇒=

2) Se 0≤x  então

      8843xxxx4x3x 3 >⋅≥⇒−≤⇒−<
por outro lado,

      813xxxx3x3x 4 =≤⇒−≥⇒−≥
e portanto, não há soluções negativas.

¨ ¬d©
 +!�07
6 3�5 & (') ¨d¦d¦ ¦ ) Prove ou disprove a seguinte afirmativa :

Todo número racional positi vo pode ser escrito sob a forma 
75

32

dc

ba

+
+

 onde a , b ,

c  e d  são inteiros positivos.

���������
�������������t ����v�����t�����0���������
�t¡�����¢��v�¤£��
���
�����c����¥����2�
A afirmativa é verdadeira.

Fazendo 23 yxa = , 25 yxb = , xyc =  e yxd 2=  para quaisquer inteiros positivos
x  e y , temos:
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( ) ( )
( ) ( ) y

x

yxyx

yxyx

yxxy

yxyx

dc

ba =
+
+=

+

+=
+
+

71455

61546

725

325223

75

32

Como todo número racional pode ser obtido pelo quociente de dois números
inteiros positivos, a afirmação está provada.

¦%§
 ¨!©#ª
«%«'¬ %®°¯%±'± ¦ ) Um número de 10  algarismos é dito interessante se todos os

seus algarismos são distintos e ele é um múltiplo de 11111. Quantos números
interessantes existem ?

���������
�������������t �²������v�����t�{���c�����������t¡��
��¢��v��£c���t���
�����q�c¥����2�
A resposta é 3456. Seja I  um número interessante então

( )9mod09210 ≡+⋅⋅⋅+++≡I

Logo, ( ) NNI ⋅−=⋅= 11099999 5  para algum número natural N de 5 algarismos.

Digamos, 54321 aaaaaN =  logo,

541
4

5
5

1
9 10101010 aaaaaI −−⋅⋅⋅−−+⋅⋅⋅+=

( ) ( ) ( ) .109109101101010 541
4

5
5

4
6

1
9 aaaaaaI −+−+⋅⋅⋅+−+−++⋅⋅⋅+=

Sejam 10921 ,,...,, dddd  os dígitos de I, nesta ordem, então 961 =+ dd ,

972 =+ dd , 983 =+ dd , 994 =+ dd  e 9105 =+ dd . Como os únicos pares de
dígitos cuja soma é 9 são (0,9), (1,8), (2,7), (3,6) e (4,5) o número de
possibilidades para 10921 ,,...,, dddd  é 34561111124689 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

¯ ¦'§ ¨!³#´>µ·¶'¸�¬ '®!¯'±'±%±'¹  Resolva a equação ( ) 1
34

11
22

=
−

+
xx

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�ÁqÂ�Á�ÃtÄ
¼�À�»v¥�Á
Ãt¼�Å�Æ�»�Ç�º�¿�»v¥#Ä
½�¼�»vÈcº�¥�É2Ê

As soluções da equação são 
3

32
, ( )º20cos21

3

32 − , ( )º40cos21
3

32 +  e

( )º80cos21
3

32 + .
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Com efeito fazendo-se 234 +=− yx temos que 
3

2 y
x

−=  para 0≠x  e

3

4≠x . Fazendo as devidas substituições e simplificando chegamos a

( ) 08123 =−− yyy  o que implica em 
3

32
0 =⇒= xy  e 08123 =−− yy .

Aplicando-se a fórmula da equação do terceiro grau nesta última temos:

3

32

3

32

3

12

2

8

2

8

3

12

2

8

2

8





 −+





 −−−−+





 −+





 −+−−=y

ou












−+=


 −++=

3
2

3
2431314 333333 θθ

ciscisiiy

onde 
3

2
ππθ += k . Daí, 

( )
9

61
cos4

k
y

+= π
 para 2,1,0=k  e assim obtemos as

outras raízes.

Obs: Também é possível chegar às soluções fazendo

,cos
1 θ=
x

⇔=+⇔=
−

4
1

cos

3

34

1

θθ
θ

sen
sen

x

( ) ( )θθθθθθ 230cos2cos
2

1

2

3
sensensensen =°+⇔=+⇔ . Podemos fazer

°=°= 50,30 θθ ,  °=170θ  ou  °= 290θ ,  e  obtemos    as    mesmas
soluções    (ainda   que  escritas numa outra forma:

,
70cos

1

290cos

1
)40cos21(

3

32
,

30cos

1

3

32

°
=

°
=°+

°
=

°
−=

°
=°−

10cos

1

170cos

1
)20cos21(

3

32  e 
°

=°+
50cos

1
)80cos21(

3

32
).
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Ë%Ì'§
 ¨!Í0«'Î�'¸�Ï
%® Ë'Ì%Ì'Ì ¹ Mostre que existe uma seqüência de inteiros positivos

( ),...,...,, n21 aaa  tal que 22
2

2
1 ... naaa +++  é um quadrado perfeito para todo

inteiro positivo n .

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�Á�Ð�Ä�ÃtÑ�²�¼�Å�»vÐ�Å�ÃtÄ{Æ�ÀcÄ�À�Á�Ò�Ä�ÃtÓ�Ä
¼�Ô�»vÇ�ÕcÁ�ÃtÁ�Ö
Å�Æ�ÄqÈc×�Ø�É2Ê
Consideremos a seguinte seqüência:

31 =a  e 

( )
{ },...4,3,2,

2

1
1

1

2

∈∀
−

=
∑

−

= n

a

a

n

k
k

n

Desta forma teremos :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222
1

1

2

1

2 112 +=++=+





= ∑∑

−

==
nnnn

n

k
k

n

k
k aaaaaa

o que conclui a  demonstração. (note que an é sempre par, e também é igual a
( )

2

211 +−− nn aa
, para todo n ≥ 3).

Ë%Ù'§
 ¨!Í0«'Î�'¸�Ï
%® Ë'Ì%Ì'Ì ¹ Determine o maior número inteiro N  que satisfaz as seguintes

condições :

(a) 





3

N
 possui seus três algarismos iguais.

(b) 





3

N
 é igual à soma de n  números naturais consecutivos a partir de 1.

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�Á�ÚÛÄ�¼�¼�Ä
Ñ�Á�Ü�»cÀ�ÃtÅ�Ý�½�Á
ÖqÀ�Á�Þ�»�¼�Ä�ÆcÀ�ÄqÐ�Å�ÃtÄ�Æ�ÀcÄ�Ç�Õ0Á
Ã�Á
Ö�Å�ÆcÄ�È�×�Ø�É2Ê
De acordo com as condições (a) e (b), tem-se que

91 ;,111
2

)1(

3
≤≤∈⋅=+=





kkk
nnN ß

ou seja,

2

·111·811 k
n

++−=
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Como n é natural, o radicando deve ser um quadrado perfeito o que ocorre
somente para  k = 6 que substituído na expressão anterior nos fornece n = 36 e

daí, 19982001666
3

6676666111
3

≥>⇒≥>⇒=⋅=





N
NN

e portanto o maior N que satisfaz às condições dadas é 2000.

Atendendo a um pedido especial do leitor José Renato Carneiro e Carneiro
antecipamos a solução de:

Ù%Ù'§
 ¨!Í0«'à á9â0¶%¸
¬ %®°¯%±'±'±%¹ Determine todos os inteiros x  e y  que satisfazem à equação

33 1279 yxyx =++ .

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�Á�ã�Ä
Æ�Å�Á�¼�×�Å�Æ�Ô�Á
Å�Ãt»vº�»�ä�ÃtÁ
Å�ÃtÄ�Ç�å�»cÃ�æ�Ä
¼�Á{ç'Ä�ÈcÒ�è�É2Ê
As soluções da equação são ( )7,3  e ( )3,7 −− .

Fazendo-se axy += , substituindo-se e simpli ficando a equação proposta

chegamos a: ( ) ( ) 01273939 322 =−+−+− axaaxa  (*)

Esta equação deve possuir soluções reais para possuir raízes inteiras. Seu
discriminante é:

( ) ( )( ) ( )( )50893912739439 2332 −+−=−−⋅−−= aaaaaaD

Se  6≥a   então  5409 23 ≥+ aa  e 0<D .  Para  22 ≤≤− a    temos 039 >− a  e

508114)9(9 223 <⋅≤+=+ aaaa . Para ,508664)9(,38 2 <⋅≤+−≤≤− aaa  e

para ,9−≤a  .5080)9(2 <≤+aa   Assim, 0≥D  somente para { }5,4,3∈a . Para

3=a  obtemos uma contradição em (* ) . Para 4=a , a equação 02142 =−+ xx

é satisfeita com 3=x  e 7−=x . Para 5=a  a equação 01153 2 =−+ xx  não tem
nenhuma solução inteira. As únicas soluções da equação proposta são portanto
( )7,3  e ( )3,7 −− .

é�é�é
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Enviaram soluções de problemas os seguintes leitores da êìë·í�êìî�ï !

ðcñ�òôó%õ öø÷úùû÷ýü4÷#öþ÷ ÿþó ����� ��� ò
	 ÷ ������ � ö ��� ó�� � ó ���� ù � ñ ÷����!ö ��� ö � ÷ ÿ � �����'ó�	  0÷ ÿ � ��!�"ðcò>ö � ñ � ÷ ò$#ý÷ ñ�ñ ��� % ü4÷&�tó��øõ ÷ �'% � � ñ ÷����(��)�*�+�,�*�+�-�*�.�+/ ñ0�øò>÷#ö ��% ÷�
1 ó � ó � ÷ � �2� ó%õ � ò
3þ÷ �� ù � ñ ÷����(��.�*�+�"�*�+�,�*�.�"�*�.���*(.�+� ó%ñ�õ ÷ � ð4��5�÷ ����� ÿýó�	 ó'õ �6� ÿ � ñ ÷����(��.�*�+���*�+�.�*�.�)�ýó ò � � õ°ö �4% ÷��71 ó � ó � ÷ � �� ÷#ö � ù4ó ò ��� ñ ÷ �� ù � ñ ÷����(����*���,�*���+�*�.�)�*�.�8�*(!�"94ö � ÷ ò � �°ö � ð�ò ö ñ ó4ö �4%:� õ ;ûó <ô÷ ñ 	 ó%õ � 1ôó �2� 9 � ñ ÷����(��)�*�����*���+�*�+�"�*�+�,�*(.���*�.�8�*�.���*�!�"<ôó=�ýñ?> ��� ÷A@ ó � ó <ô÷ ñ 	 ó%õ � 1ôó �2� 9 � ñ ÷����(.�.5 � ñ ó%õ öø÷A� � ñ�õ � ò ÷ % ü4÷&�tó��øõ ÷ �'% � � ñ ÷����B�C.�*�+�"5 � ñ ó%õ öø÷A� � ñ�õ � ò ÷Nù=Døò � ÷{ñ % ü4÷&�tó��øõ ÷ �'% � � ñ ÷����!ö ��� ö � ÷�ÿ � ���=� ó�	  0÷ ÿ � �(!�"5 � �øñ ó òE@ � ö ��� ñ ÷ � ö ��% ÷�
1 ó ÿýó�	 ó'õ �6� ÿ � ñ ÷����(��)�*�+�-F � òøñ � ��� �HG�� � ó % ó ò
	 ó ò ó % ó%õ ;ûó4öø÷{ñ � /þð � ñ ÷����(,���*���-�*���!�*�+�"�*�+���*(+�.�*�.�"�*�.=��*�.�)�*�.�8�*�.�.I ÷�1 � � õ�@ óJ	 ÷ ��� ÷{ñ�ñ K4ó�ù=Døò � ÷ ñ % ó%õ ;ûó4öø÷{ñ � /þð � ñ ÷����(8�)�*���)�*�+=�J*�+�-�*�+���*(+�.ùû÷ �  L5E� � õ M � ñ ��� @'÷{ñ ��� ñ óN� � ò
	 ÷ ù�� � 1�ö � < ÷ ñ ó � @5 � ñ ÷����(-��@ ó%ñ ��� õ ÷ � �°ö ��% ÷�
1 ó �� ÷#ö � ù4ó ò ��� ñ ÷ �� ù � ñ ÷����(����*�+�,@ ó%ñ ��� õ ÷ � �
O � òô÷Nö ��P õ � ; ��� ñ ó / � õ  �Q� �ûð � ñ ÷����(����*���)�*���,�*���-�*�+�8�*(+���*�.�)�*�.�-�*�.�.�*�.�!@ ó%ñ � > õ � ÷A@ � ñ ó%ò>öýó�ö ��� ó%ñ ;ûó'õ Mô÷ # � ñ ����� òôó � �=I � ñ ÷����(��)�*���!�*�+���*�+�!�*�.�"�*(.�)@6R%ñ ��� ÷&@ � ñ ó ò öýó�ö ��� ó%ñ ;4ó%õ M ÷ # � ñ ����� òôó � �=I � ñ ÷����(��)�*���-�*���.�*�+�)@ ó=�øñ ÷&< � õ � �0ö �4% ÷6�
1ôó �� ÷#ö � ù4ó ò ��� ñ ÷ �� ù � ñ ÷����(����*�+�-@��øñ � õ ÷ESQó ��� ÷{ò ��� õ ÷ � ðcò>ö{ñ ó4ö � @ ó ����� TE� ð G � ñ ÷����(��)�*���,P$�JU ó%õ öý÷&@ � õ õ ÷ %$V ÷{ò7��� � óûöý÷ P õ > �EV�� ó �2% � � ñ ÷����B�C)�*�)�8�*�,�)�*�-�,�*���)�*(��.�*�+�"�*�+�8�*�.�)�*�.�,�4ó=�øõ ÷#ðcõ � �4ó òôö ñ � ðcñ ó=D
W ÷ % ÷6�
1 ó # � ñ ����� òôó � �=I � ñ ÷����(,�,�*�-���*�-�+�*�8=��*�8�)�*(8��� ÷þö{ñ � 3ø÷Nð36� � ó%ñ=� � ò�M ��� ñ ÷ <ô÷ ñ 	 ó%õ � 1ôó �2� 9 � ñ ÷����(����*���+�*���.�*�+�"�*�+�,�*(.�)�*�.��� ÷ ò
X � ó%ñ�õ ÷ ��% ÷6� � óH� � ó � <ô÷ ñ 	 ó%õ � 1ôó �2� 9 � ñ ÷����(��)�*���.�*�+�-Y ó%õ õ ó �J�Z� �°ö � @4��@ � ñ ó òôöþó # � ñ ����� òôó � �=I � ñ ÷����(����*���)�*���,�*���-�*���.�*(��!�*�+�)�*�+���*�+�.�*�.�"�*�.�)�*�.�+

[&\$]_^a`bEcZd bfe
gih$jlk�mEn m_ko:p_qEmlrsout vxw_j�ym$vzj�r {4|Z|&}~jLp_k$m:p$��y�o4r�m$v�oEn �4h$r�o_v
���:��L���_�:�_�_�����$�����L���_�:���:�L�
���f�f�f�f���Q���Z�_�f�f�f�Z������ ¢¡:£�¤¥$¦§£¨ ©¦�£Eª ¦:«
���f�f�f�f�Z�f�&�Q���f�_�f�Z�f�f�f�����¬�B��¡:£�¤¥$¦§£��¦$£uª ¦$«
®�¯f¯f¯f¯f¯Z¯f¯f¯&°²±�³f´_µZµfµfµfµ�µfµZµ�¶�·J¸¹:º�»¼$½§º¾¸¿½$ºuÀ ½$Á
®�¯f¯f¯f¯f¯Z¯f¯f¯f¯f¯�°Q±�³Z´_µfµfµ�µfµZµfµfµfµfµE¶¬·2°J¯¬¹_º�»¼$½§º°'¯i½$ºuÀ ½:Á
ÂuÃÃ$Ä:Ã§ÅLÆ_ÇÈÄ�ÉÊ$ÃÌË�ÊLÇÍÇÈÎ�Ï ÐÊ$ÃÌÑÃÒ:ÊÓÐÊ_ÔEÊ�ÃÓÕ_É_Ï�Ç�Ê$Ã_Ö
×fØLÙ�ØÌÚ$Û�Ü�ÝÌÞLß:Û�Û_ÚÚàÓÚ$Û:Þ4á�â_ã�ä�å à¿ä$Ø$ã:æ_å ãLßà_ç



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°11,  2001

51

èÈéiêìëÓíÓîiïÈèñð�ïóòÈôÌéiõ�êìï÷ö©ø¢èóòÈôÓéiò÷éièQùúéiè
û

 üLý�þ�ÿ � ���������	��
�ý�����ÿ ��ý������	����	�����������������	������� ������������������������Hÿ ��� �����������

48) Doze pintores vivem em doze casas construídas ao longo de uma rua circular
e são pintadas ou de branco ou de azul. Cada mês um dos pintores, pegando
consigo bastante tinta branca e azul, deixa sua casa e caminha ao longo da rua
no sentido anti-horário. Desta forma, ele repinta cada casa (iniciando na sua)
com a cor oposta. Finaliza o trabalho tão longo repinte alguma casa branca de
azul. Em um ano, cada casa estará pintada com a sua cor original sabendo
que, no começo do ano, ao menos uma casa estava pintada de azul.

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�Á �c»�Ãt»�Ä�Ö
æ�Ã�»"!�ç Ä�#�ä�½%$�Ä'&�Á�æ�»�Ç�Ü�Å�» À�Á'(�Ä�ÆcÁ{Å�Ãt»vÈ�Ü)(
É2Ê

Dizemos que uma pintura de uma casa é induzida se não é feita pelo dono
da casa. Isso só acontece quando o pintor acabou de mudar a cor da casa
imediatamente anterior de azul para branca.

Vamos mostrar que cada casa muda de cor exatamente duas vezes, sendo
uma induzida e outra não, o que claramente implica o resultado.

Primeiro vamos ver que uma casa não pode mudar de cor três vezes. Para
isso, supomos por absurdo que alguma casa muda de cor pelo menos 3 vezes, e
consideramos o primeiro momento em que uma casa muda de cor pela terceira
vez. Nesse caso, pelo menos duas das 3 pinturas são induzidas, e portanto a casa
imediatamente anterior muda duas vezes de azul para branca antes disso, e
portanto muda de cor pelo menos 3 vezes antes desse momento, o que é uma
contradição.

Para terminar, vamos agora ver que cada casa muda de cor duas vezes, o
que equivale a dizer que muda (pelo menos) uma vez de forma induzida. Para
isso, basta ver que toda casa muda alguma vez de azul para branca (pois uma casa
muda de forma induzida quando a casa anterior muda de azul para branca ela
muda de forma induzida). Isso é obvio para casas azuis. Vamos provar isso por
indução no número de casas imediatamente anteriores que são inicialmente
brancas. Para a casa imediatamente anterior esse número é menor (lembre que há
pelo menos uma casa azul no início), e portanto em algum momento ela muda de
azul para branca, e nossa casa muda de forma induzida, donde muda de cor pelo
menos duas vezes, e portanto em algum momento muda de azul para branca ❏
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Obs. Note que essa solução não depende da ordem em que os pintores executam
seu trabalho (depois de um pintor acabar de pintar, o próximo não precisa ser seu
vizinho, mas é importante que cada pintor faça o processo uma vez).

52) Quatro retas se interceptam formando quatro triângulos conforme a figura
abaixo.

  A

  D

  E

  B  F   C

a) Prove que as circunferências circunscritas aos quatro triângulos possuem um
ponto em comum.

b) Prove que os centros dessas quatro circunferências são concíclicos (i.e. existe
uma circunferência que passa por todos eles).

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�Á *�ÃtÆ�Ä
¼�À�»+(
»0¿�»�À�»+&�Ä�Ö
Ñ�Å-,�Á�Æ�æ�»�Ç�ã�½/.�½�Á�À0Á�Ò�Ä�0
Å�Ä�Ö�È�Ü)(�É2Ê

 E

 A

 D

 C
 B F

 P

Seja P o outro ponto de interseção dos circuncírculos aos triângulos AED e FEB.
Temos que #FBEP é inscritível (# denota quadrilátero nesta solução), logo

EPBBFE ˆˆ = . Da mesma forma ADPE ˆˆ ≡
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(#ADEP é inscritível) e BEFDEADPA ˆˆˆ ≡≡ , mas no triângulo FBE temos

CAEBF ˆˆˆ +≡  e ),ˆˆ(180ˆˆ)ˆˆˆ(180ˆ CABFEBEFBFECABEF +−°≡+⇒++−°≡
mas como CACAABFEBEFEPBDPEDPAAPB ˆ180ˆˆˆ180ˆˆˆˆˆˆˆ −°≡+−−°≡++≡++≡ ,
portanto #APBC é inscritível o que implica que o circuncírculo ao triângulo ABC

passa por P. Temos ainda que FBEPBEFBPF (#ˆˆ ≡  é inscritível), logo

CAPBDPF ˆ180ˆˆ −°≡≡ , o que nos dá que o #FPDC também é inscritível, com
isso os circuncírculos aos triângulos ABC, FDC, FEB e AED possuem o ponto P
comum.
b)

 A

 D

 P

 C F

 E

 O1

 O3

 O2

 O4

 I2

 I1

 B

Sejam:
O1:  Centro do circuncírculo a ;BEF∆
O2:  centro do circuncírculo a ;ADE∆
O3:  centro do circuncírculo a ;ABC∆
O4:  centro do circuncírculo a ;CDF∆

Lema: O segmento determinado pelos pontos de intersecção de dois círculos é
perpendicular ao segmento determinado pelos centros dos círculos:

C2

 N

C1

 M



Sociedade Brasileira de Matemática

EUREKA!  N°11,  2001

54

2121 NCCMCC ∆≡∆  (L.L.L), logo 1212
ˆˆ CCNCCM ≡  o que significa que 21CC  é

bissetriz de NMC2∆ , mas como este triângulo é isósceles então 21CC  também é

altura e MNCC   21 ⊥  (c.q.d).

Do lema acima temos 31  OOPB⊥  e 21  OOPE ⊥ , e portanto 312 OOOEPB
∧∧

=  e

EFBEPB ˆˆ ≡ (subentendem o mesmo arco BE no círculo de centro O1).

Analogamente 342
ˆˆ OOOCPD ≡ , mas CFDCPD ˆˆ ≡ (subtendem o mesmo arco

DC no círculo de centro O4). Como EFBCFD ˆˆ ≡  temos

312342312
ˆˆˆˆˆˆ OOOOOOOOOEPBEFBCPD ≡⇒≡≡≡ .

Com isso provamos que #O1O2O3O4 é inscritível.

53) Prove que num círculo convexo dado e para o mesmo número de lados, o
polígono regular inscrito é aquele cuja superfície é máxima.

º�»�¼�½�¾
¿�»�À�Á�Ò�Ä
Ã�¼�»�Ö *�¼�äcÁ�Ãtæ�»vÀ�Ä�º�Å�¼�Ó
Ä 1�Å�Ñ
æ�»�Ã�Ç32�Å5456%7/8%4�Å�Ö�È�Ü)9�É2Ê

a) Observe inicialmente o polígono convexo A1 A2 A3…An no círculo de centro
O.

 O
 Bn

 B1

 B2

 B3

 An

 A1

 A2

 A3

 A4

 :  ;

Tracemos os segmentos nOAOAOAOA ,...,,, 321  que encontram a circunferência
nos pontos B1, B2, B3,…,Bn; respectivamente.
Observe que o polígono B1B2B3…Bn tem superfície maior que o polígono
A1A2…An;  isto nos garante que o polígono de área máxima deve ser inscrito na
circunferência.
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b) Considere agora, o polígono convexo inscrito de n lados como na figura
abaixo:

 <  =

 O
 Bn

 B1

 B2

 B3

 θn

 B4

 θ1  θ2

 θ3

A área S do polígono é dado por ( )nsensensen
R

S θθθ +++= ...
2 21

2

onde ∑
=

=
n

i
i

1

2πθ . S será máximo quando ∑
=

n

i
isen

1

θ for máximo.

Para este problema, vamos utilizar a "desigualdade de Jensen" que diz: suponha
que f com concavidade para baixo (côncava) no intervalo I; então para todo

Ixxx n ∈,...,, 21  teremos:






 +++

≤
+++

n

xxx
f

n

xfxfxf nn ...)(...)()( 2121

e a igualdade ocorrerá se e somente se ....21 nxxx ===  Para o nosso problema

temos senxxf =)(  e ] [π,0=I  onde ;,...,, 21 In ∈θθθ  portanto






=





 +++

≤
+++

n
sen

n
sen

n

sensensen nn πθθθθθθ 2...... 2121

e para o caso máximo: ;
2

...321 nn

πθθθθ =====  ou seja, o polígono é regular

inscrito.
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54) Sejam )( nx a seqüência definida por ,1,2,2 11 ≥∀== + nxx nx
n e )( ny  a

seqüência definida por .1,2001,2001 )(
11

2001

≥∀== + nyy ny
n  Prove que

existe c natural tal que cnn xy +≤ para todo >∈n  e determine o menor c

com essa propriedade.

?@8%45A%BDC�8"E%F *)45FD0�Ò)8%GHGHI�J'*�ä%GHF�A"K32�L�æ3F�GH6%L�McÜ�9DNPO

Provaremos não que ncn yx ≥+  mas sim 20012001 20012244022 nncn yyx ⋅⋅=⋅≥+

pois é fácil ver que só com o fato ncn yx ≥+  não se pode fazer indução.

Escolheremos c de tal modo que 2001
11 200122 yx c ⋅⋅≥+ . Suponha válida a

desigualdade para um certo k então
2001200122

1
2001 22200122 kck yx

ckkck xyx ⋅⋅
+++ >=⇒⋅⋅≥ + ,

mas ,)2001(20012 2001
1

2001
1

20012
1

20012
1

11 2001

++
⋅
+

⋅
++ ⋅==≥⇒≥ kkk

y
ck yyyx k

mas 2001
11

20012001
1 20012220012220012001 +++ ⋅⋅≥⇒⋅>≥⇒= kckk yxyy

o que completa a indução.

Vemos que c = 4 satisfaz a condição pois 200265536
5 2001222 ⋅>=x  mas

20012001
2

65536
5 20012 =<= yx  já que 65536 < 20012001 < 2 < 2001, portanto c > 3 e

para c = 4 funciona ⇒ c = 4 é o menor valor.

55) Seja S o conjunto de pontos interiores de uma esfera de raio 1 e C o conjunto
de pontos interiores de um círculo também de raio 1. Existe alguma função

CSf →:    tal   que   ))(),((),( BfAfdBAd ≤   para    quaisquer   pontos

A, B ∈ S? (d (A, B) denota a distância euclidiana entre A e B).

?@8%45A%BDC�8"E%FRQSA%L54UT%F�GH,+F'V%AXW5LUYZJDGHJ K3?@CD8\[@J�A%4U8+M%?@[@NPO

Seja O o centro da esfera e C o da circunferência.
Tome A, B ∈ S tal que A, B e O sejam colineares,
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.0,0,2);(),;();( >→−== εεεBAdOBdOAd

Tome também P, Q ∈ S tal que P, Q e O sejam colineares,

ABPQOQdOPd ⊥= ),;();(  e .2);( ε−=QPd

Agora note que ,0)()(2))();(( →∠⇒−≥
∧

BfCAfBfAfd ε  analogamente

.0)()(2))();(( →∠⇒−≥
∧

QfCPfQfPfd ε

Como 




 −==

2
12);();(

ε
PBdPAd então

.90)()(
2

12))();(()),();(( °→⇒




 −≥

∧
AfCPfPfBfdPfAfd

ε

Agora vamos tomar P' e Q' do mesmo modo que tomamos P e Q, porém em um
plano perpendicular ao plano de A, B e P. Temos que

.
2

12);'();'( 




 −== ε

QPdPPd

Mas como vimos antes, 0)'()'( →
∧

QfCPf e ,90)()'( °→
∧

AfCPf

logo )()'( PfPf → ou 0))();'(()()'( →⇒→ PfPfdQfPf  ou

,0))();'(( →QfPfd  o que é um absurdo, pois

2
2

12))();'(()),();'(( →




 −≥ ε

QfPfdPfPfd ❏

*)]%^H_�`%aDb�a�,"8%c'd3_�,+eXfD,g8"a�h%iDj-8+`%_Dc c�8%45k%lDm%a�c a _'b�8%4-_De%8%^H_�lDn�8"`Xapo
q	r s t�u�v wyx�zD{�|�}�z�| ~y{D��v���{ © z��������X�y���� ����� u�v�u�� © u�{�zDt�z�w�{����X�y���� v���u�s z © ��� z���� � © r z��Du�x � |Du�r v�z�� © x
© r s �Dz��ys �Xu�}���zR� � }���r ��u�|�w�z �X� |�w ����� v�r � � ��� z ��� r }Pw � � � �
© z���v�r �Dz � r s s � v�� © r z��Du�x � |Du�r v�z�� © x
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òÈô�éiõ�êìï÷ö©ø¢èóòÈôÓéiò÷éièQùúéiè
�

   �y������  ¡�¢�£���¤"�¦¥ §�  ¨ ��©ª¢¦§��X��  ¢�©ª¤���¥ «�¬��§�¤"¡���¤¯®X©���°�¥ §�£�¢�¤�®�©��P®���¤�¨ ��¤+§±¤�«�²�§�¤�¨ �§�¤³¡�§´���X����¤®�©���°�¥ §�£�¢�¤%®X¢�©�¢���¤\®�©�µ·¶¸  £���¤���¹�£�§�©���¤ .
56) Para cada número n, seja f(n) a quantidade de maneiras que se pode expressar

n como a soma de números iguais a 1, 3 ou 4.
Por exemplo, f(4) = 4, pois todas as maneiras possíveis são 4 = 1 + 1 + 1 + 1,
4 = 1 + 3, 4 = 3 + 1, 4 = 4. Demonstrar que se n é par, f(n) é um quadrado
perfeito.

57) Dado n números reais x1, x2, …, xn satisfazendo as condições

0...1 =++ nxx e 1... 22
1 =++ nxx , prove que existem i e j tais que

n
xx ji

1−≤ .

58) Determine todos os primos p para os quais o número 
p

p 12 1 −−

 é o quadrado

de um inteiro.

59) Um pedestal de altura a sustenta uma coluna de altura b (b > a). A que
distância do monumento se deve colocar um observador para ver o pedestal e
a coluna sob ângulos iguais?

60) Se num triângulo ,ABC A = 2B, provar que ).(2 cbba +=
Obs.: a, b e c são, respectivamente, os lados opostos aos ângulos A, B e C.

61) Na figura abaixo um quadrado EFGH foi colocado no interior do quadrado
ABCD, determinando 4 quadriláteros. Se a, b, c, e d denotam os medidas das
áreas dos quadriláteros, mostre que a + b = c + d .

 a

 c
 d

 b
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62) Se ABCD é um quadrilátero convexo tal que os lados CDBCAB ,,  e DA
medem respectivamente a, b, c e d e que α, β, σ e γ são as medidas dos seus
ângulos internos, mostre que a medida da área desse quadrilátero, denotada
por (ABCD), é dada por:

 D

 c d

 α  C A

 B

 γ

 d1

 β

 a
 b

 σ

(ABCD) = δ2cos))()()(( abcddpcpbpap −−−−−  onde:

2

dcba
p

+++=

2

σαδ +=  (a fórmula também vale se fizermos 
2

γβδ += )

� v�z�tDs u�� � }\º�»\u\º�¼\½�v�z�½�zD}·w�z�}+½�z�v¾~y¿ ��u�v�zÁÀp{�r � ��z ��� � � s {DÂ�u�}+Ã�Ä�z�v-w � s u�� � �	~y�XÅ�Æ	½�v�zDt�s u�� � º�Ç½�v�zD½�zD}·w�z±½Dz�v ��� v���u�s z © ��È�r |Dz±�Du"É�s r �Xu�r v � Ã � u�s Ê��Ë� � �yÅ�Æ)½Dv�z�tDs u�� � }Ìº�ÍÌuÌ»�ÎÌ½Dv�z�½Dz�}�w�z�}Ì½Dz�vÉ	}P� � s ��z � u�s s z � ½Dz�|DÏ���r � �¸zÐÃ�É�s ¿ ��½�r � � �X� Å�Æ¯½Dv�z�tDs u�� � }Ñ»�ÒÑuÑ»�ÓÑ½Dv�z�½Dz�}PwHzD}Ñ½¸z�v'~ � v�s zD}Ñ� �q	zD��u�}�Ã�� � w � s�� © �yÅ �
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øÕÔiï×ÖÓð÷ø éêSØ�ö ò×Ù�Ú÷ø

Û@Û@ÜUÜ5Ü�ÝSÞ%Ü5ß [@à5*)á)*Ñâ)ã�*)ä Ü5Þ/å@Ü ã)*Ñá å±ß *)æ å@ß'ç æ Ü5è *
2)à51 å@Ü ä¦éDê�ë'a ì

[@^Hj5,+aDj5^H_ V/_�c�a í'î@ï¸ð�ñDò�ópôöõRòD÷ªø�ùDú�ûDó
ä@aD]%k%h%`/_ V%_Dc�a í î@ïDð�ñ�òDóüô�ý�ò�÷ þ�÷Dÿ5÷��'ð��3ó

æ%a�^Hb�aDj5^H_ V/_�c�a í î@ïDð�ñDò�óüô����'ò�÷RóDù�ÿ5ùDð�� ó��3ú
	 ��÷�� þÁý�ô�� ÷���
� ó���� ú��Dópô��yýªòD÷Ró�ùDÿ5ù�ð��3ó�� ú�	 ��÷�� þ��R÷���/þ ÷��Dù�úDò¸ó ò�� ñ ò�÷����3ó���ñ����

2)à51 å@Þ�� 2 Ü 1 å ã)ä Ü æ ç ã Ü5Ý
[@^Hj5,+aDj5^H_ V/_�c�a í'î@ï¸ð�ñDò�ópôDý¾òD÷ þ�÷�ÿ5÷��Rð��3ó

ä@a�]/k%h%`%_'V%_�cDa í'î@ï�ðDñ�ò�ópô����'÷ � ó���� ú��¸óyô��pýªò�÷'ó�ùDÿ5ù¸ð��3ó
♦♦1 Ü5ÜDÝSÞ%Ü5ß [@à5*)á�*Ñá å¦ß * Ü5Ý

î@ï�ð�ñDò�óyô�ý�� ò�÷��Rñ�� ó
♦♦Û@Ü5ÜDÝZÞ/Ü5ß [@àU*�á)*Ñá å¦ß *)æ å@ß ç æ ÜUè *Ñá Ý è)Ý 2 å ä �)Þ

� ñ��'ò�÷¾ø ù�� û¸ó
î@ñ�úDÿ�� ñ���ópô� )û�� � ÷

♦♦Û@Þ%Ü5Ü�ÝSÞ%ÜUß [@à5*)á)* Ü 2)æ å ã)2)* è�ÜUÝ 2)* Þ á å¦ß *)æ å@ß'ç æ Ü5è *
ýªñ ý�!'ò�÷ªø�ù�� û�ó

" ñ�þ�û�� ú���ÿ5óDúpô�# þ�ÿ5ñ�òDó¸þ�$)ú�� òDó¸þ
♦♦Û 1 Ü�ÝSÞ%Ü5ß [@à5*)á)* Ü â å ã Ý * ß'å ã Ü5è *�2)*Ñá å¦ß *)æ å@ß ç æ ÜUè *

���'ñ��� ò�÷ þ�÷�ÿ-÷�� ð��3ó
% � úDñ�þ ô�$&�3ù���ùDñ��

♦♦Ü 1 ÝZÞ/Ü5ß [@àU*�á)* Ü â å ã Ý * ß å ã Ü5è *)2)*Ñá å±ß *)æ å@ß'ç æ Ü5è * � 2 Ü 1 å ã)ä Ü æ ç ã Ü *
î@ï�ð�ñDò�óyô��'ò¸÷ óDù�ÿ5ù�ð��3ó

♦♦♦♦♦♦
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ÚÓéiéiô�ð�ï×Ö÷øiðÓéiô�ïÈèóô�ï ÔÑÙ�éÑÖ÷øÕÙ7è

')(�*,+�- .0/ 1�23*)45/ 6 78*9')+ *0:<; 1 =?>A@<B0C BED FHG8I<JLK9MLN
')6 OQP,+ R 1TS3*8.U.8PEV�W3*U*82 =?>A@<X�@HC XHY8D Z�[8\]@QG0^ J9KLMLN
')VQ_�P06 *L`a*0(�*0+ _b1 = cA\Ud�ef^ GL[U\]gh[8Y8i<J8FQj8G9[8\9k0[UY8l e G�I�KLcLghk0C m l Y8n9\Ud8JUYLK9o0c
pbPEV<PU2A/ R 1
qb*U2�PEr�s�*8.UtU1�VHt8P06 1�.vu�+ P0/ + P =?>A@�waxbC xbJ8e J8lHK]w,x
`A*0+�6 1b.yu�+ P82bP0+�/ tU1Tpb1�+ _bPU.]zh*06 (�P0/ + * =?{0>bcA|}wbD G8C wbD GL[U\)XHJUd8\8D ^ G9K]wbX
`)6 *Er<2A/ 1�')+ tU1�VHtE~HP,+ = cAG�l �U�8D Gv�?\UGUd8J0^ [8G9[8J9BED d8iHD C XHY8d�[8D J0�}KLo5{
`)6 *Er<.yS3*UP8R?/ V<_bP0+ =?>AxA� BEkE�AgUoEC �?J8� \�JU[8G9Kyw3o
`)6 PU1�VQ1�+h`)+ PU.�tU�EVHt,/ 1�2b*8.y�3PU78PU. =?>b��k�M)C MLJUd8JUY8I�KLk�M
� 6 / 1T�,P8_b* = cAG�l �U�8D GvgUe JU�8J8C oEjUGy{UJ8Y8l GLK)o�{
Wb13.��EVQ_�P06 *L401ar<�H* = cAG�l �U�8D G9oED dU��Y8l J0^ C oEJUd8e G)k�dU[0^ �LK9o5{
u�6 1A+ �EVQt0/ 1TuHP0+�+ P,/ + *L�
r�/ (�*0+ �UP8.vu�/ 6 ~<1 =?>A@�gho0C BED e �0^ D JLKvgUo
��/ .�P06 PL23P)')+ *E:<; 1&z0+ *8R P�*U2b1
��rQ.0(��81 =?>A@<N���C N�G�D �Ud8D J)KLN��
� 78*EV�/ 6 2�PvuHP,+�VH*EV<2bPU.L4�*8*U2 =?>bc)�U�3G8n�mhG8IHi<G8C cAJUnL�UGLN�^ JUdU[�\UKLM9o
�8*Ut8�ArQP,6 / VHPvu<*EO�/ 1�6 *yW31b; *U.)')+ *EVQt,/ Ob/ * =?>A@�{�m8C XHG8j�Gv{U\8I<IHGUJLKv{0m
�81b�81&pbPEV�- t0/ 1�2bPy�,P06 1T�3P8R 1 =?>A@�{0� C ��\0^ \8I<D d8J9K]{E�
�81b�81&u�+ *EV<t0/ .8tU1T�,P06 1���/ OQ1�VH*8R�/ = N�^ Y8�UGygh[8Y�iQJ8iHD G8dUJ8l�� [U\8J8l C mU\8l �8n�Kv{Uk
� + P0V<Pv�b*E�?*U1A�?* =?>Ag8MLC MLJ0^ D dU�8�9K]{�w
�81b.8 9`A*0+�6 1b.yzE/ V<R 1&�<P0/ 78*U. =?>A@�w3N5C wbD GLN�^ J�dU[8\9Kyw3o
�81b.8 9`)6 137�PU.L4�*0+ *,/ 7�* =?>A@<M9k0C oEjUGy�}Y�D I�K)MLk
�81b.8 9��*U.,¡Q*0+EW,r<*U.yu�/ 6 ~H1 =?� cAM)cA|?>3o�{8C oEjUGLcaJ0^ l G�I�KLo�{
�81b.8 v��rb/ ��W31b.U*U.]zE/ Vb~H1 =?>A@<o�cAC @<l G0^ D JUd8�U�UG�l D I�KLoEc
�81b.8 9s5/ P0/ + *9')6 7UP8. =?>A@�{�m8C cAJ nL�8D d�JLN�^ J8dU[U\LKy{Em
�a*0+ tUP,6 1&WAr<¢�/ V<1
2�PL£�6 / 78P,/ + * = o0D I<e \8nLJ9��D e Y8l J0^�[�\vgUd8I<D dUG8C mU\8l �8n�Kv{Uk
��/ t0/ 1&SbP,+�VH*EV<2bPU.yp3P8�HP,+�+ * =?>A@<o�cAC @<l G0^ D JUd8�U�UG�l D I�KLoEc
��rH��/ VQ*,6 7U*y�L/ + *EV<2b*L23P)'9(�1�+�/ ( =?>A@�mhk0C oEJ8l ¤HJU[8G,^�Kym8k
�a*0+ tU1AV<23P�.9`A*U78*06 t8*EV<R Pvu�+ *EV<¥U* =?>A@<cAC @<G0^ e J�l \8ZHJ)K9c)g
zU*EO�6 1TW3132�+�/ _�1
��*EV<*U.U.0/ ( =?��D iH\�YL�3\,^ ^ J8I�[UG]ghd8�U\Ud8¦UG8C {UD ^ J8i<D i<J8§UJLKLo�{
zU*Er�6 1TS3PEVb+f/ �ArHPL`)+�r<�
�bP,/ 7�*92bPv��/ (�*9�0+�¨ =?g8IHi<G8l JL�b�8i<d8D i<JygU¤Q\,^ J0^ [UGy{hJ�IHIHG�IHC oEX�[8G8I�caJ8n9��G8I�K9o©{
WbP0/ V<*06 2b1���PEV
� t,~b/ + 1ª')+ *E��*E�8/ =?� xA{0gUC oEX�[8G8I�caJ8n9��G8I�K9o©{
WA/ tU*0+ 2�1
')(�1�+�/ ( = cA\Ud�ef^ GygU[8Y8iHJ�iHD G8dUJ�lb�}G8�UG8I<C xbG8¤HJ]� ��YUJ8FHYLKvwbX
Wb1aO<P0+ R 1
s5/ �<P0rªpb*,+�+ 1b. = cAG�l �U�8D G9kEiHJU\�C BEG8l e Jvwb\U[UG8dU[8J9KywbX
4E 0+ _A/ 1�`)6 «0rH2A/ 1�Wb*E(�13. =?� M)|?>A@bwbN�o0C {UG0^ e G9kEl \U�0^ \LKvwbo
45/ 6 70/ 1
2�Pyp3*0+�+ 1b.y�,P06 1 =?>A@�{�g8C wb\8iHD ¬ \LKv{Eg
q�*U2bPEr�uHP0+�+ P,/ + *L��1�(�PU. =?>Ag0mhkEC XHY8J�ZH\8D ^ G9KymUk
q�1a(�«U.y�,P0VH 0VH23P��
Wb1b2A+f/ _ar<PU. =?>A�U@<\ [8\,^ J8l<[U\ywbGUdU[8Ud8D J8C {UG0^ e G9BE\�l ¦8G9Kywb�
sE*06 2�PEV�OQP,+ _ª')+ *E:H; 1�2b*L45/ 6 7U* =?>A�U@<\U[8\,^ J8l<[U\LoE\0^ �8D �U\�C oEjUGLc)^ D I<e G8¤HjUG)KLo�g
®v*U_�VHP0+�zUP,+ P0/ + *y�H1a¡<PU. =?g8IHi<G8l JL�b�8i<d8D i<Jy@Q\U[�\0^ J8l<[8\9N5G8D �8I<C XHJ8e J,�}KLN��
®v*06 2bP0(�*0+��L¨}`a*0VH*06 6 / =?{0^ \�¬ \8D e Y0^ JLM9Y8d8D iHD �UJ8lH[U\Lo©�}XHG8jUG)[U\LM9\0^ D e D C oEX�[8\LM9\0^ D e D<KywbX


