CONTEUDO

AOS LEITORES 2

XIV OLIMPiADA DE MATEMATICA DO CONE SUL 3
Enunciados e Solugdes

XLIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA 13
Enunciados e Solugdes

X OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA PARA ESTUDANTES UNIVERSITARIOS 23
Enunciados e Solugdes

XVIIl OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA 34
Enunciados e Solugbes

ARTIGOS

A DESIGUALDADE DE ERDOS - MORDELL 42
Anderson Torres

COMO E QUE FAZ? 53
SOLUGOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS 54
PROBLEMAS PROPOSTOS 58

COORDENADORES REGIONAIS 62



Sociedade Brasileira de Matematica

AOS LEITORES

Chegamos a ultima edicdo de 2003 publicando solugdes de diversas
olimpiadas internacionais: a Olimpiada de Matematica do Cone Sul, a Olimpiada
Internacional de Matematica, a Olimpiada Ibero-americana e a Olimpiada
Internacional de Matematica para Estudantes Universitarios, da qual participamos
pela primeira vez. Publicamos também um artigo sobre a desigualdade de Erdos
Mordell, que ajuda a resolver um dos problemas mais dificeis que ja cairam na
IMO.

Estamos propondo sete problemas bacanas na secdo de problemas
propostos, que se somam aos 6 problemas da ultima edi¢do dos quais ainda nao
recebemos solugdo. Havera portanto bastante diversdo para o comego de 2004...

Em 2004 a Olimpiada Internacional de Matematica serd realizada na
Grécia, assim como as Olimpiadas. Vamos torcer para o Brasil trazer belas

medalhas nos dois casos...

Abragos e feliz ano novo a todos,

Os editores

EUREKA! N°18, 2003
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XIV OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

Enunciados e Solugdes

PROBLEMA 1
Em um torneio de futebol entre quatro equipes, 4, B, C e D, cada equipe joga com
cada uma das outras exatamente uma vez.

a) Decidir se & possivel que, ao finalizar o torneio, as quantidades de gols
marcados e sofridos pelas equipes sejam:

A B C D
Gols marcados 1 3 6 7
Gols sofridos 4 4 4 5

Se a resposta ¢ afirmativa, dé um exemplo com os resultados das seis partidas; em
caso contrario, justifique.

b) Decidir se € possivel que, ao finalizar o torneio, as quantidades de gols
marcados e sofridos pelas equipes sejam:

A B C D
Gols marcados 1 3 6 13
Gols sofridos 4 4 4 11

Se a resposta ¢ afirmativa, dé um exemplo com os resultados das seis partidas; em
caso contrario, justifique.

SOLUGAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)
a) A configuracao apresentada é possivel. Por exemplo,

AxB 1x1
AxC 0x0
AxD 0x3
BxC 0x3
BxD 2x0
CxD 3x4
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b) Como D ndo joga contra si mesmo, todos os gols que marca sdo contra 4, B e
C. Logo todo gol marcado por D aumenta em um a contagem de gols
marcados por D e aumenta em um a soma do nimero de gols sofridos por 4, B
eC.

Mas como D marcou treze gols, A, B e C deveriam ter sofrido pelo menos
treze gols no total, mas sofreram apenas 12, absurdo! Logo a situagdo
apresentada ¢ impossivel.

PROBLEMA 2

Considere a seqiiéncia {a,} definida da seguinte maneira:
a = 1
ar= 3

Aney = 2a,+1a,+ 1, para todo inteiro n > 1.

Provar que a maxima poténcia de 2 que divide a4o06 — @005 € 22003,

SOLUGAO DE RODRIGO AGUIAR PINHEIRO (FORTALEZA - CE)

Seja A, =a,—a, ;neN e n=2

Indugio: Vne N, temos 2" sendo a maior poténcia de 2 que divide 4, e
2n+l |A

Base de Indugdo: n=1:a,=2a,-a,+1=2-3-1+1=7T= 4, =a,—a, =2 ¢

2n+1

Ay =ay—a, =4

Temos que 21|A241 mas 2° ndo divide 4,, ¢ 2""'|4,,,,. OK!!
n=2:a,=2-a,-a,+1=2-7-3+1=43
a;=2-a,-a,+1=2-43-7+1=603

A,=43-7=36 ¢ A;,=603-43=560

36=2-9, logo 22|A2‘2, mas 2’ nio divide 4,,
560=2"-7-5, logo 2*"' |A2,2+1 .

Passo Indutivo: Supondo que para todos os naturais menores ou iguais a &, valha a
sentenga da indugdo, provaremos que vale para k£ + 1.

Ay = oy = Uy = (20 Ay -ty + 1) = (205 - Ay +1)
= 20, (a5 — Ay )
= 20, (ayy = Ay + Ay — Ay )
S Ay =20y (A, + 4y))
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Seja A,, =2"-x,,,x,, impar (hipétese de indugdo) e 4,,,, =2""-x,, ..
2% k e+l
Temos: Ayy =276y (27 - X5, +27X5,) =27 ay (27 Xy, +Xy)

impar impar

k+2
4, ,,mas 2

Portanto 2" ndo divide 4,,,,

= _ k+1 k+1
Ayps =205, (A + Ay ) =200y, (277 -2 5 +277 2 20,,))

_ ~k+2 k+1+1
=270y, (Xy4,, + Xyy,,) , portanto 2 |A2(k+1)+1

2004
2

_ 2003 _ _ Y e
Para k= 2003, temos que 2 |A4006 = Q06 — Ayg05> MAS ndo divide Ay -

PROBLEMA 3

Seja ABC um tridngulo acutangulo tal que o d4ngulo B mede 60° . A circunferéncia
de didmetro AC intersecta as bissetrizes internas de 4 e C nos pontos M e N
respectivamente (M # 4, N # C). A bissetriz interna do angulo B intersecta MN e

AC nos pontos R ¢ S, respectivamente. Demonstrar que BR<RS.

SOLUGAO DE THIAGO COSTA LEITE SANTOS (SAO PAULO - SP)

EUREKA! N°18, 2003
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Digamos que ZBAC=2a>/BCA=2p,
Sem perda de generalidade 2a+24=120°=a+ f=60°.

N estd dentro do tridngulo, pois como AC é  didmetro
= LANC = ZAMC =N° = LNAC=9°- =
= INAM =90—-f—-a=30° e ZLINAB=cx—30°.
De modo analogo M esta fora do tridangulo.
Assim, ZMCA=90°-a=/MCB=90°-a-23=30°-f
Como ZKMI=/NCA, pois ANMC ¢ inscritivel, ZKMI=f=/KCl =IKMC ¢
inscritivel = ZIKC = ZIMC =90°. Como ZKMI =/ ¢
ZKCM =30°- f,ZCKM =60°= ZNKB e Z/KWB=6(0°. Como I é o incentro,

IK=IT=r= sen30°=£ =l — Bl =2KI =2r
Bl 2
(r é o inraio). O tridngulo KWB ¢ equilatero, pois provamos que
/BWK = /BKW = /WBK =60°. Como BR ¢é bissetriz de ZWBK,BR 1 WK .
No triangulo RKT:
sendor=L 1 K
Kl 2 2
r 3r

2 2

=SI>IT=r, pois TS =90°

:>R_S=?1+§1=§+§12§+r=%=BR:>RSZBR_

PROBLEMA 4

No triangulo acutangulo ABC, os pontos H, G e M encontram-se sobre o lado BC,
de modo que AH, AG ¢ AM sdo altura, bissetriz ¢ mediana do tridngulo,
respectivamente. Sabe-se que HG = GM, AB = 10 e AC = 14. Determinar a area do
triangulo ABC.
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SOLUGAO DE RODRIGO AGUIAR PINHEIRO (FORTALEZA - CE)

QI

B x H 4, G M y

SejaBH=x, HG=GM=k,MG=y e AH=z.

Como AM é mediana, BM = MC = BH+ HG + GM =MC

Sx+2k=y (1)

Apliquemos o teorema da bissetriz interna, considerando a bissetriz AG:

AB _BG 10 _XHK sy iky=T(x+k)
AC GC 14 yrk
S5y=Tx+2k (1)

3
(T) em (I): 5y=6x+x+2k=6x+y<:>y=5x (111)

(TIT) em (T): x+2k=y=§x<:>%x=2k<:>x=4k

II): BN
(h: y=2x=5

Apliquemos o teorema de Pitdgoras no AAHC:

AC* =AH’ + HC® <2 +(8k) =14°

Teorema de Pitdgoras no AAHB:

AB = AH’ + HB® <2 +(4k) =10
264k =19 s 5

Temos: =z +64k” —(z" +16k7)=196—-100
22 +16k* =100

A8 =96 >k =2 >k =42

(4k) <>y =G6k.

\/&;2\/5 212@.

2116k =100 2> +16-2=100<>2> =68 <>z =+/68; Arca =

EUREKA! N°18, 2003
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PROBLEMA 5

Seja n =3k +1, onde k£ ¢ um inteiro, k >1. Constroi-se um arranjo triangular
de lado n formado por circulos de mesmo raio como o mostrado na figura para
n="7.

Determinar, para cada k, o maior numero de circulos que podem ser coloridos de
vermelho de tal modo que ndo existam dois circulos vermelhos tangentes entre si.

ADAPTAGAO DA SOLUGAO DE THIAGO COSTA LEITE SANTOS (SAO PAULO - SP)
Obviamente n=6k,+1 ou n=6k,+4, quando k = 2k, ou k=2k,+1,
respectivamente. Observe que se tivermos seis circulos do seguinte formato:

nods s6 podemos pintar no maximo 2 bolas; caso pintemos 3,
havera duas bolas pintadas tangentes, o que ¢ absurdo!

Primeiro caso: k =2k, = n==06k, +1=

ay i u ircu u i . iangulo n x n
Denote por a; 0 maior numero de circulos que podemos pintar. No tridngulo n x
pegue as 3 ultimas linhas:

Primeira linha . 3k+2
Segunda linha
3k+3
3k+4
3k +1
3k +2
3k+3
3(k+1)+1

EUREKA! N°18, 2003
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Dividimos aqueles circulos em pegas de 6 circulos e uma peca de 3 circulos da
seguinte forma:

—p 3k+2
—p 3k+3
—p 3k+4
3k+2
2

3k+2

Como cada pega g tem no maximo 2 circulos pintados e nds temos

3k+2

pecas (note que € Z pois k=0(mod2)) e napeca & podemos pintar

um circulo = a,,, < a, +3(k +1) nesse caso.

Segundo caso: k =2k, +1=>n="06k, +4
As trés ultimas linhas sdo assim:

9000009 >
Y Y Y Y Y Y Y
(XXX X X > 343
90000000 —> 3k

3k +1 - , | oo}
a.,<a, +2 + 7 onde r é o nimero de circulos pintados da peca .

Temos que » <3.(*%)
Se »=2 temos de novoa,,, < a, +3(k +1) e um jeito de montarmos ¢é o seguinte:

EUREKA! N°18, 2003
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Pegue a peca destacada e
coloque assim:

A partir dai fazemos por
indugao:

Nos dois casos (k par ou k impar), as trés ultimas linhas podem ser pintadas
assim: Suponha pintado até a linha » e pinte as linhas
n+1,n+2,n+ 3 da seguinte forma.

Nalinhan+i=3k+1+1i 1<i<3 faca o seguinte: enumerede 1 a n +1i.

Se i = 1: na linha n + 1, se o circulo tiver um numero da forma 3k, pinte-o de
vermelho.

Se i =2:nalinha n + 2, se o circulo tiver um numero da forma 3% + 2, pinte-o.

Se i =3:nalinha n + 3, se o circulo tiver um nimero da forma 3% + 1, pinte-o.
3k(k+1

Assim, teremos 4a,,, =2 a, +3(k+1),a,=4=a, 21 +(T),Vk 21.

3k +1

Vamos ver o que acontece se em (*) tivermos » = 3 e 2'( j+ r circulos

pintados nas 3 ultimas linhas.

A peca sera pintada assim %%
As 3 tltimas linhas serdo pintadas assim:

EUREKA! N°18, 2003
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—» 3k-1

—» 3k

—p 3k+1
3k+2

3k+3

3k+4

Na linha i coloque os nimeros assim:

0000000,

Na linha 3k + 2 e 3k + 4 os numeros impares serdo pintados e na linha 3k + 3

ninguém. Como cada peca da forma C%) $0 tem no maximo 2 circulos pintados,
nas linhas 3k + 2 e 3k + 4 todos os nimeros impares serdo pintados, porque se nao

a,,, <a, +3(k+1). Assim, nas 3 linhas anteriores (3k — 1, 3k e 3k + 1) temos no
maximo 2k circulos pintados (pois na linha 3%k + 1 ndo podemos ter nenhum),
donde a, ,<a, , +2k+3k+4<a,_, +3k+3(k+1)e, de qualquer jeito, temos

k. 3k(k+1
a, <1+ 23 j=1 +%, por inducdo. A resposta, portanto, ¢
=

o 14 KD,
2

PROBLEMA 6
Demonstrar que existe uma seqiiéncia de inteiros positivos X, X;,...,X,,... que

satisfaz as duas condi¢des seguintes:
i) contém exatamente uma vez cada um dos inteiros positivos,

ii) para cada n=1,2,...,a soma parcial X, +X, +...+x, ¢ divisivel por n".

SOLUGAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Definiremos indutivamente uma tal seqiiéncia. Seja x; = 1, x, = 3, e suponha a
seqiiéncia definida até x,,. Seja £ o menor inteiro positivo que ainda ndo apareceu

entre X,,...,X,,. Pelo Teorema Chinés dos Restos, existem infinitos X,,,, tais que

EUREKA! N°18, 2003
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Xy, ==X = Xy..— X, (mod(2n +1)""") | e

Xy ==X = Xy...— X, —k(mod(2n +2)*"*?)

ja que mde(Qn+1,2n+2)=1= mdc(2n+1)*""",(2n+2)*"**)=1. Em

particular, existe um tal X,,,, & {X,,X,,....X,,,k}, ja que este ultimo conjunto ¢é
2n+1

finito. Tomamos X,,,, =X,,,, € X,,., = k. Note que (2n+1)
(2n + 2) 2n+2

para 1<i<2n, x,,, #X,, X,,,, #k por construgdo e x,,,, # X, pela defini¢do de

X et Xy, €

X +...+x,,.,, logo a extensdo da seqiiéncia respeita (if). Como,

k, a extensdo respeita que cada inteiro aparece no maximo uma vez. Mas depois de
x extensoes, todos os numeros 1, 2,...,x ja apareceram, pois sd0 0S x menores
inteiros positivos. Logo todo inteiro positivo x aparece até o (2x + 2)-ésimo termo,

logo todo inteiro aparece pelo menos uma vez. Logo (X;),.y respeita (i), e

portanto (X;),.y satisfaz as condi¢des do enunciado.

EUREKA! N°I8, 2003
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XLIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
07 a 19 de julho, Toquio - Japdo

PROBLEMA 1

Seja 4 um subconjunto do conjunto S ={1,2,...,1000000} com exatamente 101

elementos. Demonstre que existem numeros f;,f,,...,fjp0 em S tais que os
conjuntos
A;={x+1;|xe 4}, para j=12,...,100,

sdo disjuntos dois a dois.

SOLUGAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)

101
Seja Ad={x—y|x,ye 4,x> y}.Certamente AACS,|AA|S[ ) j:SOSO, ja que

101
ha [2 j pares de inteiros (x,y)e 4> tais que x > y. Afirmamos que se

T={t,...t,,,} ¢ tal que t,—t, €AA,Vi, je {1,...,100}, entdo ¢,,...,t,,,satisfazem o
enunciado. De fato, se houver x,yed, x>y, tais que x4+t =y+¢ ,,entdo

x—y=t,—t. Mas o lado esquerdo da igualdade estd em A4,, o direito ndo,

absurdo!

Entdo construimos 7' da seguinte forma:

1) leT

ii) Para cada elemento ¢ adicionado, proibimos todos os inteiros da forma
t,+x,xeAA

1i1) Escolhemos o menor inteiro que ndo foi proibido, nem escolhido
anteriormente.

iv) Repetimos ii) e iii) 99 vezes.

Se existissem l,,t,,t; >, em T, tais que 7, —f, €Ad,entdo, como ¢, >,
1, =1 +0,0€Z,, logo 6 €AA, absurdo, pois ¢, teria sido proibido, pois ¢ da
forma ¢, +x,x € A4.

Logo basta verificar que 7cS. Mas como min 7 =1, basta verificar
max 7<10°. Mas se T={l=¢t<t,<..<t,}, entdo ¢, <5052, pois ha no

maximo 5050 inteiros proibidos entre ele e ¢, além de 1 ja escolhido. Da mesma

EUREKA! N°18, 2003
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maneira, ¢, <10103,...,4,,, <99 %5050 +100 =500050<10°, concluindo a
demonstragdo.

PROBLEMA 2
Determine todos os pares de inteiros positivos (a,b) tais que

2
a

2ab* -b° +1
€ um inteiro positivo.

SOLUCAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ)

Primeiro caso: b =1
2

a .. . . ~
= 5 ¢ inteiro <> a é par = temos as solugdes (24, 1) k € N*,
a

Segundo caso: b >1

como queremos inteiro positivo = 2ab’ —b’ +1>0=5b’(2a—b)+1>0 e como
b>1, devemoster b<2a

agora:

2%se 2a>b>a, b*’Ra-b)+1<a’ =a’Ra-b)+1<a’* =>1<a’(b-2a+1)=
= b=2a. Temos entio as solucdes (a,2a) aeN".

2" se b <a e (a, b) ¢ uma solugdo, suponha que
2

m — k= —2ba+(B ~k=0 entio a equacio x> —2kb’x + (b — 1)k =0
tem uma solugiio a e a outra é 2kb” —a, que € positiva pois o produto das solugdes
é (b’ —Dk>0.

Entdo vamos mostrar que

24°b° ab’ —a
2w b1 T e
&ab’ +b—b' +a>0<b' (a—b)+a+b>0 o que é verdade, pois @ > b. Assim, pelo
4a’b’ 2ab’ —2a

b>2kb* —a<>b> & 2ab’ b +b>ab’ —a <

caso 2'), b=2(2kb’ —ot)zﬁ—%:ﬁ:ﬂab3 ~b*+b=2ab’-2a
2ab” —b’ +1 2ab” b +1
4 2
&2a=b'-bsa= , com b par, poiskzj . Temos entdo as solugcdes

4_
[b 5 b,bj, b>1 par.

EUREKA! N°I8, 2003
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PROBLEMA 3
Considere um hexagono convexo tal que para cada quaisquer dois lados opostos
verifica-se a seguinte propriedade: a distidncia entre os seus pontos médios ¢ igual

a *F% vezes a soma dos seus comprimentos. Demonstre que todos os angulos do

hexagono sdo iguais.

(Um hexéagono convexo ABCDEF tem trés pares de lados opostos: 4B e DE,
BC e EF, CD e FA).

SOLUGAO OFICIAL
Primeira Solucio:
Lema: Considere o tridngulo POR com ZQPR >60°. Seja L o ponto médio de

OR.
Logo PL<A3 OR/2, com igualdade se e somente se o tridngulo POR é
equilatero.

Prova:

Seja S um ponto tal que o tridngulo QRS ¢ equilatero, ¢ os pontos P ¢ S

encontram-se no mesmo semiplano limitado pela linha QR. Logo o ponto P
pertence ao circuncirculo do tridngulo QRS, que se encontra dentro do circulo de

centro L e raio /3 OR/2 . Isto completa a prova do lema.

EUREKA! N°18, 2003
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As diagonais principais do hexagono convexo formam um triangulo embora o
triangulo possa ser degenerado. Assim podemos escolher duas das trés diagonais
que formam um angulo maior ou igual a 60°. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que as diagonais AD e BE do hexagono dado ABCDEF
satisfazem ZAPB > 60°, onde P ¢ a interse¢ao dessas diagonais. Logo, usando o
lema, temos:

NEY

MN ===(4B+DE)> PM + PN > MN,

onde M e N sdo pontos médios de AB e DE, respectivamente. Assim pelo lema, os
triangulos ABP e DEP sdo equilateros.

Consequentemente a diagonal CF' forma um angulo maior ou igual a 60° com uma
das diagonais AD e BE. Sem perda de generalidade, assumimos que
ZAQF >260° onde Q ¢ a intersegdo de 4D e CF. Da mesma maneira acima,

deduzimos que os triangulos AQF e CQD sdo equilateros. Isto implica que
ZBRC =60°0onde R ¢ a intersecdo de BE e CF. Usando o mesmo argumento

acima pela terceira vez, obtemos que os triangulos BCR e EFR sao equilateros.
Isto completa a solucao.

EUREKA! N°18, 2003
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Segunda Solucio:
Seja ABCDEF o hexagono dado e seja a = AB, b= R’,...,f =FA.

D N E

Sejam M e N os pontos médios dos lados 4B e DE, respectivamente. Temos

]\W:la+b+c+ld e Wz—la—f—e—ld.
2 2 2 2

Assim temos

W:%(b+c—e—f). (1)
Da propriedade dada temos
— /3 3
=2 sz Lla-al. @
x=a-d y=c—f z=e—b. desde (1) e (2) obtemos:
[v=2[> 3. (3)
Similarmente vemos que
|z—x|2\/§|y, 4)
|x—y|2\/§|z|. ®)]

Note que
?3) <::>|y|2 —2y'Z+|Z|2 23|x|2,

EUREKA! N°18, 2003
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@) o —2z-x+]af 23]y[,
(5) <::>|x|2 —2x-y+|y|2 23|z|z.

Adicionando as ultimas trés inequagdes, obtemos
—|x|2 —|y|2 —|z|2 —2y-z—2z-x-2x-y 20,

2 . .
ou —|x+y+z| >0. Assim x+y+z=0 e valem as igualdades em todas as

inequagdes acima.
Dai, concluimos que:
x+y+z=0,

|y—z|:\/§|x, alld/lx,
|lz=x|=By|, ¢t/ f 11y,
x| =3z, e//bii =

Supondo que PQOR ¢ o triangulo tal que P—Q:x, @: ¥, RP =z. Podemos
assumir ZQRP > 60°, sem perda de generalidade. Seja L o ponto médio de QOR,

logo PL:|z—x|/2:\/§|y|/2:\/§QR/2.
Segue do lema na solucdo 1 que o tridngulo POR ¢ equilatero. Assim temos
ZABC =/BCD=...= LFAB =120°.

Nota: Obtemos a caracterizacdo completa dos hexdgonos satisfazendo a
propriedade dada. Sdo obtidos a partir do tridngulo equilatero cortando seus cantos
na mesma altura.

PROBLEMA 4
Seja ABCD um quadrilatero convexo cujos vértices estdo sobre uma
circunferéncia. Sejam P, QO e R os pés das perpendiculares as retas BC, CA e

AB , respectivamente, passando por D . Demonstre que PQ=QR se e sO se as
bissetrizes dos angulos Z4BC e ZADC se intersectam sobre a reta AC .

EUREKA! N°18, 2003
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SOLUGAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ)

Seja CAB=p e BCA = q.
Primeiro temos que as bisetrizes se intersectam sobre4 C<

AB  AD sena AD PO
= g = Mas — =
BC DC senf CD sen QCP

de didmetro DC= PO = DC -sena e, analogamente,

=DC pois DQCP ¢ inscritivel

AD
OR=AD -senff = PO =0R < DC-sena = AD -senff < — = Sena
DC senf3

como queriamos.

Observe que a nossa demonstracdo independe do fato de ABCD ser um
quadrilatero inscritivel. De fato, o quadrilatero mostrado no desenho nao o é: 4
estd no segmento BR e C estd no segmento BP. Todos os argumentos utilizados
continuam validos se modificarmos as posigoes de 4 ou C.

PROBLEMA 5
Sejam » um inteiro positivo e X;,X,...,X, nameros reais tais que

X SXy S-S Xx,.

(a) Demonstre que

ii‘xl. —xj‘ Smii(xi —xj)z.
3

i=1 j=l i=1 j=1
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(b) Demonstre que a igualdade ¢ valida se e s6 se x;,x,,...,x, formam uma
progressao aritmética.

SOLUGAO
Vamos provar (a) por indugdo em n. Para n =1 os dois lados valem 0 e, para n =

2, valem 4(x, —x, )’ . Fagamos o passo da inducio: Temos

n n
X SX, S..SX, X, Assim, sendo 4, ZZZ‘XI' —xj‘e
=1 j=1

non n+l n+l n
B = ZZ(xl. —-X; )2 , temos A, = ZZ‘xl. —xj‘ =2 (x,1+l —xj)+ A,
=1 j=1 =1 j=lI =1
e B, =2 (xn+1 —X; )2 + B, . Queremos entdo provar que
j=1
) > 2((n+1) 1)
A, = (Zn-xnﬂ - Zij + AnJ Sf-Bn+1 =
j=1

2n(n+2 " 4
= (T)[m?x,il —4x,,, ZX_,» + 22 ij- + B,,j, ou equivalentemente, que
j=1 =1

4t (n-1 “De ! Y
ijﬂ—ma 207030 44, e, + 20D g 1082 || 423k | 0
3 3 Jj=1 / 3 Jj=1 ’ J=1 ’
Olhando o lado esquerdo como uma fun¢do quadratica de X, , concluimos que
2n-1)) x;+34,
j=1

n(n—1)

ela atinge o seu minimo para x,,, =

, quando temos

2
) > | 200-D)) x, +34,
A, :[anm -2>'x, +Anj = ;;:11 2> x,+4, | =
Jj=1 - j=1

2 n n
n+2 2 2
( 1 : Anj 4 enquanto Bn+1 = 2n‘xn+1 - 4xn+1 ij + 2’2 x/ + Bn =
n-— j=1 j=l
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2(n I)Zx +34, 34, -2(n- l)Zx

Jj=1 C 2
= +2 "+ B =
D) 20n-1) 2% +8,

2 Sy .
— [J‘Z_QXJ I 9‘4: +2ixg +B B +_ anz z +9—Aj
n 2n(n—1y ! = £ 2n(n—1)*’

=

mas B, =Zn:z":(x/. —xl.)2 =2(nzn:xf —[zn:xj) J donde 47, —@Bw C
= =1

i=1 j=1
+2) 2
(n )2 A3S2n(n+2) (’HljBﬁ 942 2
(n—1) 3 n 2n(n-1)
S3n+2)A <2n+1)(n-1)’B, +94]

equivalente a

2
S 3(n-1)A42 <2n+1)(n-1)°B, < 4> < @B

no

que ¢ a hipotese de

inducdo. Assim, o valor minimo de nossa fun¢do quadratica ¢ maior ou igual a 0, o
que implica o resultado.
Para provar b), note que, se valem as igualdades nas desigualdades acima,

2(n* 1)

devemos ter em particular A4’ = B, donde, por hipdtese de indugdo,

x;=x,+(j—Dr para um certo r=0, Vj<n; além disso, devemos ter

2(n—1)zn:xj+3A 2(n 1)Zx +6 Y. (j-ir

Jj=1 i<i<j<n
X = = =

™ 2n(n—1) 2n(n—1)
IS o —2 - Z(n k)kr =
n4 -

x1+(n—l)r+ 3 (n(n—l)(n+l)r
2 n(n—1) 6
progressdo aritmética, como queriamos provar.

j=xl+n”, donde (xi)ISiSnH ¢ uma
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PROBLEMA 6
Seja p um niimero primo. Demonstre que existe um niimero primo ¢ tal que,

para todo inteiro n, 0 nimero n” — p nio é divisivel por g.

SpLUQAO DE SAMUEL BARBOSA FEITOSA (FORTALEZA - CE)
E evidente que p # ¢ pois se p = ¢ basta tomarmos » multiplo de g para termos um
absurdo.
g1
Se encontrarmos um primo ¢ tal quep|q —lep? #1(modg) (1)
o problema terd acabado pois se n” = p(modg), como p # g entdo mdc (n, q)

g-1 g-1

= 1, donde n P o= p ¥ (modg) mas pelo pequeno teorema de Fermat temos
n" =1(modg). Isso produz um absurdo por (1), logo devemos ter
n? # p(modgq).

Para encontrarmos o nosso tal primo ¢ que satisfaz (1) consideremos o niimero
X=p" +p"? 4.+ p+1.Eclaro queX‘p" -1 ().

Seja ¢ um divisor primo de X e k=ord,p. De (2) temos que
k|p:>k:1 ou k=p.Sek=1temos p=I(modq)= p’ =1(modgq); dai
X=1+1...+1= p(modg) mas q|X e q#p, absurdo, logo k = p, mas
p ! =1l(modqg)= p= k|q —1= g = py+1 para algum y inteiro. Existe algum
fator primo ¢ de X tal que y ndo seja divisivel por p, pois se para todo
fator primo ¢ de X tivermos g¢=I(modp’), teriamos X =I(mod p*), mas

X=p+1#1(mod p>) logo existe um primo ¢ divisor de X tal que p|q -le
g # 1(mod p*). Mostremos que tal primo g satisfaz (1). Como k = ord JP=D¢

1 g1
= p?” #1(modgq), donde o primo

¢ #1(mod p*) =k = p ndo divide 1=

q satisfaz (1).
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X OLIMPiADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA PARA

ESTUDANTES UNIVERSITARIOS
25 a 31 de Julho, Cluj - Napoca, Roménia

PROBLEMA 1

a) Seja a,a,,...,4,,...uma seqiiéncia de niimeros reais tais que @, =1 e

3
a,., > Ea" ,Vn.

A a, - . e
Prove que a seqiiéncia — tem um limite finito ou tende a infinito.
2
b) Prove que para todo & > | existe uma seqiéncia a,,4,,...,d,,... com as
. 1' aﬂ —_
mesmas propriedades, tal que IIm———=a.
n—0

3 n-1
2
SOLUCAO

(a) Considere a seqiiéncia b, =

b

a . A
Temos b, >0, Vn e IZH = ( ””j >1, logo (b,) é uma seqiiéncia crescente.

3a

n

2
Mas toda seqiiéncia mondtona limitada ¢ convergente. Logo, ha duas opgdes

possiveis: ou (b,) ¢ ilimitada e, como ¢ crescente, tende a infinito ou entdo, se ela
for limitada, ela tem um limite finito (pois € crescente).

1 . . _
(b) Tome g =1—— e considere aseqiiéncia b, =1+qg+q” +..+q"".
a
a>1=0<g<1 e portanto (b,) é uma seqiiéncia convergente, com

limb, =L=a.
n—m 1_q
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n-1
Portanto, a seqiiéncia a, = [Ej b, satisfaz as condigdes do enunciado.

Observacao: A solugdo da letra (b) ¢ bem mais natural do que parece. A letra (a)
induz vocé a pensar apenas na seqiiéncia (b,). E na tentativa de encontrar uma
seqiiéncia com determinadas condi¢des, nada mais natural do que tentar uma
seqiiéncia facil como uma PG (e ai descobrir o valor de ¢ necessario).

PROBLEMA 2

Sejam 4a,,4,,...,d5; elementos ndo nulos de um corpo. Simultaneamente
trocamos cada elemento pela soma dos outros 50. Desta forma a nova seqiiéncia
b.,b,,...,bs, é uma permutagdo da anterior. Quais sdo os possiveis valores da
caracteristica do corpo?

SOLUGAO
Seja p a caracteristica do corpo.

51 51 51

S=2b, =2 —a,)=51S- Y a;, =515 -5,1logo495=0.

k=1 k=1 k=1
Se S #0, temos que 49 =0, logo p |49 e como p é primo, p = 7. Um exemplo
de corpo que satisfaz essa propriedade ¢ (%Z) ,com a, =1,parak=1.2,..51.
Se §=0,cada a, éiguala —b, = —a;, para algum j, donde a permuta¢do o tal
que a, =—a,, possui um ponto fixo, pois os nimeros 1,2,...,51 estéo divididos
em pares (pela agdo da o) e 51 ¢ impar. Portanto existe um n tal que
a,=-a,,, =-a,, logo 2a, =0 e como a, #0, temos que 2 = 0 e o corpo

n

possui caracteristica 2. Um exemplo de corpo que satisfaz essa propriedade ¢
GF(2%), isto é, 0 corpo cujos elementos sdo polindmios, tomados médulo
x>+ x + 1, com coeficientes em Z/27 .

Basta tomar (aq,4a5,...,as51) =1, x,1+x,1,x,1+ x,....Lx,] + x).

PROBLEMA 3
Seja A4 uma matriz quadrada n x n tal que 34° = 4> + A4 + I. Prove que (4" )i c »
converge a uma matriz idempotente B (i.e., a uma matriz B tal que B* = B).
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SOLUGAO

Seja m(x) o polindmio minimal de 4. Como 34° —A* —A—1=0, m(x) deve
—1£+2
a—

Isso implica que m(x) tem raizes distintas, e portanto 4 ¢ diagonalizavel, isto &,

ser divisor de 3x” —x* —x—1=(x-1)(x—-4,)(x—-4,), com A =

existe uma matriz P inversivel tal que 4 = p! -Diag(l,...,.LA e, M, A0, A0) - P,
onde Diag(a,b,c,...) representa a matriz diagonal de entradas a,b,c,...

Segue que 4% = P71 Diag(l,... 1,35, 0k 0k ). P
Como ‘7‘12‘ <1, segue que B=Ilim;_,, Ak =p7! -Diag(l,...,1,0,...,0)- P, que ¢

claramente idempotente.

SOLUGAO ALTERNATIVA

Seja A4, =A". Entdo 34, ,=4,,, + 4., + 4, .Resolvendo a recorréncia (veja o artigo
"Equagdes de recorréncia”, na Eureka! 9), obtemos A4, =C,+C, -4} +C, -1, para
todo k, sendo C,,C,,C, matrizes quadradas de ordem n. Como | 4,, [<1, }1{152 4" =c,.

Como }im 4" =lim 4" < C; =C,,C, é idempotente.

—0 k—

PROBLEMA 4

Determine o conjunto de todos os pares (a, b) de inteiros positivos para os quais o
conjunto dos inteiros positivos pode ser decomposto em dois conjuntos 4 e B tais
que a-A=b-B.

SOLUCAO
Note que o par (a, b) funciona se e somente se o par de coprimos

( a , b j funciona. Vamos entdo analisar os casos com mdc(a, b)=1.
mdc (a,b) mdc (a,b)

Suponha 1€ 4 (o outro caso é analogo). Entdo, a-A=b-B=ach-B, ¢
portanto @ ¢ multiplo de b (pois os elementos de B sdo todos inteiros), e
mdc(a, b) =1 implica b = 1.

Reciprocamente, dado qualquer par da forma (a, 1), com a > 1, é possivel
construir conjuntos 4 e B satisfazendo o enunciado. De fato, dado n € N, seja k, a
maior poténcia de a que divide n. Tomando A={n|k, é par}, B={n|k, ¢ impar}
temos AUB=N, AnNB=J,a-A=1-B.
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Portanto, os pares possiveis sdo os pares (a, b) com a # b tais que a ¢ multiplo de
b ou b ¢ multiplo de a.

PROBLEMA 5

Sejam g:[0,1] >R uma fungdo continua e f,:(0,1] >R a seqiiéncia de

1 ¢x
fungaes definida por f; (¥) = €(x) ¢ (0= [/, (), Ve (O.1Ln20.

Determine lgnﬂ, (x) para todo x € (0,1].

SOLUGAO

Veja inicialmente que se g ¢ polindmio, o problema ¢é facil, pois
N N
a
seg(x) = Zakxk , temos claramente que f,(x)= Z—kn
k=0 im0 (k+1)
todos os coeficientes, com exce¢do do independente, tendem a zero quando

n—+oo, e limf, (x)=a, =g(0). A idéia ¢ tentar mostrar que isso também

x* , portanto

vale no caso de g ndo ser polindmio.
Para isso, vamos usar o teorema da aproximacdo de Stone-Weierstrass: Dado

g
& >0, existe um polindmio P tal que |P(x) - g(x)| < 3 para todo x em [0,1]
(pois g € continua e [0,1] ¢ compacto). Agora olhe para a seqiiéncia 13,1 tal que

B =[Pt e B,=P.
xO

Como P ¢ polindbmio, lim }N’n(x)zp(O), donde para n grande,
n—>+o

~ &
Pn(x)—P(O)‘ <

Além disso, temos que se

P (x)-f.(x)| < g entdo:
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1
s;jn

&
< 5, para todo n natural e todo x em (0,1]

n

B~ | =L [0~ s 0}

|
H34=3

Segue por indugdo que Nn

jaque ‘}N’O (x)— 1, (x)‘ < g . Agora fica facil:

<[, (1) = B, )] |, (x) - PO)] +[P(0) - g(0) < = +3+§: ,

para n grande, o que prova que lim f, (x) = g(0).

SOLUGAO ALTERNATIVA
Vamos provar que lijn J,(x)=g(0),Vx € (0,1]. Para isso, vamos mostrar que,

para todo x € (0,1] <e.

Como g ¢é continua, existe O >0 tal que |x|<5:>|g(x)—g(0)|<8 Se
0<x<§,paratod0n>1

j(f,,m gO)dt| <= |£,,()=gO)|dt  donde,

(x)— g(0)| <& VneN. Se x>0, temos

fun(0)—g(0)]= ‘ [ (£ (6)-g(0))dr| <~

-0

M, <max{e, max — (55+(x S)M, )} =max{e, 86 +(1-6)M,}. Assim, se

por inducdo,

) , donde, se

,x€(0,1]},temos

L =limsupM, (que existe, pois M, KA <max{e,M,},VneN), temos

L <max{e,de+(1-0)L},donde L<g ou L<oe+(1-0)L=>0L<ds=L<¢,
0 que encerra a prova.
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PROBLEMA 6

Seja f(z)=a,z" + an_lZ'F1 +...+az+a,; um polindmio com coeficientes
reais. Prove que se as raizes de [ estdio no semi-plano esquerdo
{z e C|Re(z) <O} entdo a,q,., <a,,,a,,, paratodo k=0, 1,...,n—3.

SOLUGAO

Podemos supor sem perda de generalidade que @, =1.

Nesse caso, f{z) pode ser fatorado como produto de mondmios da forma z + a ou
z+a+bi com a >0 (no segundo caso, se b # 0, deve aparecer também o fator
z+a-bi).

Como (z+a+bi)z+a—bi)=z"+2az+a’ +b’e
(z+a)+(z+a)=2z"+(a+ad)z+ad, temos que f{z) pode ser obtido a partir
de um polindémio de grau 0 ou 1 com todos os coeficientes positivos por meio de

sucessivas multiplicagdes por polindmios da forma 2+ Az+B ,com A, B> 0.
Em particular, todos os seus coeficientes sdo positivos.

Vamos agora proceder por indugdo: para n = 0 ou n = 1 o resultado vale por
vacuidade. Seja agora f{z) um polindbmio de grau n + 2, da forma

f(@)=(az"+..+ ao)(z2 +Az+B), com a, =1 ¢

f(2)= a,z" +...+a, satisfazendo a hipétese de indugdo. Convencionando
a,=0se k<Oou k>n, e escrevendo f(2)=a,,,z"" +...+d,, temos,
para 0<k<n+2,a,=a, ,+Aa, ,+Ba,. Queremos entio provar que
(@, +4a,,, +Ba ;)a, , +Aa,  +Ba, ) <(a, + Aa,,, + Ba , N4, +Aa, +Ba,.,) ,
mas (@, +Aa, +Ba, Xa, , +Aa, +Ba,,)—(a,, +Aa,, + B Xa, , +Ag,, +Ba,)
=4, — 4,4, ,) +B (2O — 3 ) + £ (@ =)+

+B(a 20 — 3t ) + A(azf —U 20 )+ AB(ali—l — 030, ).

Temos, por hipotese de indugdo, &y | 2G50y oGy, 2 G 30y QG 2y 1O
S, além  disso, A3y Sy € Gy Sy donde
sy SAA G0y, € 1080 Gy, <00, (de fato temos @ ay, >0,
a menos que k = n, quando G4, =0,04,,=0); @4 <a.,q e
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2 2
G, S, donde G & GG, <0 G & e 10go G G ,<aq, e

2 1
analogamente @ 3@, <@, ,sendo que pelo menos uma dessas duas ultimas
desigualdades ¢ estrita, o que conclui a prova.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 1
Sejam A4 e B matrizes reais n x n tais que 4B + 4 + B = 0. Prove que 4B = BA.

SOLUGAO

AB+A+B=0=> AB+A+B+1=1= AB+)+(B+)=1=A+1)(B+I1)=1
Logo, A + I e B + [ sdo inversas uma da outra, donde

A+ DH(B+DH)=B+I1)(A+1)=1.

Expandindo a ultima desigualdade vem BA+ B+ A+ =1 e subtraindo esta da
igualdade dada no enunciado obtém-se AB = BA.

PROBLEMA 2

J~2x sen™t

B dt (m, n naturais dados).

Calcule o seguinte limite: lin}
x—0

SOLUGAO
t
Como a fungdo ST ¢ decrescente em (0,m), e tende a 1 quando ¢ tende a 0",
t

sen(2x) < sent

T
temos que, para x € (0,5) ex<t<2x: —— <1 e portanto:

2x t
(sen(Zx) ]m 'zf‘ " Ut < zjx sen” ¢ U <2fc " "
2x % tn M t}’l M [n
2 m
Como lim, _)O(Sﬂ;( *) ] =1, a desigualdade acima mostra que o limite
x

procurado ¢ igual a
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tm—n+1
—— —;—0, sem—-n+1>0
X
2x tm—n+1 2x
limx_)OJ‘t'"*”dtz p— —;—>®,5¢ m—n+1<0
X X
lntixﬁln2,sem—n+1=0

PROBLEMA 3
Seja 4 um subconjunto fechado de R" e seja B o conjunto de todos os pontos b de

a—b|,

R" tais que existe exatamente um ponto ao em A tal que |a0 —b| = ing
ae

Prove que B ¢é denso em R".

SOLUGAO

Vamos mostrar que dado € >0 ¢ xeR", existe y € B(x,e) N\ B.

Se x € A, entdo basta tomar y = x.

Caso contrario, seja 6 =inf,c4|a—x|. Como A ¢é fechado, existe um ponto

a € A que realiza essa distancia (basta observar por exemplo que B(x,20)N A4 ¢

compacto).
Se esse ponto a ndo for Uinico, considere um ponto y =x+t(a—x), ¢t €(0,1) do
segmento (x, a).
Seja a” um outro ponto de 4. Se a’ estiver no prolongamento desse segmento de
reta, entdo claramente | a'-y [>|a—y|.
Caso contrario, temos a desigualdade triangular estrita |a'—x |<|a'-y |[+|y—x|
€ portanto:

la'=y|>la'—x|-|x=-y[z[la-x|-[x-y[Ha-y],
onde a 2° desigualdade usa que @ ¢ um ponto de 4 tal que |¢ — x| ¢ minimo ¢ a

igualdade final usa o fato que y esta no segmento de reta (x, a).
Ou seja, todo ponto y escolhido dessa forma estda em B. Escolhendo ¢

suficientemente pequeno (¢ = por exemplo) obtemos um ponto

2-|a—x|

v € B(x,e) " B como desejado.

PROBLEMA 4
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Encontre todos os inteiros positivos n para os quais existe uma familia F de

subconjuntos de trés elementos de S ={1, 2, ..., n} que satisfaz as seguintes
condigdes:
(1) para quaisquer elementos distintos a, b € S existe exatamente um 4 € F

tal que a, b € A.
(i1) Se a,b,c,x,y,z sdo tais que {a, b, x}, {a,c,y}, {b,c,z} € F entdo
{x,y,z} € F.

SOLUGAO
Vamos mostrar que uma tal familia F existe se e somente se 7 =2* —1 para algum
inteiro positivo £.

De fato, se G:(Z/ZZ)k =7/27x 727 x...x 727 , onde esta definida a adi¢do

(X015 X5000s%, )+ (P13 Vasees ) = (5, + 1 (m0d 2), X, + y,(mod 2),...,x, + y,(mod2)),
podemos definir S =G\{(0,0,...,0)}e F ={{u,v,u+v},u,veS,u+v}.

A propriedade (i) segue com A={a,b,a+b} e a propriedade ii) segue de
x=a+b,y=a+c=>x+y=a+a+b+c=b+c=z.

Sejam agora S e F' como no enunciado. Consideramos um conjunto G =S U {0},

onde 0 é um elemento de G que ndo pertence a S (um "zero artificial") e uma
operacao + definida em G por
xsea,beS,a#b e {a,b,x}eF

Osea=b
a+b=

aseb=0

bsea=0

Nao ¢ dificil ver que com essa operagdo G € um grupo abeliano (a + b=5b + a
para quaisquer a, b em G, (a + b) + ¢ = a + (b + ¢), para quaisquer a,b,ceGe
para todo aeG existe b em G com a+b=0. Segue que G ¢ isomorfo a
(Z/zz)" para algum inteiro positivo k *, donde n=#S=#G-1=2" -1, o que
conclui a solugdo.

* De fato, se a e G,a#0,H ={0,a} ¢ um subgrupo de G isomorfo a Z/27Z, e, se
definimos em G a relagdo de equivaléncia x~ y< y—xe H, obtemos um

quociente, G/H, o conjunto das classes de equivaléncia x ={ yeGly~x}, que é

um grupo com a operagdo x+y: =x+y, o qual t€m as mesmas propriedades que

G. Além disso, G € naturalmente isomorfo a (G/H )><H , €, por indugdo em #G ,

r+l

G/H éisomorfo a (Z/27) para algum r e N, donde G ¢ isomorfo a (Z/27Z) " .
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Obs.: O conjunto S € um espaco projetivo finito (a generalizagdo k-dimensional do plano
projetivo) sobre o corpo Z/27 (ou seja, de ordem 2), cuja familia das retas é F. De fato, a

propriedade (i) € equivalente a "por dois pontos passa uma unica reta" e a propriedade (ii)
¢ equivalente ao axioma de Veblen-Young: "dado um tridngulo ABC, se uma reta r corta
dois lados, entdo corta o terceiro lado também" (no caso, os pontos do tridngulo sdo a,b,c e
areta é ={x,y,z}). As propriedades (i) e (ii) sdo, entdo, equivalentes aos axiomas que
definem um espaco projetivo; veja o artigo "Aplicagdes de planos projetivos finitos em
Teoria dos Numeros e Combinatéria", de Carlos Shine, na Eureka! 15.

PROBLEMA 5

a) Mostre que para toda fungdo f:QxQ — R existe uma fun¢do g:Q — R tal
que f(x,y) <g(x)+g(»),Vx,yeQ.

b) Encontre uma fun¢io f :R xR — R paraa qual nio existe g:R — R tal
que flx, y) < g(x) + g(»), Vx,y € R.

SOLUGAO

a) Q ¢ enumeravel, digamos Q ={r,7,7,...}.

Assim, podemos definir g:Q — R por g(r,) = max{|f(;;,1f/.)|,1 <i,j<n}.

Assim, f(5,7,) <| £ (057)| < & (Fwnie ) ) € 8(3) + 8(), Vi ).
0,se x=y
b) Podemos definir f(x,y)=
=l
Se existisse g:R >R tal que f(x,y)<g(x)+g(y),Vx,yeR, se definirmos,

seX# ).

para cada inteiro positivo n, X, ={xeR|g(x)<n/2},teremos UXn =R,

n=1
donde, como R ¢ ndo-enumerdvel, algum dos X, deve ser ndo enumeravel, e
portanto tem pontos de acumulagdo, isto é, existe uma seqiiéncia de termos
distintos (¥, );ey com y, € X, para todo k tal que (y,)converge a um certo
xeR. Em particular, limy, , -y, =Xx-x=0, e logo f(y,,y,,,)=7—""
ko |J’k+1 - J//c|
n n
tende a +o0 , mas devemos ter f(y,,y,,,)<g(,)+g(,.,)< 5+ 3" n para todo

keN,pois {y,,y,,,} € X,,donde (S (Vis Vi1 ) ren ¢ limitada, absurdo.

n?
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PROBLEMA 6

1 & a
. . . k
Seja @,,d,,...,d ,... aseqiiéncia definida por a, =1,4,,, .
98 CooEroeer B q P 0 " n+l;n—k+2

o0

a
Calcule Z_i (se existir).
k=0 2

SOLUGAO
Os a, s3o positivos e, por indugdo, tem-se a, <1, Vn (de fato, supondo vélido até
n tem-se
1 =z 1 1
apt1 < > < Zl =1).

n+1k:0n—k+2 I’l+1k0

0
Considere ento a fungdo geratriz f(x) = Y a,x" (ele é convergente para 0 < x <

n=0
1 pela observagzéo acima). Derivando e usando a expressdo dada obtemos:
0 n a
S'(x)= Z” ay X Z(I’l+1) Apil” x" =2 [ ) —k\]xn
n=0 n=0\k=0"—k +2

Trocando a ordem do somatorio obtém-se:
0 a xn 0 0 x”_k 0 X
fo=3 3 Sat || ¥ =) 3
=0\ n=k M — k+2 k=0 n:kn_k+2 m:0m+2
Portanto,

X © m+1 0 xm+l xm+1
() (O = = 5 T ,Eo((mﬂ)_(mw)]

m

Como f(0)=1:

In(f(x)) =

00 +1 o M+l
=3 1 > al =(ln ! j—l(lnL—xJ
meom+1l x,—ogm+2 m:0m+1 X m+1 I-x) x\ 1-x

Colocando x = % obtemos

1nf(%)=1n2—21n2+1=1—1n2,dem0d0 que Z;Z =f(%)=e-e'l“2 :g.
n=0

Estas solugdes da International Mathematical Competition - 2003 foram redigidas por Marcio
Assad Cohen, Rodrigo Villard Milet e Carlos Gustavo Moreira do Rio de Janeiro — RJ.
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XVIIl OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
13 a 20 de setembro, Mar del Plata - Argentina

PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1
a) Tém-se duas sucessdes, cada uma de 2003 inteiros consecutivos, € um
tabuleiro de 2 linhas e 2003 colunas

Decida se ¢ sempre possivel distribuir os nimeros da primeira sucessdo na
primeira linha e os da segunda sucessdo na segunda linha, de modo que os
resultados obtidos ao somar os dois nimeros de cada coluna formem uma nova
sucessdo de 2003 niimeros consecutivos.

b) E se trocassemos 2003 por 2004?
Tanto em a) como em b), se a resposta for afirmativa, explique como distribuiria
os numeros, ¢ se for negativa, justifique o porqué.

SOLUGAO

Note que somar ou subtrair uma constante de uma sucessdo de numeros

consecutivos a transforma em uma sucessao de nimeros consecutivos.

Note também que somar ou subtrair uma constante de uma linha do tabuleiro

soma ou subtrai a mesma constante da sucessdo formada pela soma das colunas,

logo esta operacdo ndo altera a "consecutividade" das linhas do tabuleiro.

Portanto, sem perda de generalidade, as sucessdes escritas nas duas primeiras

linhas do tabuleiro sdo 1, 2, ...,n onde 7 € {2003,2004}

a) Sim. Escreva na primeira linha 1, 2,...,2003 e na segunda linha 1002,
1003,...,2003, 1, 2, ..., 1000, 1001, ou seja, o i-ésimo termo ¢ 7 +1001se
i<1002. A seqiiéncia final ¢ 2i+1001se <1002 e 2i—-1002se
i 21003, que ¢ obviamente permutagio de 1003, 1004, 1005,...,3003, 3004,
3005.

b) Nao. Uma seqiiéncia de 2004 numeros inteiros consecutivos tem forma

k+1,....k+2004,k € Z . Sua soma vale
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2004k + M = 2004k + 2004 -1002 + 1002 = 1002(mod 2004).

A soma dos numeros da primeira e da segunda linhas vale 1002 (mod 2004).
Como a terceira linha (formada pela soma das colunas) ¢ formada pela soma das
duas primeiras linhas, a soma das numeros da terceira linha ¢
1002 +1002 =0 (mod 2004). Mas se a terceira linha fosse composta por uma

sucessdo de numeros consecutivos em alguma ordem, sua soma seria
1002 (mod 2004), absurdo! Logo a soma das colunas ndo pode formar uma
sucessdo de numeros consecutivos.

PROBLEMA 2

Sejam C e D dois pontos da semicircunferéncia de diametro 4B tais que B e C
estdo em semiplanos distintos em rela¢do a reta 4D. Denotemos por M, N ¢ P os
pontos médios de AC, DB e CD, respectivamente. Sejam O4 e Op 0s circuncentros
dos tridngulos ACP e BDP. Demonstre que as retas O,Op ¢ MN sdo paralelas.

SOLUGAO

Sejam 2,2 ¢ 2y as medidas de CD,BD e AC, respectivamente. Seja O o
centro da semicircunferéncia ACDB. Sejam R ¢ Q os pés das perpendiculares a

OP que passam por O, e O, respectivamente.

Sejam ainda S e C_P ,Te ﬁ pontos médios de CP e PD, respectivamente.

EUREKA! N°18, 2003

35



Sociedade Brasileira de Matematica

P V4
Note que SCM =+ 5 pois é angulo inscrito. Note ainda que MO, L AC e
SO, L CP , pois sio mediatrizes de AC e cpP . Logo MCSO, ¢ inscritivel e
MOS="~F.

2
Como SO, LO,0 (pois SO, LCP L PO, logo PO//SO,), Q0,0=p.

0Q_5r _ D =cos <= 0,0= D .
00 00 40,0 4cos B

Logo

—

y Olhando para o triangulo OMA, MOA =y

Analogamente, 0,0=
& i 4cos

(pois M ¢é ponto médio da corda E, logo MOA:AC/2 ), logo

oM OM
= _ T =cosy <> OM = Rcosy. Analogamente, ON = Rcos 5. Mas

04
OM  Rcosy-4cosfp RcosfS ON
0,0 B CD - D 0,0 Logo existe uma homotetia de

4cosy

centro O que leva M em O,e N em Op. Como homotetias preservam

paralelismo, MN // O ,0,.

PROBLEMA 3
Pablo copia o seguinte problema:

Considere todas as sucessées de 2004 niimeros reais (XysX,,X;5-..» Xp003 )5
tais que
x, =1,
0<x <2x,,
0<x,<2x,

0 < X003 < 2Xy005-

Entre todas estas sucessées, determine aquela para a qual a expressdo seguinte
assume o seu maior valor: S= ... .
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Quando Pablo ia copiar a expressdo S, apagaram o quadro. S6 conseguia lembrar-
se de que S era da forma

S=xxtx, .. E X0, + X005

onde o ultimo termo, Xx,,,, , tinha coeficiente +1, e os anteriores tinham coeficiente

+1 ou —1. Demonstre que Pablo, apesar de ndo ter o enunciado completo, pode
determinar com certeza a solugao do problema.

SOLUCAO
Seja ¢; € {—1,1} o coeficiente associado ao termo X, na expressio de S. Em
particular, C,o; =1. Dizemos que um termo X; é positivo se ¢; =1, ou que ¢é

negativo se ¢; =—1. Dizemos que X, estd maximizado se X, = 2X, .
Lema: Se X,,;,...,X; estdo maximizados, entdo:

_ 0 1 Jj=i
CX, + Gy Xy Tt X, =X,(6,27 +¢,, 2+ 4,27

i+17Vi+1 J
Lo, k=i _ s . .
Prova: E facil ver que X, =2"'X,,i <k < j. A prova segue trivialmente.

Corolario: A soma acima tem o mesmo sinal de € Iz

. . 0 j~i
Prova: Como X, >0, basta analisar o sinal de ¢;2" +...+ ¢; 2’7", Suponha ¢;

positivo (i.e. = 1). Entdo zck 2> Z—zk_' +2/7=2"4+142""=1. o

k=i k=i

caso C; = —1 ¢ analogo.

E obvio que maximizar os termos positivos aumenta a soma (ji que
x<y=1[0,2x]<=[0,2y], podemos aumentar um termo sem alterar nenhum

dos seguintes). Logo, sem perda de generalidade, na seqiiéncia que maximiza S
todos 0s termos positivos sdo maximos.

Se houver algum termo negativo ndo maximizado, escolha o ultimo deles,

digamos X; e maximize tanto ele quanto todos os termos que o seguem. Sejam a €
b os valores antigo e novo de X, e 4 e B os valores da soma

Ci1Xiyy Tt Cp03Xa003 antes e depois da mudanga na seqiiéncia.

Seja ainda C = 2° ¢ + 2! Coytot 2200 Cy003- Pelo lema, 4 =aC e B=bC.

EUREKA! N°18, 2003

37



Sociedade Brasileira de Matematica

Logo B— 4 = C(b — a) > 0, pois, pelo corolario, C> 0, e como b>a,b—a>0.
Logo, na seqiiéncia de S maximo, todos os termos sdo maximos ou poderiamos
aumentar S maximizando algum termo.

2003
=2

2

_ _ _ A2 . Al
Logo X, =2x,=2, x,=2x=27,.,Xx,=2,,=2,.,%

xi—1

A - . (A0 Al 2003
portanto a seqiiéncia que maximiza S ¢ (2°,2',...,27).

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Seja M ={1, 2,...,49} o conjunto dos primeiros 49 inteiros positivos. Determine o
maior inteiro k tal que o conjunto M tenha um subconjunto de & elementos em que
ndo haja 6 nuimeros consecutivos. Para esse valor maximo de %, encontre a
quantidade de subconjuntos de m, de k elementos, que tenham a propriedade
mencionada.

SOLUGAO

Definicdo: Um conjunto Ac M ¢& feliz se nio contém seis inteiros
consecutivos.

Seja. N M feliz, |N[242. Entio se P=M—N,|P|<7. Logo a
interse¢do de P com algum dos conjuntos

4,=1{1,2,3,4,5,6} , 4, ={7,8,9,10,11,12} , 4, = {13,14,15,16,17,18}

A, ={37,38,39,40,41,42} , A, = {43,44,45,46,47,48,49}

é vazia. Chame de 7 algum inteiro tal que 4, NP = . Entio 4, < N, absurdo,
pois entdo N teria uma seqiiéncia de seis inteiros consecutivos. Por outro lado, ¢é
obvio que N =M —{6,12,18,24,30,36,42,48} ¢ feliz.

Assim, o maior k tal que existe N < M feliz é 41 (como se | N [242 entio N
ndo é feliz, | N [< 41; e acabamos de exibir um exemplo para 41).

Seja N < M feliz, | N|=4L,P=M — N ={n, <n, <..<ng}.

Os oito elementos de P separam naturalmente N em nove conjuntos

Ny,.... Ny, NNON, =0, UN[ =N, N, <5 ecada N, composto apenas
de numeros consecutivos. E facil ver que o numero de possiveis conjuntos N é o

numero de solugdes de | N, |+ N, |+...+| N9 |=41 (pois estamos escolhendo o
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tamanho dos N,'s) onde | N, |<5 e exigimos que os N; estejam ordenados pelos
seus menores elementos. Seja a, =| N, |.

Seja b, =5-a, < 5-b =a,. Como 0<a, <5,0<h, <5. Substituindo na equacio,
5-b+5-b+..+5-b,=41<45-(b+...+ b)) =41 b +...+ b, =4. Mas
entdo a restricdo b, <5 ¢ redundante, logo o numero de N < M,| N |=41,N feliz, ¢
o numero de solugdes de b +...+b,=4 nos inteiros ndo negativos, que ¢

9+4-1) (12 11-10-
_(12)_12-111009 _ o0
4 4 24

PROBLEMA 5

No quadrado ABCD, sejam P e Q pontos pertencentes aos lados BC ¢ CD
respectivamente, distintos dos extremos, tais que BP = CQ. Consideram-se pontos
X e Y, X# 7, pertencentes aos segmentos AP e AQ respectivamente. Demonstre
que, quaisquer que sejam X e Y, existe um triangulo cujos lados tém os
comprimentos dos segmentos BX, XY e DY.

SOLUCAO
A 1 B
a
X A
P
b
1 y
1-A
C
o
D = o r» C

Seja AB=BC=CD=DA=1, BP=CQO=A,BX =a, XY =b, YD=c.
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Como a+b>y=BY, basta provar que J>Cpara demonstrar que
a-+b>c.Mas a mediatriz de BDé a reta AC, que divide o plano em dois

semiplanos B3 B e 03D . A excecio do ponto 4, todo o segmento AQ esta
contido em O, logo Ye€d <& y>c (o caso Y=A ¢ trivial). Logo

a+ b > c e, analogamente, ¢ + b > a.Basta provar que a+c¢ >b
Seja

A4=(0,0);8=(1,0);C=(11);P=La);Q0=(81);X =(x,ax);
D=(0,1);y=(yB,y),onde @+ f=1(paraque BP=CQ).

Entdo az\/(x—1)2 +a’x?, c=\/ﬂ2y2 +(y-1)7,

b:\/(x_yﬂ)z +(ax—y)’ =\/x2 —2xyf+ V' o’y —2axy+y’ =
b=+ = 2at ) =P )
Mas b<a+c< b’ <a’ +2ac+c’ (ja que a, b, ¢ sio positivos). Basta

demonstrar que a’+c? sz, ja& que 2ac > 0. Logo basta provar que
x=D)’+a’x +(y-1D)’+py’ 2x’a’ + ' +x - 2xp+)y &
Sx-2x+1+y" =2y +1-xX"+2xy -1y’ 20 (1-x)(1-y) = 0. Mas

Xe E’, logo X €[0,1] < 1—-x€[0,1]. Analogamente, 1—y €[0,1] ¢ o
resultado segue trivialmente.

PROBLEMA 6
Definem-se as sucessdes (@, ),50>(D, ), por:
a, = 1, bo =4 e
Ay = aZOOI"*' b,, b,, beom +a, para n>0.

Demonstre que 2003 néo divide nenhum dos termos destas sucessdes.
SOLUGAO
Observe que 2003 € primo; logo, se

x#0 (mod2003), x*** =1(mod2003) < x**' = x~' (mod 2003).
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Suponha que exista n tal que 20031a,,.b,., (note  que

n+l

aobo =4# O(mOd 2003) ); escolha o menor deles. Suponha que 2003 \ a,. (o
outro caso € analogo).
Temos 0=a,,,=a™ +b, =a, ' +b, (mod2003),

logo a,' =—b,(mod2003). Como nem @, nem b, sio zero (mod 2003),
podemos inverter os dois lados, obtendo

a,=-b"' < b ' =-a (mod2003) (usamos o fato de que (—=1)"' =—1). Mas
b, =b'+a, =-a,+a,=0(mod2003), logo 2003|b,., <> 2003 |a
£ facil ver que, nesse caso, @,b, =a, (—a,')=-1(mod2003).Seja c=a, , e
d=b,, (paran=0,temos @ =1"""+4=5%0(mod2003), logo podemos
supor 7 >1). Entdo @, =c¢”' +d ¢ b, =c+d ' (mod 2003), logo

ab =c'c+c'd +de+dd™ =2+ cd +(cd) (mod2003). (Como n ¢

n+l

+1 n+l*

o menor possivel, 2003 nio divide @b, para todo i <n, logo existe (cd .
Seja x = cd.

—1=2+x+x" < x* +3x+1=0(mod2003). Esta equagdo tem uma raiz
(que é cd), logo seu discriminante A =3> —4-1-1=5 ¢ residuo quadrético (mod
2003) : de fato,

(2x+3)* =4(x* +3x +1)+5=5(mod 2003). Mas pela lei de Reciprocidade

2003-1 5-1
Quadratica, (2503](2?3)4_1)24 PN

5 3 5 5
(—j[—} =(—1)ZOU2 @(—j (- =1<:>(—j =—1, logo 5 ndo ¢ residuo
2003/ \5 2003 2003

quadratico modulo 2003, absurdo! Assim, ndo € possivel que

2003|a,, b,., ,logo {2003x |x e Z} N ({a, },oy Vb, }ion) = 9.

n+l1

Estas solugoes da Olimpiada Ibero-americana de Matematica - 2003 foram redigidas por
Fabio Dias Moreira de Rio de Janeiro - RJ.
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A DESIGUALDADE DE ERDOS-MORDELL

Anderson Torres, Sao Paulo - SP

¢ Nivel Avangado

Neste artigo demonstraremos (varias vezes) a desigualdade de Erdés-Mordell
¢ mostraremos uma bela aplicagéo na resolugdo do problema 5 da IMO de 1996,
realizada em Mumbai, India.

1- Uma histéria do teorema
“Considere um triangulo ABC e um ponto P do mesmo plano. Sejam P,,P,,P.
as projegoes ortogonais de P nos lados BC, CA, AB respectivamente. Vale entdo a
desigualdade:

2(PP,+ PP, + PP.)< AP+ BP+CP

com igualdade se e somente se P for o circuncentro de um triangulo ABC
eqiiilatero”.

Este ¢ o enunciado da famosa Desigualdade de FErdds-Mordell. Ela foi
inicialmente conjecturada pelo matematico hungaro Paul Erdos e demonstrada no
mesmo ano por Louis Mordell, na revista American Mathematical Monthly
(problema n° 3740). Logo ap6s surgiram varias solug¢des e alguns artigos sobre a
desigualdade, cada uma usando variadas técnicas: trigonometria (Louis J. Mordell
e P.F. Barrow), desigualdades angulares e semelhangas (Leon Bankoff), teorema
de Ptolomeu (André Avez e Hojoo Lee), areas de poligonos (V. Komornik).

Mostraremos algumas delas, acrescidas de um pequeno comentario:

Lema Importante: 4P-BC > AB- PP, + AC- PF,.,
com igualdade se, e somente se, PyP,. // BC'.
A esmagadora maioria das demonstracdes difere apenas na demonstragdo desta

pequena desigualdade. Veja que esta desigualdade equivale a estas desigualdades
(as outras duas seguem por permutagdo ciclica das varidveis):
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ap>48 pp +AC pp
CB BC

s> B pp B4 pp
AC CA

szg.ppA +2.PPB
BA AB

Ao soma-las, obtemos:

AB+BP+CP> ngB—A - PP, + Q+£ PP, + £+B—C - PP,
B4 C4 AB CB BC AC

e lembrando que a soma de um real positivo com seu inverso ndo pode ser menor
que 2, e esse valor s6 se iguala a dois se o nimero em questdo for 1 (isto ¢
conseqiiéncia da desigualdade das médias), a desigualdade segue, com igualdade

se € apenas se AB = BC = CA. Além disso, devemos ter P,P, // AB, P,P.// AC
e P,P.//BC, o que implica facilmente que P é o circuncentro do tridngulo
ABC.

Vamos entdo demonstrar este lema!

Demonstragao 1: (trigonometria)

O quadrilatero AP, PP, ¢ ciclico, pois os angulos retos sdo opostos e somam
180°. Assim, pela Sagrada Lei dos Senos Generalizada,
— PBPC _ PBPC
- senZP, PP, ~ sen/BAC
AP-BC=2R-P,P.

em que R ¢ o circunraio do tridngulo 4ABC.

EUREKA! N°18, 2003
43



Sociedade Brasileira de Matematica

Pp
Pc

Pela Sagrada Lei dos Cossenos,
P,P.>=PP,>+ PP.>-2- PP, - PP. -cos(£F,PF.)
=PP,>+ PP.>-2-PP, - PF. -cos(£LP,PF. + ZP,PP,)
= (PP, -sen/P,PP, + PF. -sen ZFP.PP, ) ’
+(PP, -cosZP,PP, — PF. -cos ZP.PP,)

onde usamos o fato (bastante conhecido ©): sen 2x +cos?x =1 para fatorar.
Assim, jogando um dos parénteses fora, obtemos:

P,P. > PP, -sen/P,PP, + PF. -sen /F. PP, &
P,P. > PP, -sen ZACB + PF,. -sen ZABC &
AP-BC=2R-F,F. 2 PP, - AB+ PF.-AC

A igualdade ocorre se, e somente se,
PP, -cos£P,PP, — PP, -cos Z/P.PP, =0 <
2-sen/ZPAB-cosZABC =2 -sen/ZPAC -cosZACB <

sen(Z/PAB + ZABC)+ sen(£PAB — ZABC) = sen(LPAC + ZACB) + sen(LPAC — ZACB);
mas £LPAB+ ZABC + ZPAC + ZACB =180° ,donde
sen(LPAB + ZABC) = sen(LPAC + LZACB), e

logo sen(£PAC — ZACB) =sen(£LPAB — ZABC)
/PAB - ZABC = L/PAC - ZACB &

ZPAB - Z/PAC = ZABC - ZACB
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e (fica como exercicio mostrar que) isto equivale, de fato,a P, P. // BC .

Demonstragao 2: (4reas de paralelogramos)

Escolha dois pontos B, € A—C:, C e AB e construa os paralelogramos APC'C, e
APB'B, .

PB',PC" cortam BC em X,Y e B,C, em X,,Y, respectivamente, caso P seja

interno ao tridngulo (mas isto ndo afeta muito a demonstracdo). Veja que
B,B'C'C, ¢ um paralelogramo.

Pc

YA\

c’ B!
Por congruéncias, [AB,C,]=[PB'C'], em que [algo] significa area de algo.
Agora, veja:
[4BC,)~[PXX]+[C'CY]+[B'B.X,]=[APC'C]+[APB'B ] =
[PB'C'|-[PX,}]+[C'CY1+[B'BX,1=[APC'C,]+[APB'B]
[C'YX,B+[C'CY]+[B'BX,]=[APC'C]]+[APB'B]
[APC'C,]+[APB'B]=[BB'C'C,]
Com isto vemos que
AC,-PP. + AB, - PP, <B,C,-C'C, = AP- B,C,, com igualdade se, ¢ apenas se,
C'C, LB,C,, ou AP 1 B,C,, ou seja, AP contém o circuncentro do tridngulo
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AB,C, . Fazendo AC, = AC, AB, = AB, teremos por congruéncias (para variar...)
BC =C,B,, ¢ (por paralelismo mesmo!©) P, P.// BC, e pronto! Fim!

Observagao: Veja que é possivel modificar esta demonstragdo apenas usando uma
reflexdo pela Dbissetriz do angulo Z£ABC para obter os pontos

AC, = AC,AB, = AB,B, € AC,C, € AB . Esta observagio ser4 (itil mais tarde.

Demonstragao 3: (teorema de Ptolomeu)
Sejam B',C' pontos da reta P, P tais que BB'//CC'L P,P.. Entio ¢ facil

Ver que
BC=B'C'=B'F.+FP.P,+F(C'<

AP-BC>AP-B'P.+ AP-P.P,+ AP-C'P,’

com igualdade se, e somente se, P, P.// BC.

B P C
Vamos calcular cada uma das parcelas em relagdo ao ponto P.
Veja que A4APP,. ~ ACP,C" pois os angulos correspondentes sdo iguais. De fato,
temos os angulos retos, e LAPP. = ZAP,F. = ZCP,C" (quadrilatero ciclico e

angulos opostos pelo vértice).
Assim, obtemos as relagdes:
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C'F, :E@AP-C'PB =P.P-P,C.
P,C AP
Analogamente,
B'P. PP
—CzB—<:>AP-B'PC =P,P-F.B
P.B A

Pelo Teorema de Ptolomeu-Euler,
P,R.- AP= AP, PP, + AP PF,
Adicionando as igualdades, obtemos:

AP-BC> AP-(B'P. + P.P, + P,C")
=P.P-P,C+P.P-AP, + P,P- AP. + P,P-P.B
— PP.- AC+ PP, - AB

2- Problema 5, IMO 1996 (Mumbai, india)

“Seja ABCDEF um hexdagono convexo tal que AB é paralelo a DE, BC ¢ paralelo
a EF, e CD é paralelo a FA.

Sejam  R,,R.,R, os circunraios dos triangulos FAB, BCD, DEF
respectivamente, e seja P o perimetro do hexagono.
Prove que: R, +R.+R,>P/2.”

Este foi um dos problemas mais dificeis (e € considerado o mais dificil por muitos
problemistas) ja propostos na historia da IMO. Para se ter uma idéia, apenas seis
participantes (dois romenos e quatro arménios) fecharam este problema, enquanto
os seis estudantes da equipe chinesa zeraram-no!

Mostraremos neste artigo duas solugdes. A primeira ¢ um esboco de como foi
criado o problema, segundo a Banca Examinadora da IMO de 1996 (o problema
foi proposto pela Arménia), segundo a referéncia [Nairi M. Sedrakian, The
History of a Creation of a 1996 IMO Problem, Mathematics Competitions, n° 2
vol.9], e se assemelha muito com a solugdo oficial, presente na Eureka! N° 11. A
segunda (com algumas modificagdes), totalmente sintética, considerada a mais
bela das solugdes, ¢ de autoria de Ciprian Manolescu, da equipe da Roménia, o
unico Perfect Score (também conhecido como Ouro-42) da IMO 1996.
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Solugao 1: usaremos o seguinte lema (demonstre-o!):
“Considere um tridngulo de circunraio R, lados a e b, e o dngulo y entre eles.

Entdo, para quaisquer Q,[ tais que a<nm,f>0,a+f+y=2x, é vilida a

desigualdade: 2R >a- sen 8 L p.sena
seny sen y

T T .
(Sugestdo: note que sen S = cos(ﬁ _Ej’ sen a = cos(a _Ej’ e considere uma

reta fazendo um angulo a—% com o lado b; calcule a medida da projecao

ortogonal do lado do tridngulo oposto ao angulo ¥ nessa reta).
Usando este lema, podemos estimar os raios. Para tal sejam
a=/LFAB, f=/BCD,y = ZDEF ,
FA=a,AB=b,BC=c¢,CD=d,DE =e,EF = f.
Com isto,
seny senf sena

2R, 2b-——+a- ;2R >c- +d- ;2R >e
sena senq sen sen seny seny

seny

seno s€n
sena . senf

Vamos tentar obter outra estimativa para 2R,, desta vez em relagdo aos

lados d e e.
Pela Sagrada Lei dos Senos, BF=2R,-sena. Podemos entdo escrever

BF >b-seny +a-senf. Veja que BF ndo pode ser menor que a distincia entre as
retas BC e EF. Olhando este fato, vamos projetar o ponto 4 nas retas BC, EF

obtendo os respectivos pontos ABC,AEF. Analogamente para o ponto D,

obtemos o retangulo Ap Ay Dyp Dy

Apc B c C BC
B d
b D
A a
e
a
Agr F f E Dgr
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Com isto, podemos escrever:

BF >b-seny+a-senf
= AAye + Ady, = Ay App = Dy Dy = DDy + DDy
=d-sen f+e-seny

Concluimos as seguintes desigualdades:

sen sen sen sena
'B+e- }/;ZRCZa- ;ZREZC'—'H-I-I)'
senq senqo sen sen seny seny

2RA >d. sena " seny

Somando tudo:
4-(R,+R.+R;)
> (a+d)( sena. senﬂ}

senff sena

+(b+e)(sena " sen}/j

seny  Sseno

+(c+f){ﬂ+ Sen}/]

seny senf

E o problema segue, aplicando a Desigualdade das Médias aos parénteses
dividindo tudo por 4. E fim!

Solugdo 2: Este problema, por si sé, ja incita o uso de Erdés-Mordell ou de
alguma generalizagdo conveniente (muito provavelmente até as ultimas
conseqiiéncias (©)). Para tal, devemos de algum modo produzir a configuragéo
deste teorema. Aproveitando o paralelismo, desenhe os paralelogramos MDEF,
NFAB, PBCD. Com isto ja temos algo dentro do hexagono (mesmo que nio seja
um ponto, como em Erdos-Mordell, mas ja ¢ alguma coisa... As vezes ¢
necessario um pouco de coragem para nao desistir de algumas idéias, mesmo
que parecam ndo dar certo. Muitos problemas de IMO e véarios problemas

dificeis em geral sdo, na verdade, aplicagdes de fatos simples até as ultimas
conseqjiiéncias).
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X D Z

O problema agora ¢ tentar achar um modo de identificar os raios. Lembrando
que raios e didmetros tém tudo a ver com perpendicularidade, desenhe o
tridngulo XYZ, com XFY LFN ,ﬁ J_E’,ZW( 1LDM . Assim, o quadrilatero
FMDX ¢ inscritivel de didmetro MX. Mas os triangulos FED e FMD sdo
congruentes, logo XM =2-R,. Com isso o problema é demonstrar a seguinte

desigualdade:
XM +YN+ZP>BN+BP+DP+DM+FM +FN.

Vamos dividir em dois casos:

1- M= N=P. E este caso ¢ a propria Desigualdade de Erdos-Mordell.
2- O tridngulo MNP existe (ndo ¢ degenerado). A partir daqui vamos adaptar a
demonstra¢do de Erdos-Mordell.
Estimaremos XM primeiro. Sejam Y’ e Z’ as reflexdes dos pontos Y e Z em
relacdo a bissetriz de £YXZ . Sejam G e H as projecdes de M, X em Y'Z’
respectivamente. Como [XYZ] = [Y'XZ'] = [Z’MY’] + [XMZ’] + [Y’MX],
temos:
YZ-XH =YZ -MG+ZX -FM + XY -DM .

Mas, usando a desigualdade triangular no tridngulo XMG e a desigualdade
cateto < hipotenusa no tridngulo XHG (ou mesmo distancia de X a reta Y'Z’),
obtemos:

XM +MG > XG 2 XH = XM > XH - MG

Substituindo na igualdade recém-descoberta,

XM 2£-DM+£-FM
YZ YZ
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Analogamente,

XY XZ
XM 22— DM +—-FM
YZ YZ

YX YZ
YN2— -BN+—-FN
XZ XZ

zX
ZPZ—-BP+£-DP
XY XY

Somando tudo:

XM +YN + ZP

> XY v+ X2 ey
YZ YZ

+£~FN+£-BN
XZ XZ

+E-BP+£-DP
XY XY

Agora falta pouco...Basta arranjar um modo de sumir com as fragdes. Agora
vamos usar a Desigualdade das Médias para concluir. Para tal, outra estimativa.
Primeiramente, veja que os tridngulos XYZ e MNP sdo semelhantes, o que nos
FM -FN BN-BP DP-DM
XY YZ zX

permite definir k= . Com isto, podemos

€SCcrever:

ZX pp+ XX gy
Xy Xz
:(£+EJBN+BP+
Xy xz) 2
XZ XY)\BN-BP
e

Z(BP+BN)—k~(XZ'YZ—XY'YZJ

XY XZ

Analogamente,
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£~BP+£~BN2(BP+BN)—1¢- Xz Y2 XY-YZ
XY Xz XY Xz
E~DM+£-DPZ(DM+DP)—k- XY X2 _Xz.YZ
zY YX YZ XY
£~FM+£-FN2(FM+FN)—IC- Y2- XY X2 XY
YZ Xz Xz YZ

Agora, basta somar estas desigualdades e acabamos o problema!!
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referéncias de toda a histdria deste problema enquanto ele se passava na American Mathematical
Monthly.

[2]Na lista de discussdo de problemas da OBM (obm-1l@mat.puc-rio.br; ver também
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Ciprian Manolescu.
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Um deles trata sobre desigualdades, e outro sobre geometria euclidiana plana. Ainda tem uns dois
livros com provas de algumas olimpiadas de matematica de varias partes do mundo.
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Eureka! 11, p. 24-33.

[7]A segunda demonstracdo da desigualdade de Erdos-Mordell também foi objeto de uma
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COMO E QUE FAZ?

PROBLEMA 3

PROPOSTO POR DAVI MAXIMO ALEXANDRINO NOGUEIRA (FORTALEZA - CE)

E possivel escolher 102 subconjuntos com 17 elementos cada do conjunto
{1,2,3...102} tais que a intersecdo de quaisquer 2 deles tem no maximo 3
elementos?

SOLUGAO

A ideia é olhar para o plano projetivo P sobre Z/17Z, que € o quociente de
(ZN772)7\{(0,0,0)}  pela relagio de equivaléncia x~y<y=a-x,
Ja e Z/17Z\{0}. P tem 17°+ 17 + 1 = 307 pontos ¢ as retas em P tém 18 pontos

cada (e duas delas sempre se intersectam num ponto). Vamos fazer uma espécie de
quociente de P. Para isso, considere o isomorfismo linear T de (Z/17Z)’ dado por
T(x, y, z) = (v, z, x). Note que T° = Id. As retas em P sdo dadas por vetores nio
nulos w de (Z/17Z)* (de fato por elementos de P): uma reta R,, é o conjunto dos v
tais que < v, w> = 0. Note que 7 tem um unico ponto fixo em P: o elemento v, =
[1:1:1], correspondente ao vetor (1,1,1). Jogamos v, fora e dividimos os outros
306 pontos de P em 102 classes de equivaléncia de 3 elementos (as orbitas de 7): a
classe de equivaléncia de u € {u, Tu, T(Tu)}. Temos 307 retas em P. Jogamos fora
aR,. O quociente de cada uma das outras retas tem 17 elementos. De fato, se R,,

contém pontos da forma u e Tu, devemos ter <u, w>= 0 ¢ <u, T*w> = <Tu, w>=
0. Como w ndo ¢ v, entdo T*w = T"'(w) ndo é multiplo de w, donde ha apenas um
elemento de P satisfazendo essas duas igualdades, isto &, apenas dois pontos em
R,, sdo identificados pela nossa equivaléncia, donde as retas (projetadas pelo
quociente por essa relagdo de equivaléncia) tém agora 17 pontos cada. Para cada
reta na proje¢do, existem exatamente 3 retas (em P) que se projetam sobre ela: R,
Rz e Ry, - Dadas duas retas na projegéo, elas se intersectam em (no maximo) 3

pontos: se elas sdo as projecdes de R, € R,, suas intersecdes serdo as projecoes das
interse¢des de R,, com R,, de Ry, com R, € de Ry, com R,. Assim, na projegdo
(ou, se vocé preferir, no quociente), temos 102 pontos e 102 retas, cada uma com
17 elementos, sendo que duas delas se intersectam em (no maximo) 3 pontos.
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SOLUGOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

# Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

81) Num triangulo isosceles ABC com AB = BC, temos AC = BH, onde BH ¢ a
altura relativa ao lado AC. Tragamos uma reta BD que corta o prolongamento
dareta AC em D de tal forma que os raios dos circulos inscritos nos triangulos

ABC e CBD sao iguais. Determine o angulo ABD.

SOLUGAO DE FRANCISCO JARDEL ALMEIDA MOREIRA (FORTALEZA - CE)

B
Ol N 0,
~ /|
o J/ :
N /
° \\ |I7|
A H C F E D

Sejam, O; o incentro do A4ABC, O, o incentro do ABCD, X :B_Cm@ ,
E=BO0, NAD e finalmente, F o pé da perpendicular de O, até AD.

Note que QO,FH ¢ um retangulo, pois O, HF = OZI?H =90° ¢ Ol_Hz O,F,
dai 0,0, // AD.

Agora observe que:

HCO, + BCO, +0,CB + DCO, =180° ademais, HCO, = BCO, e 0,CB=DCO,
portanto, O, 602 =90°. Do fato de O, CA?O2 =90°¢ @//E,X ¢ médio de
0,0, (de fato, XO.C = H’C\'Ol = X/C\’Ol, donde XC = X_Ole logo CX ¢
mediana do triangulo retangulo O,CO,)

¢ médio de ﬁ.Logo, HB=AC = HE = AC = HB.
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Como BﬁE =45° e assim AED = 2-H§E =90°.

82)
a) Demonstre a identidade
n ) 2n+1
cos(@) - cos(2x) - cos(4a).. cos(2"0¢)—Zcos(2’ a)=w
2" - sen(ax)

b) Prove que \/: - J ————————— 7[2 :2
2 2 2 2 2 2 2 _0 2’+ Vs

SOLUGAO DE WALLACE ALVES MARTINS (RIO DE JANEIRO - RJ)
a) Demonstraremos a identidade utilizando o principio da indugao.

sen! 20”0() sen2e  2senarcosa

Para n = 0 temos cosa e =cosa.. Assim que a

™sen  2sena 2sena
propriedade ¢ valida para n = k, temos:

2]\+1
Hcos(2’ a)= s;g(l %) . Multiplicando-se ambos os membros da identidade por
seno

cos(2’“1 Q) temos:

sen(2-2"" )

ﬁCOS(Zj a) = Sen(zkﬂ (Z) COS(2k+1 (Z) _ f _ Sen(2(/c+1)+1 a)
/=0 2(k+1)+1
j=

Portanto a propriedade também ¢ valida para n = k£ + 1. Logo, pelo principio da
indugdo segue-se que a identidade é valida VneZ, n>0.

2Msena 2"sena senq

b) Demonstraremos primeiramente a identidade entre o primeiro membro e o
membro central da identidade acima; por indugao.

1 . .
Para n = 0, temos que Cos(zzizjzcos(%jz\/; Assim a propriedade ¢

verdadeira para n = (0. Vamos mostrar que para todo £ temos
I 1 1)1 1 11 11 £
\/:- —t— = ey | —F— —+...+—\/: =Hcos 7; . Para isso, vamos
2 V2 2\2 2 232 2V2 5% 2/
(k+1) Radicais
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mostrar que para todo k temos l+l l+...+l\/I: 0S
2 2\2 2\2

(k+1) Radicais

1 11 11 , 11 T V3 )
X=p|ZHoy [z ety temos que X ——=—C08| —— |<>C0s| —— |=2x" —1.
2 2\2 2\2 2 2 2 2

(k+2) Radicais

(@)
/N
N
bl
T
[ i8]
~
Q
o
=
w2
“.
o
Q
on]
o

k+2
Como sabemos cos(2a)=2cos’a—1.Logo x=cos 2 = cos( i[ j
2 2 +3

. 1 11 11 V4
satisfaz a equacdo. Logo x=\/§+5 E++E\/; =C0S WJ Portanto a
[(k+1)+1] Radicais

identidade também ¢ valida para n = k£ + 1. Logo, pelo Principio da Indugdo segue-
se que a identidade ¢é valida VneZ,n>0. Em particular, quando n—>c temos a
identidade conforme acima.

i T V4 V4 V4 T
Agora, sabemos que CoS| — |=cos| — |-cos| — |-cos| — |-...-COS =
¢ e ]] (2j (4) (8) (mj (2)

=0
Vs V4 T T “ ; V4
=C0S -COS -....co8| — |-cos| — |=] [cos(2’ &), onde ox = —.
(2j (2j @ (4] [Jowe) 2
., sen(2”+1 , 27*2 ) :
Utilizando (a) temos: | Jcos(2’ar) = = .
J=0 2" sen| 2~ 2"sen| X
2/1+2 2n+2
Sabemos que, quando 17— o entdo 2" -sen(zzzja—. (Pois luj.}@:l)
0 x

" V.4 1 2
Logo: lim cos| — =lim ——— |=—.
g Nn—>0 |:H (2j+2 ji| n—0 V4 j T
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83) Seja N={0,1,2,3,...}.
Determine quantas fungdes f:N—N satisfazem f{2003) = 2003, f(n) < 2003
para todo n <2003 e f{m + f{n)) = f(f(m)) + fn), para todo m, n € N.

84) Prove que se AcN*={,2,3,..} ¢é um conjunto ndo-vazio tal que
ned=dned e |Jn|ed entio A=N*
Obs. LxJ ¢ 0 tinico inteiro tal que x—1< LxJ <x

85) Mostre que todo tridngulo pode ser dividido em 9 pentagonos convexos de
areas iguais.

86) Encontre todas as triplas de inteiros positivos (a, m, n) tais que a” +1 divide
(a+1)".
87) Seja a(1) = 1 e, para cada inteiro n > 2, a(n) igual ao menor inteiro positivo
que ndo pertence a {a(j),j < n} tal que Za(j) seja multiplo de n. Prove que
=l

a(a(n)) =n para todo inteiro positivo 7.

88) Prove que se 7 €Q e cos(r-7) €Q entdo cos(r-7) e{—l,—%,O,%,l}

Seguimos aguardando as solugées dos problemas: 83, 84, 85, 86, 87 e 88...
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PROBLEMAS PROPOSTOS

D Convidamos o leitor a enviar solugdes dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para 0s proximos niimeros.

89) Uma prova de multipla escolha com n questdes ¢ feita por £ alunos. Uma
resposta correta na i-ésima questdo vale p; pontos, onde p; ¢ um inteiro
positivo, para 1<i<m A nota de cada aluno ¢ a soma dos pontos
correspondentes as questdes que ele acertou. Apds a realizacdo a prova, foi
observado que, mudando os pesos p;, as notas dos alunos podem estar em
qualquer uma das k! possiveis ordens (em que nao ha duas notas iguais). Dado
n, qual é o maior valor possivel de k?

90) Prove que, para todo inteiro positivo n e para todo inteiro ndo nulo a, o
A : —1 -2 Lo ’ : ~ .

polindmio x"+ax"" +ax" +...+ax—1 ¢ irredutivel, i.e., ndo pode ser escrito
como o produto de dois polindmios ndo constantes com coeficientes inteiros.

91) Um jardinero deve construir um canteiro com a forma de setor circular. Ele
dispde de 100 metros de fio para cerca-lo.
Figura:

Qual deve ser o valor do raio do circulo para que o canteiro tenha area maxima?
Qual ¢ a 4rea maxima?

92) Seja (F,).ey @ seqiiéncia de Fibonacci, definida por F, = 1, F, = 1 e
F ,=F +F.,VneN Prove que mdc(F,,F)=F,

n+2 n+l lc(m,n)

para quaisquer

inteiros positivos m e n.
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93) Um inteiro positivo n ¢ dito perfeito se n ¢ igual a soma dos divisores
positivos de n que s@o menores que n. Prove que um niimero par n ¢ perfeito

se e somente se existe um nimero primo p=>2 tal que 2°—1 é primo e
n=2""2"-1).

94) A ilha das amazonas ¢ habitada por amazonas e homens.
As amazonas mandam em tudo, sdo inteligentissimas, ciumentissimas e muito
fofoqueiras. O que uma amazona mais gosta de fazer é trair outra amazona
com o marido desta. Consumada a trai¢do, ela conta o seu feito a todas as
amazonas da ilha menos & amazona traida. As outras amazonas também nao
contam nada a vitima da traicdo. Mas se uma amazona descobre que esta
sendo traida ela mata o seu marido na préxima meia noite.
A rainha das amazonas, que é viiva, vé esta situagdo com desagrado. Ela vé
que ha traicdo na ilha mas, como nunca ninguém descobre nada, nenhum
marido morre. No dia 1 de janeiro de 3333, entdo, contrariando a tradigdo, ela
chama todas as amazonas para a praca central e faz uma proclamagdo solene:
"Ha traigdo nesta ilha."
Nenhuma amazona sonha em duvidar da palavra da rainha e todas as
amazonas sabem disso. Como ja foi dito, todas sdo inteligentes e ciumentas:
estes e os outros fatos mencionados neste enunciado até aqui sd@o
conhecimento comum entre as amazonas.
Supondo que haja 1000 amazonas na ilha e que 365 delas tenham sido traidas,
0 que acontecera?

95) "Resta-Um" é um jogo de tabuleiro na qual as pegas ocupam um tabuleiro
formando parte de um reticulado retangular (na verdade, existem variacdes em
tabuleiros de reticulado triangular). O Unico movimento permitido consiste
em tomar duas pecas em casas adjacentes vizinhas a uma casa vazia, e fazer a
peca mais distante da casa vazia pular sobre a outra pega, ocupando a casa
vazia. A peca pulada ¢ retirada.

0 @

(esse movimento pode ser feito para a direita, para a esquerda, para cima ou
para baixo).

Agora imagine um tabuleiro que € um reticulado retangular infinito e uma reta

que contém uma linha do reticulado, dividindo-o em dois lados. Todas as casas

de um dos lados da linha estdo vazias e cada casa do outro lado da linha

pode ou nao ter uma peca.
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Quantas pegas, no minimo, precisamos para chegar a uma casa do lado vazio
do tabuleiro, a uma distancia n da linha ? Abaixo indicamos uma casa a
distancia n, para n = 1,2,3,4,5.

5

4

3

2

1
o o o o o
o o (] (] o
o ® | o o o

Vocé sabia...

Que 2°' —1 ¢ primo? Este é o maior primo conhecido, tem
6320430 digitos e foi descoberto por Michael Shafer, um
participante do GIMPS (um projeto distribuido para procurar
primos de Mersenne. Veja: http://www.mersenne.org para mais
informagdes). Agora sdo conhecidos 40 expoentes p para os
quais 2” —1 é primo (e portanto 277 (2” —1) é perfeito - veja o
problema proposto 93): 2, 3,5, 7, 13,17, 19, 31, 61, 89, 107,
127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689,
9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503,
132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269,
2976221, 3021377, 6972593, 13466217 e 20996011.

Problema 89 proposto na 27 Olimpiada Russa de Matematica em 2001, problema 90 proposto
na Olimpiada Romena de Matematica de 1992, problema 91 proposto por Osvaldo Mello
Sponquiado (llha Solteira - SP).
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Vocé sabia...

Que existem infinitos inteiros positivos impares k tais que
k-2"+1 ¢é composto para todo neN? Tais inteiros k sdo
chamados nimeros de Sierpinski. Em 1962, John Selfridge
provou que 78557 é um nimero de Sierpinski, e conjectura-se
que seja o menor deles. Atualmente had 11 ndmeros menores que
78557 sobre os quais ndo se sabe se sdo nlimeros de Sierpinski
ou ndo: 4847, 10223, 19249, 21181, 22699, 24737, 27653,
28433, 33661, 55459 e 67607. O nimero 5359 fazia parte
dessa lista até 6/12/2003, quando Randy Sundquist ( um
participante do Seventeen or Bust, um projeto distribuido
para atacar o problema de Sierpinski) encontrou o primo
5359.2°"%% 11, que tem 1521561 digitos e é o quarto maior
primo conhecido, e maior primo conhecido que ndo ¢ de
Merssenne.

Veja: http://www.seventeenorbust.com para mais informagdes.

Exercicio: Prove que 78557 ¢ um nimero de Sierpinski, e que
existem infinitos nimeros de Sierpinski a partir das
congruéncias

78557 -2° +1=0(mod 3)

78557 -2' +1=0 (mod 5)

78557-2" +1=0(mod 7)

78557 -2" +1=0(mod 13)

78557-2° +1=78557-2* +1=0(mod 73)
78557 -2" +1=0 (mod 19)

78557 -2%" +1=0 (mod 37).
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Juiz de Fora— MG
Vigosa — MG
Brasilia - DF

Natal - RN

Rio de Janeiro - RJ
Lajeado - RS
Manaus - AM

Sé&o Paulo - SP
Vitéria — ES

Volta Redonda - RJ
Goiania - GO

Boa Vista- RR
Campo Grande- MS
Jodo Pessoa - PB
Chapecé - SC
Teresina - Pl

Belém — PA

Campo Mourdo - PR
Sao Luis - MA

Séo Carlos — SP
Florianépolis — SC
Campina Grande - PB
Floriandpolis - SC
Salvador - BA

Rio Grande - RS
Belém - PA
Fortaleza — CE
Piracicaba — SP
Recife — PE

Atibaia - SP

SJ dos Campos — SP
Nova Iguagu - RJ
Porto Alegre — RS
Juazeiro - BA

Porto Velho - RO
Sao Cristovao — SE
Maringa - PR

S.B. do Campo - SP
Jatai — GO



