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AOS LEITORES

Neste nimero publicamos um artigo do Prof. Svetosav Savchev, da
Bulgaria, um dos maiores especialistas internacionais em problemas de olimpiada,
além detrés outros artigos de temas variados.

Nos tem alegrado bastante a boa qualidade de artigos e problemas enviados
por nossos colaboradores, que contribuem muito para a qualidade e a vitalidade de
nossa revista.

Publicamos também, além das segdes de Problemas propostos e Como € que
faz, solucBes da Olimpiada Ibero-americana de 2004, na qual todos os quatro
integrantes da equipe brasileira (Alex Corréa Abreu, Fabio Dias Moreira, Gabrid
Tavares Bujokas e Rafael Daigo Hirama) conquistaram medalha de ouro. Como a
equipe de 2005 repetiu o feito, publicaremos no préximo nimero as suas solugoes.

Aproveitamos também para registrar a realizacdo da X Semana Olimpica,
atividade que vem sendo realizada desde 1998. Nesta oportunidade o evento teve
lugar na cidade de Juiz de Fora — MG entre os dias 21 a 27 de janeiro de 2006.
Durante a Semana Olimpica 2006, reunimos alunos ganhadores da XXVII
Olimpiada Brasilera de Matemética nos seus quatro niveis de competicdo. Estes
alunos participaram de um treinamento intensivo com professores de diversas partes
do pais como preparacdo para a futura formacdo das equipes que representardo o
Brasil em Olimpiadas Internacionais.

Os editores
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XIX OLIMP{ADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
Enunciados e Solugdes

PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1
Deve-se colorir as casas de um tabuleiro 1001 x 1001 de acordo com as seguintes
regras:
Se duas casas tém um lado comum, entdo peo menos uma delas deve ser colorida.
De cada seis casas consecutivas de uma linha ou de uma coluna, devem colorir-se
sempre pelo menos duas delas que sgjam adjacentes.
Determinar o nlmero minimo de casas que devem ser coloridas.

SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)

Lema: Todo retangulo 5 x 1 tem peo menos trés quadrados pintados.

Prova: Suponha que ndo, que o tabuleiro possui algum retdngulo 5 x 1 (ou 1 x 5)
com dois ou menos quadrados pintados. Entdo, pela primeira condicdo, é
trivialmente impossivel que s6 1 ou 0 quadrados estgjam pintados e, se dois
guadrados estiverem pintados, €l es devem ser os da figura abaixo:

Mas entdo tomamos um reténgulo 6 x 1 que contenha 0 5 x 1 e que esteja contido no
tabuleiro (isto € sempre possivel pois 5 < 1001).

Independente do quadrado agregado ser ou ndo colorido, chegamos a um absurdo
pois a segunda condic¢éo é violada.

Decompomos agora o tabuleiro em 200400 retdngulos 5 x 1 e um quadrado 1 x 1
(200000 retangulos 5 x 1 na horizontal, contidos no quadrado 1000 x 1000 do canto
superior esquerdo, 200 na horizontal, no retdngulo 1000 x 1 na borda inferior, e 200
na vertical, no retdngulo 1 x 1000 na borda direita e 0 quadrado 1 x 1 no canto
inferior direito).

1000 1
1000 200000 200
1 200
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Em cada um desses reténgul os, pelo menos trés quadrados estéo coloridos, logo pelo
menos 601200 casas devem ser coloridos.

E, defato, este minimo pode ser atingido: numere as colunas € as linhas do tabuleiro
de 1 a100. Pinte o quadrado (i, j) sesomentese, i +j =1, 3ou 4 (mad. 5). Cadaum
dos retangulos 5 x 1 que criamos contém exatamente um quadrado de cada classe de
congruéncia, logo pintamos 601200 casas, pois 0 quadrado que ndo foi contado,
(1001, 1001), néo é pintado (pois 1001 + 100 = 2 (mAd 5)).

Além disso é fécil ver que qualquer retdngulo 6 x 1 contém duas casas adjacentes
pintadas.

PROBLEMA 2

Considera-se no plano uma circunferéncia de centro O e raio r, e um ponto A
exterior a da. Sga M um ponto da circunferéncia e N o ponto diametralmente
oposto a M. Determinar o lugar geométrico dos centros das circunferéncias que
passam por A, M e N quando M varia.

SOLUCAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ)
A

Sgjal’ acircunferéncia de centro O eraior, ' a circunferéncia qua passa por A,
M, N; O' seu centro, B=AO n ' e POAO ta que OPO'=90°. Entfio

obviamente AP = PB. Agora como O esta no exo radicad de I e
2 2

'O OA OB ONI ON rf] ©B (r)—A_ Chamando OA=d temos OB:%,
r.2
d+7 d2_r2

logo P é ta que OP =0OA-AP =d - 2d = q ¢ logo é fixo e portanto

todos os centros O' estdo na reta por P perpendicular a AO gquando M varia.
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Mas paratodo O" tq 0"PO=90°0 se tracarmos " circunferéncia com centro
em O" que passa por A e também ird passar por B logo a poténcia de O sera r? [
se{M"N"=Fnl" enthio OM" OON"=r? elogo M" e N" sfo diametralmente
opostos.

Assim, o lugar geométrico dos centros € uma reta perpendicular a AO que passa peo

2 2

OA
ponto P tal que OP = T_Ar na direcdo de A. (cqd).

PROBLEMA 3
Sejam n e k nlmeros inteiros positivos tais que n € impar ou n e k sdo pares. Provar
gue existeminteiros a e b tais que

mdc(a,n) = mdc(b,n) =1 e k =a+b.

SOLUQAO DE RAFAEL DAIGO HIRAMA (CAMPINAS - SP)

Devemos achar entdo, para n e k inteiros positivos, um a tal que mdc(a, n) =
=mdc(k—a, n) =1 poisb=k-a.

mdc (k —a, n) = mdc(a —k, n), por definic&o.

Ent&o devemos achar dois nimeros que distam k, primos com n.

Deve ser Util o Teorema Chinés dos Restos.

Fatorando: n= p/p,>...pJ", com p's primos e o s inteiros positivos e sga
k=p;(modp)com 0<P <p

Setrocarmos a — k por ¢ queremas que:

cZ0(modp)ea=c+k =0(modp) paratodoi inteiro, 1<i <t

Se cada um dos pares de congruéncia for obedecida, escolhendo as congruéncias
mobdulo p, e usando o Teorema Chinés dos Restos podemos achar tal ¢ (pois cada

par de p,'s sdo primos entre si).

Ent&o precisamos provar que existe possibilidade para a congruéncia modulo p.
parao c. Queremos ¢ = 0(mod p.) e ¢ = —k(mod p,) .

Se p for maior que 2, temos peo menos 3 classes de congruéncias distintas, e
tirando essas duas: 0 e p, —f3,, sobra peo menos uma. Se p, é 2, entdo n é par e
pelo enunciado, k também é e entdo k =0(mod2). Assim ndo sdo tirados duas
classes de congruéncia médulo 2, e sim apenas a classe do 0. Podemos fazer entéo
c =1(mod?2).

Ent&o o méodo para construir aeb &
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* Fatora-se n e pega-se seus fatores primos P, Pys--r B,
* Acha-se as classes de congruéncia paracada p., deformaque ¢ = 0(modp.) e
c+k =0(mod p),

gue sempre existe como ja provamos. Pode haver vérias, entéo encolhe-se qualquer
uma.

» Pelo Teorema Chinés dos Restos, existe ¢ que obedece tais congruéncias, logo
a=-c e b=c+k, queobedecem a condicdo a+b =k e mdc(a,n) =mdc(b,n) =1,
pois p JcO pJ-c=a e p Jc+k =b e assim, a en nao tém fatores comuns, nem
b enostém.

Obs: Realmente, se n for par e k for impar ndo da pois ou a ou b é par e entéo ou
2| mdc(a,n) ou 2| mdc(b,n).

PROBLEMA 4
Determinar todos os pares (a, b), onde a e b sdo nimeros inteiros positivos de dois

digitos cada um, tais que 100a+b e 20la+b sio quadrados perfeitos de quatro
digitos.

SOLUCAO:

Devemos ter 100a+b=m* e 20la+b=n*, onde m e n sdo inteiros tais que
0<m<n<100. Dai segue que n* —m* =101a.

Como n*-m*=(n-m)(n+m) ¢é miltiplo de 101, 0<n-m<100 e
n+m <200, devemos ter n+m =101, pois 101 é primo, e 101 ndo divide n — m. Dai
101-a

101a
segue que n-m=-—"-_ =2, logo (101-m)-m=a,donde m= De

+m

(101-arf
+h=m? =100a + b, 2 - + =4D.
100a+b=m", segue que BTH e logo a® —602a+10201 =4b

Temos 0< 4b < 400. Como f(a) =a® —602a +10201 é uma funcéo quadrética cujo

602
minimo é atingido para a = —~ =301, f(a)é decrescente para 0< a<100. Como

f(16) =825>400, f(17)=256 e f(18) =-311<0,devemos ter a = 17, donde

101-17 256
m= =42, n=101-m =59 e b:T=64. Com  €feito,

m’ =1764 =100 17 +64, e n’ = 3481 =201[17 +64.
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Assim, o Unico par (a, b) que satisfaz as condi¢des do enunciado é (a, b) = (17, 64).

PROBLEMA 5
Dado um tridngulo escaleno ABC, designam-se por A', B', C' 0s pontos de intersecéo
das bissetrizes interiores dos éangulos A, B e C com os lados opostos,
respectivamente.
Segiam: A" aintersecdo de BC com a mediatriz de AA',

B" aintersecdo de AC com a mediatriz de BB' e

C" aintersecdo de AB com a mediatriz de CC'.

Provar que A", B" e C" sdo colineares.

SOLUCAO:
Suponhamos a >b >c, sem perda de generalidade. A perpendicular a AA' passando

por A é a bissetriz externa do angulo A no tridngulo ABC. Sua intersecéo A coma

A+t A
rea BC é ta que A":T,pelo teorema de Tales. Por outro lado, se

BC=a AC=b e AB=csio os lados do triangulo ABC, pelo teorema das

BA' CA' bB +cC
bissetrizes temos — =——, donde A'=
c b b+c

, €, pelo teorema das bissetrizes

BA CA ~ bB-cC
externas, — = ——, donde A= )
c b -C

1bB+cC +bB—cCD_bZB -c’C

Assim, A"=—
sSim, ZH b+c b-c H b? -c?
A
A A" B A C
. a’A-c’C ._a’A-b’B _
Analogamente, B :W eC —W. Assim,

(b2 —cZ)A"+(a2 —bZ)C" =(a2 —cz) B", donde B"= il A"+612 _bZC" =tA"+(1L¢)C"
’ a-¢ a-c ’
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2 2

c
comt= pomper elogo B"OA"C", o queresolve o problema.

PROBLEMA 6

Para um conjunto H de pontos no plano, diz-se que um ponto P do plano € um ponto
de corte de H, se existem quatro pontos distintos A, B, C e D em H tais que as retas
AB e CD sao distintas e se cortam em P.

Dado um conjunto finito A, de pontos no plano, constréi-se uma sucessdo de
conjuntos A, A, A;,... daseguinte forma: para qualquer j >0, A, éaunido de
A com o conjunto de todos os pontos de cortede A,

Demonstrar que se a unido de todos os conjuntos da sucessao é um conjunto finito
entdo, paraqualquer j = 1, temse A = A.

SOLUCAO:

B E c

Observemos inicialmente que nenhum dos conjuntos A, pode conter 4 pontos A, B,
C, D tas que D ¢é inteior ao tridngulo ABC. De fato, se
AD n BC={E}, BDn AC={F}, CDn AB={G} e BD n EG={H},temos que
ABE é um tridngulo estritamente contido em ABC e H éinterior a ABE.

Repetindo indefinidamente esta construgdo, obtemos infinitos pontos na unido dos
conjuntos A, , absurdo.
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Suponha agora que algum dos conjuntos A, contenha os vertices de um quadrilatero

convexo ABCD. Se ABCD néo é um paralelogramo, podemos supor que AB ndo é
paralelo a CD (ver figura acima).

Prolongando AB e CD obtemos um ponto de intersecdo E. As diagonais AC e BD se
intersectam num ponto F interior ao tridngulo ADE, absurdo peo caso anterior.

Considere agora o fecho convexo C de A). Se C é um segmento de reta, temos
A =A=A,00N.

Se C éum triangulo de vértices A, B e C, estes pontos pertencem a A,, que, como
vimos, ndo pode conter nenhum ponto no interior de C. Se A, contém pontos no

interior de dois lados de C, digamos D em AB e E em AC, BE e CD se intersectam
em FOA, queéinterior aC, absurdo.

B C

Assim, A, sO pode conter os vértices A, B e C e, eventualmente, alguns pontos em
um dos lados do triangulo, digamos AB. E fécil ver que nesse caso ainda temos
A =A=A,00 N

Caso C sga um quadrilétero, deve ser um paralelogramo ABCD.

Se A, contém algum ponto no interior de algum lado do paralelogramo, digamos E
em AB, contera os veértices do quadrildtero convexo EBCD, que ndo é um
paralelogramo, absurdo. Se algum A, contém algum ponto do interior de C, este ndo

pode ser interior aos tridngulos ABC e ACD, logo deve pertencer a diagonal AC, e,
analogamente, deve pertencer a diagonal BD, e portanto deve ser o centro O de
ABCD. Temos entéo dois casos:

i) Se A, ={A/B,C,D} temos A ={AB,C,D,0} e A =A,Ur 1

i) Se Ay ={AB,C,D,0}, temos A, = A = A, U] N.

Finalmente, se C tem pelo menos 5 vértices consecutivos A, B, C, D, E, devemos ter
CD e DE paralelos a AB, pois ABCD e ABDE sdo quadrildteros convexos com

vérticesem A, masisso € um absurdo, e 0 problema esté resolvido.
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PESSOAS CONFIAVEIS E NAO-CONFIAVEIS
Svetoslav Savchev, Bulgéria
Traducéo: Cesar Ryudi Kawakami e Rafael Morioka Oda — S&o Paulo — SP

+ Nivel Avancado

Em um grupo de n>3 pessoas, algumas sdo confiaveis e as outras nao.
Uma pessoa que é confidvel sempre diz a verdade, enquanto uma ndo-confiavel as
vezes diz a verdade e as vezes mente. Sabemos que 0 nimero de pessoas nao

confiaveis € no maximo k, onde k é um inteiro que satisfaz O<k<§. Um

observador quer identificar quem é confiavel e quem ndo é Ele pode fazer
perguntar a qualquer pessoa do grupo sobre a confiabilidade de alguma outra.
Qual o nimero minimo de perguntas necessarias para descobrir o que desgja?

Essa pergunta originou-se de uma questao da olimpiada de Moscou de 1978, que
perguntava sobre o nimero maximo e proposto pelo proeminente Sergel Konyagin.
Depois do concurso, muitos matematicos, como Schlosman, Ruzsa e Galvin,
acharam a idéia téo atraente que publicaram outras variantes do problema. Um
possivel nimero suficiente foi encontrado e 0 necessério, que era mais dificil, foi
sendo gradualmente melhorado. Finalmente, o problema foi completamente
estabelecido por Pavd Blecher, que ja havia sido premiado na propria olimpiada de
Moscou. Nés seguimos sua idéia, numa versdo um pouco diferente do problema.

O menor nimero de questdes é n+ k —1. Nés comegcamos provando que esse
nimero é suficiente, usando inducdo em n= 3.

Paran = 3 nos temos 0<k <g entdo k = 1, ou sga, N0 Maximo uma pessoa

nado é confiavel em um grupo de 3. Numere as pessoas e pergunte para a pessoa 2 se
aléconfiavel. Searespostafor sim, entdo 1 é de fato confiavel (caso contréario 1 e
2 ndo seriam confidveis). Sabendo que 1 é confidvel, basta perguntar aele sobre 2 e
3. Portanto temos que 3=3+1-1=n +k —1questfes sdo suficientes.

Se a pessoa 2 responder ndo, entdo temos que ou 1 ou 2 é ndo-confiavel
(sendo a resposta teria sido sim). Portanto temos que 3 € confiavel, e basta perguntar
adesobre 1l e2. Novamente, trés perguntas bastam.

Assuma que m+ k —1 questdes sdo suficientes para todo grupo de tamanho
mU7, iz 3 e menor que n, e considere um grupo de n pessoas que satisfaz as

EUREKA! N°23, 2006
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condicdes dadas. Comece perguntando sucessivamente as pessoas 2,3...,n sobre a
pessoa 1. Pare de perguntar assim que:

i) O nimero derespostas sim seiguale ak.
i) O numero de respostas ndo exceda 0 nimero de respostas sim.

Note que (i) ou (ii) ira necessariamente ocorrer devido a condicdo k<n/2.

No caso (i), a pessoa 1 é confidvel (ou entdo de mais as k pessoas que
respoderam sim seriam ndo-confidveis, absurdo). Suponha que m pessoas tenham
respondido ndo até aguele momento; todas elas sdo ndo confiaveis. Agora basta
perguntar a 1 sobre todas as pessoas no grupo, exceto de mesmo e as m pessoas
mencionadas. Isto leva n—m—1 questdes, entdo (k+ m) + (n—-m+ 1) =n+k-1
guestdes sdo suficientes.

No caso (ii), existe um nimero m tal que as pessoas 2, 3,..., 2m SA0
perguntadas e temos m respostas ndo e m — 1 respostas sim. Observe que ndo
importa se 1 é confiavel ou ndo, pelo menos m pessoas do grupo G, ={1,2,...,2m}
sdo ndo confiaveis. Se 1 é confiavel, entdo temos que as m que responderam nao séo
nao-confiaveis. Se 1 ndo é confiavel, entdo ele e as m — 1 pessoas que responderam
sim sdo ndo-confidvels. Concluimos portanto que m < k, ja que existem apenas k
pessoas ndo-confiaveis, e assim temos que o grupo G, ao qual pertencem asn —2m
pessoas restantes ndo é vazio, uma vez que k < n/ 2. Além do mais, existem no
maximo k — m pessoas que n&o séo confiaveis em G, , 0 que € menor que
(n—2m)/2. Sem<kentdo 1< k—m<(n-2m/2, n-2m=>n-2(k-1) = 3, e
logo a hipétese de indugéo se aplica ao grupo G,. Entéo (n—2m) + (k—m) -1
guestdes sdo suficientes para saber quem é o que no grupo. A mesma conclusao é
trivial param = k, caso em que G, consiste de n — 2k pessoas, todas confiaveis, e
portanto nenhuma pergunta € necessaria.

Agora escolha uma pessoa confiavel A em G, (existe sempre pelo menos

uma) e pergunte-a sobre 1. Dependendo da resposta, pergunte a A sobre que
disseram a verdade sobre 1. Para ser mais preciso, se 1 é confiavel (ndo-confidvel),
pergunte a aqueles que responderam sim (ndo). No maximo 1 + m questfes sdo
necessérias nessa Ultima etapa. Nao ha mais questBes necessérias pois ja sabemos
gque agueles que mentiram sobre 1 ndo sdo confiaveis. Um total de 2m—1) +
(n=2m) + (k—m) =1+ (1 + m) = n + k— 1 questdes sdo suficientes novamente.

A cota superior estd provada. A cota inferior é consideravelmente mais
dificil: mostrar que n + k — 1 perguntas sdo também necessarias. Considere uma

EUREKA! N°23, 2006
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seqliéncia arbitréria de n + k — 2 questdes ( p,, 0, ),( P2+ 0y )er( Prsk-z » ek )i
(1) onde a questdo | pergunta a pessoa p; sobre a pessoa ¢, . “Arbitraria’ em
particular quer dizer que cada questédo de (1) pode depender das respostas as
perguntas anteriores. Definimos também uma sequéncia r,,r,,...,l,, de
respostas, tal que, para cada i, aresposta r; depende apenas das questdes ( p,, 0, ),
(P, d,),-(P;,0)- Agora, serdo apresentadas duas configuragtes diferentes de
pessoas confiaveis e ndo-confiaveis num grupo de n, e ambas consistentes ndo so
com as respostas r,,I,,...,l,, Mas também com o limite de k pessoas néo-
confiaveis. Entdo a sequéncia de questdes (1) falhara em diferenciar essas duas
configuracBes, e portanto ndo ha n + k — 2 questdes que podem resolver o problema
em geral.

Nés definimos a resposta r; em dois estagios: o primeiro, quando as
primeiras k — 1 questbes sdo feitas, e a segunda, envolvendo as n — 1 questdes
restantes.

Todas as respostas na primeira parte serédo ndo. Depois que as k — 1
perguntas acabam, represente como pontos todas as pessoas P,..., Py
g, ,---, 0,4 envolvidasnelaseligue p, a g, por umaaresta, i = 1,..., k— 1. O grafo
obtido serd usado a seguir. Chame de G, ,...,G,, suas componentes conexas, com
conjuntos de vertices V, ,...,V,, respectivamente. Entéo cada questéo (p;, ;) na
primeira parte (ou sgja, i = 1,..., k — 1) envolve duas diferentes pessoas do mesmo
grupo Vj G=1..,m.Seeg,e,,..,€e, S0 0snumeros de arestas em G, ,...,G,,,

temosque g +e,+...+e, =k-1 (2

Finalmente, denote por W 0 conjunto de pessoas ndo envolvidas no primeiro
conjunto de perguntas, i.e. 0 complemento de V, IV, [J...0V,, em relacdo ao
conjunto de todas as n pessoas.

As questes (P, , ) Prik—z s Onek_2) S0 feitas na segunda etapa. De
acordo com elas, nds escolhemos um representante de cada grupo Vj G=1..,m)
mas podem haver dois diferentes tipos de representantes dependendo do grupo.

Se forem feitas perguntas sobre cada pessoa em V,; na segunda parte,

dizemos que V; €um grupo com um verdadeiro representante escol hido da seguinte

EUREKA! N°23, 2006
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maneira: ache o menor i tal que Vj esta contido na sequiéncia q,..., g ; entéo ¢, €
0 (verdadeiro) representante de V.

Se ha pessoas em V; sobre as quais ndo foram feitas perguntas na segunda

etapa, escolha uma qualquer dentre elas e chame-a de fal sa representante.
No momento em que a questéo (p;,q;) € feita, esta claro se ¢, € ou ndo um

representante verdadeiro de algum V; . Consequentemente as proximas questoes na
segunda fase sdo tais que a resposta r; depende somente das questdes ( p,, d, ),

(P2:02)( P )

Paracada i = k,..., n + k—2, definimos a resposta r; como sim se ¢, pertence a W
ou se ¢ €um verdadeiro representante de um grupo V; ; caso contrario defina r;

COmMo n&o.

Agora considere uma configuragdo S de n pessoas onde a pessoa p €

» confiavel se p pertence a W ou se p € um representante de algum grupo V,

(verdadeiro ou falso);

 nao-confidvel em qualquer outra hipétese.
Vamos mostrar que Stem as seguintes propriedades:

i) S é consistente com todas as respostas ry,r,,...,l..,, I.6 todas as respostas
dadas por pessoas confiaveis em S sdo verdadeiras;

ii) N&o ha mais que k — 1 pessoas ndo-confidveisem S,

Para provar (i), observe que todas as respostas da segunda etapa r, ,...,I,,,_, S80
verdadeiras, pda sua definicdo e pela definicdo de pessoas confiaveis e ndo-
confiaveis (usando o fato de que ndo perguntamos sobre nenhum representante falso
na segunda parte). Entdo nds precisamos apenas garantir que todas as pessoas
confiaveis deram respostas verdadeiras na primeira elapa. Escolha uma pessoa
confidvel p. Se p pertence a W entdo ndo houve perguntas a p nem sobre p no
primeiro estagio. Suponha que p € representante de algum grupo V;. Entdo as
possiveis perguntas que |he podem ter sido feitas na primeira etapa sdo sobre as
pessoas de seu préprio grupo que ndo ele proprio. Todas essas pessoas S0 hao-
confidveis, e todas as respostas da primeira parte foram ndo, portanto p disse a
verdade.

Para verificar (ii), lembre-se que, por construcdo, as pessoas hao-confidveis estdo
todas nos grupos V, ,...,V,,. Exatamente uma pessoa em cada grupo € confiavel —

seu representante. Uma vez que o nimero de pessoas nao-confidveis em V, e
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|VJ.| -1, j=1,..., m eonumero total u de pessoas ndo-confidveis éigual. Agora nds

usamos o fato de que V; € o conjunto de vertices de um grafo conexo: em tal grafo,
0 nimero de arestas é peo menos 0 nimero de vértices menos um. Deste modo
ez |V|-1lpraj=1..,m

De(2) temos queu = 3 V.|-1l]<eg +e +..+e, =k -1, elogo (ii) € verdade.
]
=1

Ter no maximo k — 1 pessoas ndo-confidvels em S serd usado para obter uma outra
configuragéo S’ consistente com as respostas r,, I, ,...,I,,_, € tendo no maximo k
pessoas ndo-confiaveis. Descreveremos agora esta construgao.

Se algum grupo V; tem algum representante falso g, ele é confiavel en S Defina g
como um ndo-confidvel em S e deixe todas as outras pessoas como eram em S
Como g € ndo-confidvel na nova configuracao, suas respostas sao irrdevantes paraa
consisténcia com r,,T1,,...,I,,._,. Portanto S €& consistente com as respostas se, e
somente se, cada pessoa confiavel de S disse a verdade quando perguntada sobre q.
Mas ndo ha pessoa confiavel que foi perguntada sobre g. De fato, ndo perguntaram

sobre sua confiabilidade na segunda etapa pela definicdo de falso representante. E se
alguma pessoa foi perguntada sobre g na primeira fase, ela pertence a0 mesmo

grupo V; que g, e portanto ndo é representante do grupo, o que significa que ndo e
confidvel em ambas as configuragdes. Assim, S satisfaz as condigoes.

Se ndo ha representantes falsos em S ent@o foram feitas perguntas sobre todas as
pessoas em V, ,...,V,,, na segunda etapa. Porém, n — 1 questbes foram feitas no total
durante ela, logo ndo houve perguntas sobre pelo menos uma pessoa g dentre as n.
Claramente, g pertence a W. Defina g como ndo-confidvel em S e deixe todos os
restantes da mesma maneira que em S Ninguém perguntou sobre q (nem na

primeira nem na segunda etapa), e portanto a nova configuragdo S satisfaz
novamente todas as condic¢des, e a prova estd completa.
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O TEOREMA DE STOLZ
Diégo Veloso Uchoa & Renato Purita Paes Leme

¢ Nivel Avangado

INTRODUCAO

Apresentaremos um pegueno resultado sobre limites com uma série de conseqiiéncias
interessantes e, em seguida, alguns problemas que podem ser resolvidos usando-o.
Usando a demontracdo do teorema como pretexto, vamos maostrar como a intuicéo
geométrica pode nos dar boas indicacBes sobre o caminho a seguir. Isso pode ser
resumido na velha méxima: “ Pense geometricamente, prove algebricamente’.

Teorema (Stolz)
Sea{x,} uma sequéncia estritamente crescente com lim x,, = +o, e{y,} uma

sequiéncia arbitréria. Se IimM = a entao: |imﬁ -a.
Xn+1 - Xn Xn
Prova
Podemos pensar em (X, Y,) como uma segliéncia de pontos do plano pertencentes
a uma curva da forma: y = f(x), ja que x, é crescente. Assim, Yna T Yn
Xnsr — X,

representa a razdo incremental entre dois pontos consecutivos. A medida que n
aumenta, essa razao vai se tornando arbitrariamente préxima do valor constante a,
ou sgja, para x grande (x, com n grande) a curva f € praticamente umareta. Isto é, se
y = f(X) tiver uma assintota, €la deve ser uma reta da forma y =ax+b para

algumb. Como parangrande y, = ax, +b, quando n — oo,

ax. +b b
h: n —at— - a
X X X

n n n

Naturalmente, isso ndo constitui uma prova (ainda, veremos gue nem sempre os
pontos (X,,,Y,) Seaproximam de umareta quando N — o0 ) —mas iSso serve como
uma boa orientacdo para uma prova formal. Vejamos:
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-7 TX;W)
P 6.Yo)

-
-~ (Xs,
- (Xs,Ys)

L~ -7 (X4,Ya)

.- (Xa:Y3)

(X2,y2)
(X1,y1)

yn+1 B yn —a:
Xns1 = Xp

Pela definicdo de limite, como lim

Ue >0,[h, talque n>n, 0

ynﬂ—yn_a‘<£

Xna ~ Xn
ou sgja, arazdo incremental M&ctéler\tre a—-& e a+é&. Geometricamente:
Xns1 — Xy
7,
Y Y, @ J)x x.)
7’
P
rd
rd
P4
P
P
P ——
// —_ vl
P __——’— y yn0 (a )(X Xno)
P ‘—“
‘(YnO-ynO)

A geometria acima nos diz que para n > n,, todo (X,,Y,) esta entre essas retas, ou
sga
yn0+k - yn0 _
X X

No

<g, k>0

n0+k
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Precisamos provar algebricamente o que a geometria nos mostra. Masisso é simples:

(a_g) |lxnoﬂ - Xn0 < yn0+1 - yn0 < (a+ 8) mxnoﬂ - Xno)
(@=&) WXy v2 = Xne1) < Yngrz = Yoo < (@FE) LXy 12 = X 11)

(a - 8) |lxn(ﬁk - Xn0+k—1) < yn0+k - yn0+k—1 < (a + 8) |lxn(ﬁk - Xn0+k—1)
Somando as expressdes acima, temos:

(a_g) |1Xn0+k - Xno) < yn0+k - yn0 < (a+ 8) |lxn(ﬁk - Xno)

yn0+k - yn0 _

Xno +k Xno

Ou sga, <Eg.

Dividindo tudo por X, ., efazendo k tender ao infinito, temos:

yn0+k _ yn0
Xng+k  Xng+k _al<en Yook Yy _a%_ X, <el- X,
1- Xno Xn0+k Xn0+k Xn0+k Xn0+k
Xn0+k
X | X
yn0+k —al<el- Ny + yn0 +lad No < 2¢
Xn0+k Xn0+k Xn0+k Xn0+k
parak suficientemente grande. Logo: Iimh =a O
X

n

A prova desse teorema é composta de algumas poucas linhas. Demoramos mais, pois

perdemos tempo discutindo a sua esséncia geométrica.

Comentamos que nem sempre y, se aproxima de uma reta ax, + b, ou sga, que nem

sempre a sequéncia b, = y, — ax, converge. Por exemplo:

X»=n e Y,=2n+log(n)

EUREKA! N°23, 2006
17



Sociedade Brasileira de Matematica

No entanto, nas condi¢Bes do teorema, by, € uma segquiéncia cujas razdes incrementais
~ e ... b.-b
em relacdo a x, tendem a zero quando n tende ao infinito, isto & lim—1 " =0,
X1 ~ X

como € o caso de by, = log(n).

Corolario
Dada uma seqliéncia {a,} tal que lima, = a, o limite da média artiméica dos n
primeiros termos da seqiiéncia também éa. Ou sga

. +...ta
||mu:a
n

Prova
n

Basta fazer y, = Z a, e X, =n. Como {x,} € estritamente crescente e tende ao

a, +..+a
n

e . . . a
infinito, podemos aplicar o Teorema de Stolz : lim " =lim—L =an

Problema Resolvido |
. . e 1 &
Mostre que se lima, = aentdo |Im|— Iy —a
nne¢=

n
a
Solugéo : Fazendo y, = ;?k e X, =Inn eaplicando o Teorema de Stolz

Ay
I & jim—n*l  _jim e} —a
Inn& k In(n+2) —Inn 1 ™o
InE1+—
n+1H ﬁ

Problema Resolvido I
1°+2°P+...+n°

Dado um nimero real p > O, calcule lim -
n-o n

Solugdo: Fagamos. y, =1°+2° +..+n? e x =nP" que é estritamente
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crescente e tende ao infinito. Logo podemos aplicar o Teorema de Stolz:
p 18,10
yn+1_yn - (n+1) - n |:| n|:|
Xosg =Xy (N+DP*—nP™ "
w1~ X0 ( ) B-"‘}H) 1
0 nQ
(1+x)"" -1
X

(1+x)"" em x=0) paracalcular olimitequando x — 0, temos:

Tomando x=1/n e usando que Iirrg =p+1 (pois é a derivada de

XA+ 1 1

lim 1 - 1 -

O@+x)P -1 (1+x)PT -1 ptl
lim—=_ ~
x-0 X

. - ) . 1
Logo: lim Yo = Y _ , assim: Ilmh = 0
Xne1 ~ Xn 1+ p Xn 1+ p

Problema Resolvido Il
(Schweitzer Competition - alterada) Dada a sequiéncia definida recursivamente por:

O<a <lea,=a/(-a,), pran>1,

prove gue:
@ limnia, =1

. 1-
(b) ||mM =1

Solucéo: a) Queremos usar o Teorema de Stolz em lim % . Paraisso, devemos
a

mostrar que 1/ a,, é estritamente crescente e tende ao infinito, o que equivale a

n

mostrar que a, € estritamente decrescente e tende a 0+. Por indugéo:
O<a,=a(l-a)<a <lposO<ag <1

Assumindo como hipotese deinducéo que: 0< a,,, < a, <1, temos que:
0<a,,=a,(1-a.,)<a,<l,pis0<a, <1
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Como a, é estritamente decrescente e limitada, ela converge. Logo [a =lima, e
a=a(l-a)J a=0.Aplicando o Teorema de Stolz:

im0 -n_ . am, . afad-a)] L oalfl-a)
1 1 a-a. g -[al-a)] a,’
3. 3,

=lim(l-a,) =1.

b) Aplicando um truque algébrico:

1
n{l-na,) _ %l %1 mn-na,) _ . Agg_n

=lim im na
Inn Inn Inn Inn
1
—-n
. a . ,
se lim I” existir. Mostremos que ele de fato existe evale 1, por Stolz:
nn
01 o1 O 1 1 U1 1 0
—-n-100—-m -—-1 m—-—1

[P Oo0a O_&u & _Dan+1anD_

In(n+1) =Inn Inéh;lﬁ Inﬁl Dﬁ
n+1

- 0
e
= U8 ERs & ~1 quando n — +ooQ
1

g‘lD o™y
In%ﬁmﬁ ﬁ 1+—E ﬁ

A seguir apresentamos alguns problemas (em ordem crescente de dificuldade) que
s40 resolvidos com a aplicacdo do Teorema de Stolz.

1- Sga{x.} uma segiiéncia de termos positivos taisque Y X, = e lim-=" Yo - —a
n
+..t
entéo Iimu:a
X Fot X,

2 -Sda{x,} uma sequéncia determos positivostais que lim x, = a. Mostre que
limy/xx,..x, =a. Sugestdo: Use o corolario apos o Teorema de Stolz.
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A " . a .
3 — Para uma seqliéncia de termos positivos {a, } mostre que se lim —% = a ent&o

n

limya, =a.

) } k
4 —Sgjak um inteiro fixo arbitrério maior que 1. Determine limn Eq E
n
. A 0
5—Cacule limp ﬁHl
iIlEp

6 —Prove quese{a,} €uma seqliéncia que converge para aentdo:
jmMat(n-ba, +..+1a, _a
n’ 2
a, —a,

7—Provequese lim(a, —a,_,) =0 entdo lim————==0.
n

8 —Calcule IimD:t (1 +2"+...+n") -\ natura fixo.
h* k+1H

9 — (OBM — adaptado) Dada a sequéncia{a,} definidarecursivamentepor a, =3

. In(lna,
ea, =a, —2.Proveque Ilmu:InZ.

10 — Parauma seqliéncia {a, } , considere a seqiiéncia { A} , de médias arirméicas,
a +a,+..+a
n

ousga, A, = ~. Mostrequese lim A, = A, entéo:

Sugestéo: Escreva a, em funcéo dealguns A .

11 — Mostre que, se para a seqliéncia de termos positivos {a,} , o limite
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. a
limnEL -
an

Ina,™
Inn

existe entdo o limite

lim

também existe e os dois sdo iguais. Ainda, se o primeiro limite € infinito, o segundo
tambémo &

para n =1, prove que: IimL =1

1
iak v20Onn

12-Sgaa =1lea,, =a,+

Sugestéo: Estude a’ .
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CONTAS COM DESIGUALDADES
Mércio Afonso Assad Cohen & Rodrigo Villard Milet

¢ Nivel Avancado

Vamos discutir agui uma notacdo prética para lidar com fungdes siméricas e
estudar a utilizacdo de duas poderosas ferramentas, as desigualdades de Muirhead,
mais conhecida como bunching e a de Schur.

Por simplicidade de notacao, os resultados serdo mostrados para trés variaveis. O
leitor ndo tera dificuldade em generalizar esses resultados para n varidvels (quando
necessario, seréo fornecidas dicas para essa generalizacao).

1. EXPRESSOES SIMETRICAS

Umafuncdo f(X,Y,Zz) ésiméricaquando setem, paratodox, y, z

f(x,y,2=1f(Xzy)=1(y,x2)=f(y,z,x)=f(zxy) = f(zV,X)
(isto é trocar umavaridvel com outra ndo altera a expressao).
Dada uma funcéo qualquer P(X, Y, z) , definimos:

z P(x,y,2) =P(x,Y,2) + P(x,z, y) + P(y,%x,2) + P(y,z,X) + P(z,x, y) + P(z,y,X) .
sym
Exemplo 1. Deacordo com a definicao, verifica-se que
z X2y = X2y + X2z + yPx+ y’z+ 2°x+ 2%y ;
sym
Y X =20 +y* +2%);  xyz=6xyz
sym sym
(reflita um pouco para entender os coeficientes 2 e 6 dos exemplos anteriores!).

1.1. Propriedades
1. ) f éumafunciosimétricai.e H f(Xy,2)=) f(x,zy)=..
2 2 2

2. Se a(x,y,z) éuma funcdo simétrica, entéoZo(xy,z)[f(xy,zFo(x,y,z) Qf(x,y,z)
m m

(porque o(x,y,z) €uma constante para esse somatério).

Exemplo 2. (Quadrado e Cubo da soma) Sendo s=Xx+y+z, expresse 25’ e 28°
como somas simétricas:
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Solucéo:

2s=% x0 28 =¥ xQx+y+2) =Y (X +xy+x2) =Y (X* + 2xy)
2 2 2 2
26 =28 [3= (X" +20) lx+y+2) = (X +X°y + X2+ 2y + 21y + 2xy2) [
m m

25° =5 (¢ +6x'y + 29
sym

Exemplo 3. Sendo x, y, z> 0, mostre que:
X N y N z < 9
(X+y)(x+t2z) (y+x)(y+2) (z+x)(zty) 4(x+y+z)
Solugdo: Usando a notacdo de simetria, podemos reescrever o problema como:

1 EE X < 9

2 & (x+Y)(x+2)  Ax+y+2)
volte ao exemplo 1).
Multiplicando tudo pelo mmc (X + y)(X+ 2)(y + 2)(X+ y + 2) :

2D X(y+2)(x+y+2) Ax+y)(x+2)(y+2)

(Se vocé ndo entendeu o fator %,

Agora observe que, chamando o lado esquerdo de LE e o direito de LD:

() LD=900x+)(x+2)(y+2) :9EQX2y+X22+---+XyZ+xyz)ﬂ)%xzy%zxﬂ%
sym

(para evitar erros, confira se a expressao esti verdadeira parax =y = z = 1,
lembrando que zl: 6 nesse caso).
sym

(i) LE=20) (xy+xg) (x+y+2) =20) (Xy+XY +Xyz+XZ+xyz+xZ) = (8K +4xy3

Portanto, LE< LD « z(8x2y+4xyz)s z(9x2y+3xyz) - zxzyz zxyz
m m m m

A Ultimaineguacao é consequéncia direta da desigualdade das médias:
X2y +X°z+ yPX+ y?z+ 2°x + 2°y = 6xyz.

2. MUIRHEAD (vulgo “bunching”)
Dadas duas seqiéncias ndo-crescentes (a,,a,,a,) € (b,b,,h,) , diz-sequea majorab

quando: a =h; a +a,=h +b,; e a +a, +a, =b +h, +h,
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Nesse caso, escreve-se [a,,a,,a,] 2[b,b,,b,] esex, y, z sdo reais positivos temos:
Xai yaz ZaS 2 Xbi ybz st
Demonstracéo:
Lema (smoothing): Se em z X"ty*z
sym

" substituirmos dois expoentes u;,u; (i <)
por vi,v; comu; +U; =V, +Vv; e u <V, <v, <u;, ovalor daexpressdo diminui

(ou ndo muda).
(isto é manter a soma constante e diminuir a distancia entre dois expoentes nao
aumenta a expressio)

Demonstracdo do Lema:
Sp.g,suponhau, =m+R, u,=m-R, v, =m+r,v, =m-r:
z (Xul yuz 7% — x“ yV2 7" ) =

sym

1 - . ;
zaq(xmﬂ?ym Rzu3 _Xm+r ym rZu3 +Xm Rym+RZu3 _Xm—rymﬂzua) =
sym

1 U, ,m. m R,,-R -R,,R ro,—r = ,r
=—[N Z%x X + X -X -X

5 Ds,zm y" {x"y y" -Xy y')
A Ultima expressdo € ndo-negativa, pois para a positivo fixo (no caso a = xly), a
funcgo f(t)=a'+a™" écrescente:

fR-f(r)=a"-a +a_lR —_ @ -a) __a:-ar @ -a)=a""(@"-a)@a -)

al‘

Sea>1eR>r >0, essa expressao € obviamente positiva. Se 0 < a < 1, também
(troque a por 1/a).

Demonstracéo do teorema:

Como [a,,a,,a;]=[b,,b,,b,], se as seqiiéncias ndo forem iguais, adotamos o
seguinte procedi mento:
Segja i o maior indice tal que a >hb, e j o menor indice maior do que i tal que

a, <b,. (oqual existe, pois Zak:ZQ(e ZakZZbK, donde ak>ZbK).
Sei<k<j,a =h. Sdar=min{a -h,b, —-a;} >0. Podemosfézer ot;ocade a

por g -r ede a por a +r,de modo que o numero de indices s tais que
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a, =b,aumenta de pelo menos uma unidade. A ordem dos a € preservada, pois
a-rzh=b 2a +re se i<k<j, g -r 2h =2h =a,.Como a soma simétrica

Zxaiyazz% nunca aumenta (pdo lema), repetimos o procedimento até que
sym

a, = b, paratodo s, 0 que mostra que, no inicio, tinhamos
Xai yaz ZaS 2 Xbi ybz Zb3 .

Obs. A demonstracdo do caso com n variave's € andloga.

(A demonstracdo fornece uma idéia intuitiva para o conceito de majorar. Uma
seqliéncia na qual os expoentes estao préximos uns dos outros é sempre majorada
por uma com os termos mais espalhados!)

Exemplo 4. (Desigualdade das médias) Dados a,, a,,...,a, reais positivos, mostre que

a+a,+..+a
~2>1/a,a,..4,

n
Solugdo: Vamos usar a versdo de n variaveis de bunching:
M11 10

0,0,...,0 vy e
1 ]>E; i
a>%aa.a’"0

(n-1!'da, +a, +...+a,) 2n! /aa,..a, 0 Mk MG.
Exemplo 5. (Vinganca olimpica) Dados a, b, ¢, x reais positivos, prove que

a“?+1 b +1 c?+1
+ + >3
a’bc+1 b*ac+1 c*ab+1

Solucdo: Na hotacdo simétrica, o problema pode ser reescrito como:

a¥?+1

1 +

— ——=23
2 ES/Z] a‘bc+1

z (@ +1)(b*ac +1)(c*ab +1) = 6(a*bc +1)(b*ac +1)(c*ab +1)
sym

Desenvolvendo cada lado:
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LE - z (aX+4bX+1CX+1 + 2ax+3bXC + a.X+2 + bX+1CX+1a2 + 2aXbC +1)
sym

LD =% (a*b™*c™"* +3a™"b*"'c” +3a"bc +1)
sym
Temos LE = LD jaque, usando bunching trés vezes, podemos escrever:
LE-LD= z(ax“‘b“cX+1 —ap ) + ZDZ(a”"‘ch—aXﬂbXﬂcz) + z(aX+2 -a*b9 =0.
sym sym sym
Exemplo 6. (Torneio das cidades e Japdo) Mostre que sendo a, b, ¢ positivos de
produto 1 tem-se

1 1 1
+ + <1
atb+l b+c+l a+c+l

Solugdo: Inicialmente, vamos nos livrar da restricdo, homogeneizando a
inequagao:
1 + 1 + 1 < 1
a+b+3dabc b+c+3abc a+c +¥abc  ¥abc
Para evitar asraizes, faca x =%/a, y=3b, z=%c.
z Xz <2 o
G X +y’ +xyz

Y XAY +Z+x2)(C + 2 +xy) S20C +Y +xyD(y’ + 2 +xy2) (X + 2P+ xy2)
sym

Desenvolvendo,
OC+Z+x2)(y* + 2 +xy) =2 +X°7 +y° 28 + Y + X yz+ 22 yx+ yixz+ Xy
*)
Logo, LE= z (X"yz+4x°y?z* +3x*y*z+ x°y*2%)
sym

Multiplicando (*) por x> + y® + xyz e escrevendo na notagio simétrica:
LD =% (x"yz+2x°y* +2x°y*2" +3x"y'z+ X’y°2’)
Sym

(No inicio, é dificil olhar direto para os coeficientes. Nesse caso, ndo perca tempo.
Faca a conta com 0s 27 termos no LD e sO depois escreva na notacéo de simetrial)

Cancelando os termos comuns, a desigual dade é portanto equivalente a
6,,3 5,,252
Xy =2y xy°z°,
25V 22
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que segue por bunching ja que [6,3,0] 2[5,2,2] .

3. SCHUR (paratrés variaveis)

Sex, Y, z r S80 positivos, tem-se:

ZX' (x-y)(x-2) =0.

Sm

Demonstragdo: Como a expressdo € simétrica, podemos supor, sem perda de
generalidade, X = y = z, deforma que:

X' (X=Y)x=2)+y (y=-x(y-2) = (x=y)(X' (x=2) -y (y-2) 20,

pois x—z=2y-zex 2y".

Para completar a demonstracdo, basta somar essa desigualdade com
Z'(z-x)(z-y)=0.

Quandor = 1, obtemos a principal variacdo da desigualdade de Schur:

Z(x3 +xyz - 2x%y) =0.

sym

(Schur é muito Gtil quando o termo mais distribuido (ex: xyz) deve ser maior que
algum outro termo).

Exemplo 7. (Ird) Dados x, y, z reais positivos, mostre que

Oyt )BTt e,
R T

Solucéo:
Tirando mmc queremos provar que:

20y Oy +yz+x2)(y +2)° (x+2)° 290(x+ y)(x +2)(y + 2)]*

Fazendo as contas,

(x+y)(x+2)(y +2) =(x +y)(2® +xy +xZ +yz) =
X2y + x?z+ y?’x +y?z + z2°x + 2%y +2xyz =s

LD =90f(x + y)(x + 2)(y + 2)]* = 9s? ZQS%XZy%QS%[EWZE
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LD =90y (x*y? +x%y? +xyz + XYz +X%yZ® +x°y°Z? +2x%y%z) +
sym
+3[§ (6x°y?z + 2x°y*7°)
2
LD = z (Ox*y? +9x*yz+9x®y® + 54x°y*z + 15x°y*z*
Sym
No lado esquerdo, pondo 0 = Xy + Xz + yz:
LE=2 [N [(y+2)(x+2)|° =20 [§ (2 +0)? =2[(60° +20° 5 X’ +0§ x*)
2, 2 2%
Agora, usando o exemplo 2:
60° =3DZ(X3y3 +6x°y°z+2x°y*7?)
Sym
20.2 - Z(X2y2 + 2X2yZ),
Sym

20°% X =3 (Y +2CVY UK +y° +7) =20 (K'Y +XY'Z + 2, yz+4xXy2)

oy x' =% x My +xz+yz) = (2x°y+x"yz)
2" "2 2

Juntando tudo,
LE = ZEE (2x°y + 4x*y? +5x*yz + 3x°y® + 26x°y* 2+ 8x° y*7%)
Sym

Usando duas vezes bunching e em seguida Schur temos:
LE-LD= z (4x°y — x*'y? + x'yz - 3x%y® - 2x%y?z+ x’y?7%) =
sym

=5 (Cy=x'y*) +30y (xX°y-x°y*) +xyz5y (X +xyz-2x"y) 20
Sym sm Sym

Exemplo 8. (IMO) Sejam X, y, zreais positivos com xyz = 1. Mostre que:
5 2 5 2 5 2
X° =X - z’-z
5 2 2 + 2y Sy 2 + 2 2 5 2 0 '
X+y +2z° X +y +z° X +y +z
Solucéo:
Escrevendo na nhotacdo de simetria, o problema é equivalente a:

Z(XS_XZ)JXZ_I_yS_I_ZZ)l]XZ_I_yZ+Z5)20
sym
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Como (X +y° +Z°) [ +y* +2°) =x" +(y* +Z +y* + 20 +(y* + Z)(y* + D),
basta que:

sz mx4+2y5x2 +2y2x2 +2y7 +y5z5 +22y2) >

sym

ZZXZ mx4+2y5x2 +2y2x2 +2y7 +y5z5 +22y2)
gm
z (X9 + 2X7y5 + 2X7y2 + 2X5y7 + X5y5z5 + X5y222) >
Sym
z (X6 + 2X4y5 + 2X4y2 + 2X2y7 + X5y522 + X2y222)
Sym
S6 bunching ndo vai resolver isso, pois o termo x°y°Z fica sobrando do lado

esquerdo. Usando respectivamente a desigualdade das médias, bunching e xyz > 1
porém temos:

z (X7 y5 + X7y5 + X5y525 + XSyZZZ) > z 4X6y4,2521,75 >

sym sym

z (2X6y422 + x5y522 + x“y“z“) >

sym

z (2X4y2 + X5y522 + X2y222)

sym
O problema esta resolvido somando-se essa desigual dade com:
z (x° +2x"y®) 2 z (x"yz+2x°y°z) = z (x® +2x°y*"),
sym sym sym
que vale por bunching e xyz> 1 respectivamente.

4. EXERCICIOS PROPOSTOS:
(Assuma as variaveis reais positivas nos exer cicios abaixo)
a b c 3
: + + >—.
b+c a+c a+b 2

20 +y7 = Z)[x=y)* +(y* + 2 =X)(y =2 + (2 +X* = y*)(2=X)* 20.

3. (IMO) Sex+y+z=1 mostreque O< Xy + yz+ zx — 2xyzs%.
4. (Banco IMO) Se xyz = 1, mostre que
X3 y3 N Z3

A+ y)A+2)  A+A+x)  @+@+y)

3
>,
4
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5. (IMO) Sendo abc = 1, mostre que 3 ! +— ! +— ! 2§.
a‘(b+c) b’(a+tc) c’(ath) 2

6. (IMO) Seabc = 1, mostre que Ea—l+ lEiZB)—1+ lEi:Ec—l+ 1le
O bOO conO ag

7. (Banco IMO)
(a+b-0)*[a—-b+0)’ [-a+b+0)?* =(a’ +b* —-c*) [{a’ —b* +c*) [{-a® +b* +¢?).
(b+c-a)® N (c+a-h)? N (a+b-c)? .3
(b+c)’+a® (c+a)’+b® (a+b)’+c® 5
2 2 2
9. (USA) (2x+y+2)”  (QRy+x+2”  (2z+y+Xx) <
2x* +(y+2)° 2y’ +(x+2)° 2z2°+(y+x)°
10. (Bulgéria) Se abc = 1, mostre que
1 1 1 1 1 1
+ + < + + _
l+a+b 1+b+c 1l+a+c 2+a 2+b 2+c

8. (Japao)
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O PROBLEMA IMPOSSIVEL
Cassio Neri
Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro

¢ Nivel Avangado

INTRODUCAO:

O Problema Impossivel é um lindo problema sobre nimeros inteiros. Sua forma
original foi dada por Freudenthal [1] antes de ser popularizada por Martin Gardner*
[2]. As duas versdes ndo sdo exatamente iguais. A versdo de Gardner é a seguinte:

Dois nimeros inteiros (ndo necessariamente diferentes) entre 2 e 20 sdo escolhidos.
Apenas a soma dos dois nimeros é dada ao matemético Sérgio. Apenas o produto dos dois
numeros é dado ao matemético Paulo.

Por telefone, Sérgio diz a Paulo: "Nao existem meios para que vocé determine
minha soma’'. Uma hora depois, Paulo telefona de volta para dizer: "Eu sei a sua soma’.
Mais tarde, Sérgio teefona novamente para Paulo para anunciar: "Agora eu s& 0 seu
produto”.

Quais sAo 0s nimeras?

No problema original, Freudenthal fixou uma cota superior de 100 (ndo para os
nimeros, mas para a soma; ndo obstante, vamos considerar apenas variagdes do
problema com cotas para 0s nimeros, embora a versao de Freudenthal possa ser
analisada de modo andlogo). Para simplificar o problema, Gardner preferiu usar a
cota superior igual a 20. Fazendo isto, "o Problema Impossivel se tornou
literalmente impossivel" como disse o proprio Gardner [3]. Neste texto vamos
explicar este ponto.

E surpreendente que o problema original sga bem posto ja que, como pode-se
pensar, a pequena conversa telef bnica ndo acrescenta nenhuma informacao relevante
sobre 0s nimeros. Mas, como veremos, esta conversa € rica de informacgdes
matematicas.

O Problema Impossivel é um problema 3 em 1. Os problemas propostos a Paulo e a
Sérgio sdo diferentes do nosso e entre si. Cada um dos personagens tem uma
informacéo adicional (o produto para Paulo e a soma para Sérgio) que nds ndo
temos. Isto faz uma grande diferenca.

! O autor, aém de traduzir o enunciado, tomou a liberdade de chamar os personagens de
Paulo e Sérgio em vez de P e Scomo na versdo em inglés.
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Nas duas primeiras secdes consideraremaos o problema como nos foi proposto.
Na ultima secéo consideramos os problemas propostos a Paulo e a Sérgio.

SOLUGAO DO PROBLEMA

Para resolver 0 problema vamos usar um programa de computador ja que existem
muitos casos a considerar. Um programa escrito em linguagem C esta disponivel em
[6]. Posteriormente veremos uma solugdo sem a necessidade de ajuda
computacional.

Vejamos a estratégia da solucdo. Aproximadamente falando, comecaremos com dois
conjuntos grandes: o dos produtos admissivels e 0 das somas admissivels. De cada
frase do didlogo, extrairemos informacéo que nos permitira reduzir o tamanho destes
conjuntos. Ao final, teremos apenas um produto e uma soma admissivel.
Resolvendo uma equacéo de segundo grau, determinaremos os dois nimeros.

Faremos a seguinte hipétese fundamental, caso contrério, o problema ndo tem
sentido matemético.

Hipdtese fundamental: Paulo e Sérgio dizem a verdade.

Esta hipdtese merece um comentario filoséfico. Algum leitor pode julgar que tal
hipétese sgja falsa j& que Sérgio afirma que Paulo ndo pode determinar a soma e,
uma hora depois, Paulo anuncia que o fez. Um dees esta mentindo? N&o
necessariamente. A hipétese continua sendo plausivel ao considerarmos o tempo.
Inicialmente Paulo ndo podia resolver o problema. Por alguma razéo, que veremos a
seguir, Sérgio sabia disto e anunciou o fato. Paulo pensou e descobriu qual era esta
razdo. SO depois de descobri-la (portanto, ndo antes de Sérgio se pronunciar) é que
Paulo foi capaz de determinar a soma.

Chamaremos de p ao produto e s & soma dos dois nimeros. Sga N a cota superior
dada para os nimeros. Nesta secdo consideraremos N = 100. Sabemos, a priori, que
p ndo é primo ja que ele € um produto de dois inteiros maiores que 1. Além disto, p
ndo pode ter nenhum divisor primo maior que N (por exemplo, p ndo pode ser 2 -
101). Ha outras restrigcbes, por exemplo, p#11[1111 e p#11[A317. Vega que
sabemos muita coisa sobre p. Por outro lado, ndo temos nenhuma restri¢do sobre s,
exceto que 4< s< 200.

Para simplificar a apresentacao, faremos as seguintes defini¢es.
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Definicdo: Dado um inteiro m=4, dizemos que o par (i, j) € uma fatoracdo de m
sem=ij comi ej interosentre2 eN.

Definicdo: Dado um inteiro m= 4, dizemos que o par (i, j) € uma decomposicéo de
msem=i+jcomiejinterosentre2 eN.

Repare que estas definices dependem de N. Assim, (2, 8) é uma fatoracdo de 16 se,
e somente se, N >8.Em se tratando de fatoragdes e decomposi¢des, consideramos
(i) = . i)

As restrigdes sobre p, citadas anteriormente, sdo consequéncias do seguinte fato:
existe pdo menos uma fatoragdo para p. Os conjuntos dos produtos e das somas
admissiveis sdo dados, respectivamente, por

P ={mON;4& nx N? em tem pelo menos uma fatoracéo},

S ={mON;& nx 2N}.

O programa informa que R, tem 2880 elementos. Informa também que S tem 197,

entretanto isto é trivialmente constatado sem necessidade de computador.
Passemos a andlise do didlogo. Inicialmente Sérgio diz que Paulo ndo pode
determinar a soma. Isto significa que p tem pelo menos duas fatoragdes distintas. De
fato, ja sabemos que p tem fatoragdo. Se (i, j) fosse a Unica fatoracdo de p, entdo
Paulo saberia que s = i + j. Desta forma, o conjunto dos produtos admissiveis se
reduz a

B ={mOR,;m tem pelo menos duas fatoragtes} .

Temos que pOPR, e segundo o programa, P, tem 1087 eementos. Percebe-se
facilmente que se i e j sdo primos, com i, j < N, entdo ij OR, \ B. Porém, nimeros
desta forma constituem apenas uma pequena parte de B\ B. Outros exemplos de
elementosde P\ P sd0 N* e N(N -1).

Existe outra conseqiiéncia da primeira frase de Sérgio: qualquer que sga a
decomposicéo (i, j) de s temos que ijJR. com efeito, suponhamos que s tenha
decomposicéo (i, j) tal que ijOR. Vamos mostrar que, neste caso, existe uma
circunstancia na qual Paulo poderia determinar a soma, de modo que Sérgio néo
poderia fazer suaprimeira declaragéo. 1sto ocorre quando p = ij pois teriamos pOR,

e, portanto, (i, j) seria a Unica fatoragdo de p. Isto permitiria a Paulo concluir que
s=i+ j. Emvistadisso, o conjunto de somas admissivels se reduz a

S ={m0Os,; paratoda decomposic¢éo (i, j) de mtemos que ij OB} .
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Temos que sOS e, de acordo com o programa,
S ={1117,23,27,29,35,37,41,47,53

Em seguida, Paulo anuncia saber a soma. Segue dai que existe uma Unica fatoracdo
(i,j)deptal quei+jOS. Defato, sO0S, logo, p tem fatoragdo cuja soma esta em
S. Se existisse mais de uma fatoracéo nessa condi¢go, entdo Paulo néo poderia

saber qual ddas seria correta. Assim, 0 conjunto dos produtos admissiveis é
reduzido a

P, ={mUR,; existeuma tnica fatoragéo (i, j) demtal que i + j 0S}.
Temos que pOPR,.O programadiz que P, tem 86 elementos.

Finalmente, Sérgio diz que também sabe o produto. Gragas a um argumento analogo
ao do parégrafo anterior, concluimos que existe uma Unica decomposicéo (i, j) de s
tal que ij O P,. Portanto, o conjunto das somas admissiveis se reduz a

S, ={m0OS;; existe uma Unica decomposicao (i, j) demtal que ij OR,}.

Temos que sOS,. O programainformaque S, ={17}. Logo, s=17.

Neste momento, Sérgio ja anunciou ter encontrado o produto. Como esta dizendo a

verdade, entdo nés também podemos encontra-lo. Com efeito, sabemos que a soma
vale 17 e, portanto, podemos nos colocar no lugar de Sérgio.

Outra maneira de proceder € reiterar 0 argumento que define P, a partir de S e
aquele que define S, a partir de P, para, assim, construir P, apartirde S_ e S a
partir de P,. Repetimos isto até encontrar nCN tal que P, e S, sgam unitarios.
Mais precisamente, paran = 3,..., definimos

P, ={mOP_,; existeuma tnica fatoracéo (i, j) demtal que i + jOS _},

S, ={mQsS_,; existe uma tnica decomposicéo (i, j) demtal que ijOP}.

Obtemos assim, B, ={52} e S, ={17}, logo p = 52 e s = 17, de onde segue que 0s
nimeros sdo 4 e 13.

O ERRO DO GARDNER

Conhecendo a resposta, 4 e 13, a intuicdo diria que a mesma solucdo valeria se
trocassemos, como fez Gardner, a cota superior N de 100 para 20.
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Surpreendentemente, isto esta errado! Veremos que para N <61 os himeros 4 e 13
nao resolvem o problemal

O que acontece se N <61? Neste caso 170S,. De fato, o programa mostra que
S, =0, o que significa que o problema n&o tem solucéo. Pode-se pensar que esta €
uma falha do méodo e que talvez, por outro argumento encontrassemos a solucao,
mas concluimos o seguinte. Se s e p sdo os numeros fornecidos a Sérgio e Paulo,

respectivamente, e se ambos dizem a verdade, entdo obtemos, sucessivamente, os
seguintes fatos:

1. antesdo didlogo: pOR, e&l §;;

2. apésaprimeirafrasede Sérgio: pOPR, e§l S;
3. apés aprimeira frase de Paulo: pOPR,;

4. apos aprimeira frase de Sérgio: sOIS,.

Logo, seosnimerossdo 4 e 13, entdo p=520P, es= 17 OS,. Suponhamos agora
que N<61. Vamos mostrar que 5200PF, ou 171 S,, de onde seguira que 0s
nimeros ndo podem ser 4 e 13. Procedemos por absurdo supondo que
520PR, el S..

Afirmaremos que 19,370 S . De fato, como 34 tem apenas a fatoracéo (2, 17), temos
que 340F e portanto, 2 + 17 = 190S. Observamos que 186 pode ser escrito
como produto de dois nimeros naturais apenas das seguintes formas:

10186, 2M®3, 362 e6[B1l. Como N <61, adunicafatoracdo de 186 é (6, 31), logo,
1860 F,. Seguedai que6 + 31 =37 S.

Agora, mostraremos que 70C1P,. Podemos escrever 70 como 1[70,2[35,504¢e
700. Como ja vimos, 37=2+35 e 19=5+14 ndo estdo em S, porém,
170S[0 S. Logo, 700PR,.

Finalmente, entre todas as decomposicdes de 17 temos (4, 13) e (7, 10). Como
52,700 P, temos que 170 S, o que € uma contradi¢éo.

Salientamos os seguintes fatos:

Mostramos apenas que (4, 13) ndo é solucdo para N <61. Talvez, outra solucéo
aparega quando N <61. Entretanto, o programa em [6] mostra que S, =0

€, portanto, o problema ndo tem solucéo.
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2. Mesmo os puristas, que ndo aceitam demonstragdes assistidas por computador,
dever&o aceitar que (4, 13) ndo é solugdo do problema quando N < 61.

3. Quando dizemos que o problema ndo tem solugdo, significa que 0 nosso problema
nao tem solucdo. Por outro lado, o problema proposto a Paulo tem solucdo desde
gue a ee sgja fornecido um nimero adequado. A situacdo de Sérgio ndo é muito
diferente da nossa. Abordaremos estas questdes na proxima secao.

O PROBLEMA DE PAULO E O DE SERGIO

Nesta secdo, consideraremos 0s outros problemas, especialmente, o dado a Paulo.
Em [6] est4 disponive um programa em linguagem C que poderia ser usado por
Paulo (ou por nds em seu lugar) e outro para Sérgio. Por hora, voltemos a considerar
N = 100.

Paulo sabe que p = 52 e que suas fatoragdes sdo (2, 26) e (4, 13). Assim, ele sabe
que s vale 28 ou 17. Apés Sérgio falar pela primeira vez, Paulo procura as
decomposicdes de 28: (2, 26), (3, 25), (4, 24), (5, 23),... Ele pode parar por ai e
concluir que s# 28 pois (5, 23) é a unica fatoragdo de 115 (5 e 23 sdo primos) e,
portanto, 11501F, e 28] S. Agora, ée pode procurar as decomposicoes de 17 (sO
parater certeza que s = 17): (2, 15), (3, 14), (4, 13), (5, 12), (6, 11), (7, 10) e (8, 9).
Estas decomposicdes sdo fatoracdes, respectivamente, de 30, 42, 52, 60, 66, 70 e 72.
Todos estes niimeros estéo em B, ja que cada um deles tem outra fatoracéo diferente

daguela aqui mostrada. Paulo conclui ques = 17.

Sérgio deve trabalhar mais que Paulo. Porém, ele também pode achar o produto apés
alguns minutos?.

Consideremos, agora, outros valores para N. Para valores pequenos ndo podemos
resolver o problema. Da mesma forma, para N grande, por exemplo N = 866, ndo é
possivel determinar os nimeros pois P, ={52,244} e S, ={17,65 para todo N = 3.
Para Paulo, o efeito detrocar N é quase nulo: sabendo que p = 52 ee encontras = 17
para todo N >13(fato em acordo com a intuicdo). Mesmo a ambiguidade que
aparece para nés quando N = 866 ndo atrapalha Paulo. Neste caso, se €le recebesse
p = 244, entdo acharia s = 65.

Quando N < 25,(2,26) ndo é mais fatoracdo de 52. Assim, Paulo ndo teria davida
de que s = 17. Portanto, Sérgio ndo diria que Paulo ndo podia determinar a soma.
Paulo acharia s mas Sérgio ndo acharia p (como veremos abaixo).

2 0 autor se pds no lugar de Sérgio e apds, aproximadamente, 15 minutos achou o produto.
Nos seus célculos ele considerou em R, \ B apenas os nlimeros que séo produtos de dois
primos.
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Para N <61, asituacdo de Sérgio é similar anossa: de ndo pode achar p.

A razdo é a mesma de antes: (4, 13) e (7, 10) sdo duas decomposicdes de 17 com
produtos em P,. Outra maneira de ver este fato € a seguinte. Tome N = 61 e
cologuemo-naos no lugar de Paulo, primeiro com p = 52 e, depois, com p = 70.

Em ambos os casos, apés a primeira frase de Sérgio, encontrariamos s = 17.

Logo, Sérgio ndo poderia decidir sep = 52 ou p = 70. Na verdade, existe ainda uma
terceira possibilidade, p = 66, que aparece quando N = 61. Para N = 866, Sérgio
encontra p = 52, quando s = 17, ou p = 244, quando s = 65.

SOLUGAO SEM ASSISTENCIA COMPUTACIONAL

Vejamos agora uma solucdo do problema original, com N = 100, que ndo necessita
de assisténcia computacional.

Determinar By ou B, manual mente seria muito trabalhoso (lembre-se que, segundo o
programa, esses conjuntos tém, respectivamente, 2880 e 1087 dementos). Vamos
procurar S sem computador mas com paciéncia.

Para concluir que SO S basta existir uma decomposi¢éo (i, j) de S que sgja a Unica
fatoragdo deij. Vegamos alguns casos (cuja verificagdo deixamos para o leitor). Para
S= 200 temos a decomposi¢do (100, 100). Para S= 199 e S= 198 temos (99, 100) e
(99, 99), respectivamente.

Se 99<S<197,(i, ) =(97,S-97) resolve pois 2<S-97<100 e ij tem fator
primo 97, logo, i, digamos, tem fator 97. Como 97 > 50, se i tivemos outro fator
primo, entdo teriamos i > 100, que é absurdo. Concluimos quei = 97 ej = S—97.
Portanto, (S, S—97) é aunica fatoragéo de ij. Analogamente, se 55< S<153, entéo
(53,S-53) éaunicafatoracdo de53(S—53).

Resumindo, até aqui mostraremos quese S=55,entdo SO S. Agora, se S<54eSé
par, entdo pode-se verificar, caso a caso, que S tem decomposicéo (i, j) comi e
primos (0 caso geral, isto € sem cota superior para S € um problema em aberto
conhecido como Conjectura de Goldbach), logo, SO S.

Analogamente, os impares 5, 7, 9, 13, 15, 19, 21, 25, 31, 33, 39, 43 e 45 sdo todos
daforma 2+ P com P primo e, portanto, nenhum deles estaem S. Finalmente, (17,
34) é uma decomposicdo de 51 que é a Unica fatoragdo de 578=2[7° (pois
17° >100), ou sgja, 510S.

Concluimos que SO $ {11,17,23,27,29,35,37,41,47,53}. Quem quiser pode

mostrar que vale a inclusdo contraria, mas isto Ndo ser4 necessario a nossa
demonstracéo.
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Determinar P, também exigiria muito esforgo. Por isto, passaremos diretamente para
S,. Observaremos que se SO 'S, entdo existe uma Unica decomposi¢éo (i, j) de Stal

que ij 0P, eestaéa Unica fatoragio deij comsomaem S O'S.
Assim, para concluir que SO §.\S2 basta exibir duas decomposi¢des distintas
(i, J,) e (i, j,) deStaisque i, j; e i,j,admitam, no méximo, estas fatoragdes com

soma em S. Por exemplo, 110 S,. Defato, considere as decomposi¢des (2, 9) e (3,
8). Elas tém produtos 18 e 24, respectivamente. Além de (2, 9) e (3, 8), estes
nimeros admitem as seguintes fatoracBes: (3, 6), (2, 12) e (4, 6) cujas somas 9, 14 e
10 estdo forade S.

Analogamente, mostra-se que 23S, considerando as decomposicdes (4, 19) e
(10, 13). Para 27, considere (4, 23) e (8, 19); para 29 considere (6, 23) e (10, 19).
Finalmente, para S[1{35,37,41,47,53} considere (3L, S-31) e (29,S-29) (mostre
caso a caso). Finalmente, concluimos que S, ={17}, logo, asoma é 17.

As fatoraghes de 17 sdo (2, 15), (3, 14), (4, 13), (5, 12), (6, 11), (7, 10) (8, 9).

Os produtos correspondentes sdo 30, 42, 52, 60, 66, 70 e 72. Ora, o produto
procurando esta em P,, logo, ele tem uma Unica fatoragdo cuja soma esta em

SO S. O (Gnico dos niimeros anteriores com esta propriedade é 52. Por exemplo,

30=205=56e5+6 =11 1S (além disto, é claro que 2+15=170S). De modo
analogo consideraremos

42=314=2121, 60=513=32066=611=2E3370 =70 =236 e 72 =8 91 =3 P4.
Logo, o produto €52 e os nimeros séo 4 e 13.
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COMO E QUE FAZ?

Resolveremos a seguir dois problemas da |V Olimpiada Iberoamericana de
Matematica Universitaria, por sugestéo de Macelo da Silva Mendes, de Teresina —
Pl.

1) Sga a>0 um ndmero real. Sgam 0<x <X, <X, <.. as solugdes reais da
equacdo x[$en(x*) =Inx. Encontre os valores de a para os quais Zi converge.

SOLUCAO: Suponhamos inicialmente que o=1. Dado kON', temos
(2km)¥° @enﬁ(ZkTDw @ =0 <n((2« ﬁ”"),enquanto

%k+—HT@ sen%z( +ﬂ% @ %z( +E »«% 2k %Dnmé

pois x>Inx, para todo x > 0. Assim, para todo kON", existe uma solugdo

O
ykﬂgzm %HEDDV da  eguagio  x[3en(x*)=Inx.  Assim,

1°°1
_>

=X, Zl@ 1DDV Z%k+ 2n k+1

, Caso o =1.

Consideremos agora 0 caso 0O<a<l. Sda f(x)=xB3en(x?). Temos
f'(x)=sen(x*) +a X [¢os(X*). Para cada kON, existe um Unico

ka((Zkt ) (2K 1)1)”“) com f(w)=0 para (2km)’* <x <w, temos
(x>0, e para w <x<((2k+1) T[)l/q, temos f'(x)<0. De fato, para

O<xs%k+%ﬁr€v, temos que f'(x)>0, f' é decrescente no intervalo
0

%m%ﬁn@% ((2x +) r)%é e f'(((Zk +1) n)%) <o,
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Como f%k+15n§/ E:EHZK +4 @m 3 2k JE WE
f(((2k+0)m)"™) =0 <in(((2k +2) ),

a

com %k+%ﬁn§ <x <((2k +1) 1" Para ((2k+1)m)"* <x <((2K +2) ™,

temos f(x)<O<Inx. Para xD%vk,((Zl& 1)T)V°B,temos f(x)<0 e

existe uma solucdoy, de f(x)=Inx

(Inx)':%>0, donde a equacio f(x)=x tem no mé&ximo uma solucio em
B ((k+1)m)°H

Como (((2+2)m"*) =0 <n{((2 ) F°) e %ﬁ%ﬁ 7 % %E
edse  uma  menor  soluglo f()=Inx  com

((2k+2) T[)VG <u, <%k %@5 . Como f(u,)= uksen(u;’ ) =Inu,, donde

Inu,

sen(u;’):ukszen(uk)—lnuk temossen(u) o
k

Temos, paraw<ys%<+§mrg , F'(y)=seny” 2sen (u:): Iny, >i =(In)'(uk)
ZH U] Uy Uy

a

(pois u, >(2T[)1/ >21>e), dondef(y)>Iny, elogo u, € a Unica solugéo de

f(x)>|nxem§((2k+2)n) @k+—5m Se%k+lﬁng/ <y <w,,

f(y)zf%k+—ﬁnm EEZK +-ﬂ% >|n(((2k 1) ﬁ/a) w, Iy

Ya 100 e g
(defato, In(( 2k+1r[) —I %k +§H1% ﬁln 2k ) jt eln%Zk E}T

§<

EUREKA! N°23, 2006
41



Sociedade Brasileira de Matematica

%k+1D d° ;I 2k+1 Tb @n%k %@% segue de Inn<gln%§<elrﬁ%.

€ Uusio as Unicas solugdbes de f(x)=Inx em

Yo
%k+£§n§ %ZK +ED]% 0, paa  todo kON. Finamente, se

Fals B
ot
xd(02), f (xp © Inx e para 1SXSB§H : temos
f(x)2x®enle'l;en1—g:§ Z>Inx donde ndo ha solucdo de f(x)=Inx em
e

0 gnrf°O _ o w
ﬁ),HEH 5 Assim, nzzl—<22 % ﬁ g k+1 <+0o, NO Caso
2

O<a<l

A resposta é, portanto, {GDR|@Z a< :} .

2) Calcular z cos " b0s 2 gosS 1. cos T
n n n

SOLUCAO: Observemos inicialmente que, para todo mMON, temos
sen(mx) =senx [Q, (cosx),onde Q, =0 e, para m=1, Q, € um polindmio de grau
m-1 e codficiente lider 2™ Além disso, o coeficiente constante de Q, é0semé
par e éigual a (-1)*, se m=2k +1, paratodo k>0. Isto pode ser provado a partir
da identidade sen((m+1)x) +sen((m —1)x) =2sen(mx) [Gosx;  temos  entdo
Q(Y) =0, Q(y) =1e Q,,(¥) =2yQ,(Y) ~Q,4(y), Uz 1.

Por outro lado, como sen(km) =0 e senEknD;tO para todo k inteiro com
dmb
CknQd |, .
1<k <m-1, temos que COSB_mH éraizde Q,(y), para l<k<m-1. Como Q, tem

grau m— 1, tem coeficiente lider 2™ e os nimeros cosﬁ%ﬁ,ls k < m-1, so todos

CkmJ

distintos, temos Q_(y) =2™"* I:H By COSH_HH e 1.
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m-1
Em particular, o coeficiente constante de Q, (y) & (-2)™" El" cosEk_nﬁ
4 m

—_— (0,se mé par
Assim, ﬂcosaﬂﬁz E(_l)f )
- m BZT,semZZr +1r ON

Como coséhjﬁzcosn:—l a sdie que queemos cacular vae
n

O letor Jodo Alexandre Junior enviou uma solucéo do problema No. 2 do artigo "Os
problemas do Visitante Matemético”, que pedia para calcular 4* . Como 4* =47
Jodo Alexandre calculou manuamente, de forma sucessiva, 4° =16, 4* =16> =256,

48 = 2567 = 65536, 4'° =655362 =4294967296, 4% :(416)2 =18446744073709551616,
4% = (43{2)2 =340282366920938463463374607431768211456, 42 = (46“)2 =

=115792089237316195423570985008687907853269984665640564039457584007
913129639936 e, finalmente, 4% = (4128)2 = 1340780792994259709957402499820

5846127479365820592393377723561443721764030073546976801874298166903
427690031858186486050853753882811946569946433649006084096.
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SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

e Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

89) Uma prova de multipla escolha com n questdes € feita por k alunos. Uma
resposta correta na i-ésima questéo vale p; pontos, onde p; € um inteiro positivo, para
1<i<n. A nota de cada aluno é a soma dos pontos correspondentes as questfes que
ele acertou. Apoés aredlizacdo a prova, foi observado que, mudando os pesos pi, as
notas dos alunos podem estar em qualquer uma das k! possiveis ordens (em que ndo
h& duas notas iguais). Dado n, qual é o maior valor possivel de k?

SOLUCAO DE ZOROASTRO AZAMBUJA NETO (RIO DE JANEIRO - RJ)
Vamos mostrar que o maior valor possivel de k € n. De fato, é facil ver k pode ser

igual a n: dada uma bijegdo 0 ={1,2,...,n} -»{L12,...,n}, e supondo que, para
1<i<n, oi-éimo aluno acertou a i-ésima questdo e errou todas as outras, se
atribuirmos peso p, =n+1-0(i) aquestdoi para1l<i<n, temos que o aluno de
nimero 0 (i) obteveai-ésima melhor nota, para1<i < n.

Suponha agora que k alunos tenham feito k provas como no enunciado. Para cada
i<k, denotamos por Vv(i)OJ{0,}" o resultado da i-é&sima prova
V(i) = (Vig, Vigs-s Vi), ONde V; =1 se 0 i-ésimo aluno acertou a j-ésima questéo, e
V; =0 caso contrario. Se k>n, os vetores V(i),1<i<k, sdo linearmente
dependentes, ou seja existem constantes ¢,1<i<Kk, ndo todas nulas, tais que

k
Z cVv(i) =0. Assim, passando os termos com C negativo para o lado direito da
1=

igualdade, ~obtemos constantes positivas &, 4&,,...,&, b,b,...,b; com

r,s21lr+s<ke r av(a(i))= iij(ﬁ(j)), onde

a@),a(2),...a(r),BQ),B(2),..., B(s) shoosindicesi taisque ¢ Z0os a( ) sdo

taisque ¢, ;, >0 eos B(]) sdotaisque C,;, <O.

()
Agora, se 0 peso da i-ésima questédo € p >0, a nota da i-ésima prova é

(i) = ivij ;.
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Sgjam A = a, b ——
2 / : Zb Z 2

Podemos supor sem perda de generalidade que A >1(sendo trocamos os lados da

igualdade).

Como Z:bj v(B(j))= rZai W(a(i)), temos

Z:Bj v(B(j))=A iéj (o (i) & como n(v) depende linearmente dev, temos

Zi’f),—n(v(ﬁ(j))): n%iﬁ,— w(ﬁ(j))éznﬁalrzéi N(a(i))ﬁ
:Aia Dh(v(a(i))ziéj B (v(a (i),
mas como Zb, = Za. =1, temos que ij ﬁ(]))) Z (v(a(i)))

40 respectivamente médias ponderadas dos n( (B(]))) e dos n(v(a(i))),e a
desigualdade acima  claramente implica que ndo podemos ter
n(v(a(i)))>n(v(B(j))) paratodo i <r e j<'s, eportanto as notas ndo podem
ficar em qualquer ordem.

Nota: Sek > n entéio quaisquer VEtores v;, v, ,..., v, OR™= {(x, X, X,); X0 R,
U n} sdo linearmente dependentes, isto € existem constantes ¢ IR, X E k
néo todas nulas tais que k CV. =¢V, +...+GV, =0. Podemos provar isso por

inducéo em n. O resultado € claramente verdade se n = 1. se v;,V, R ndo sdo
ambos nulos, ¢, =-V, e ¢, =V, sdo tais que ¢V, +C,v, =0. Sem < n podemos
identificar R™ com{(X,X%,s-+X,0,0,..,00) IR ¥] B<i n}. Se v =0 paa

algum i, podemos tomar ¢ =1 e ¢; =0, OF i. Se k>n+le v,V,,..,V, sfo

vetores em R™ com v = (xl('), ,xﬁ'ﬂl) paa cada i<k, temos duas
possibilidades:
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i) x!), =0 paratodo i < k. Nessecaso v JR" paratodo i <k eo resultado segue

imediatamente pela hipétese de inducao.

i) xU), #0 para algum i. Podemos supor sem perda de generalidade que isso vale
parai = k.

_ () _
Nesse caso temos Vi =V, —%vk OR" paratodoj com 1< j<k-1 e como

n+1l
(n + 1)-ésima coordenada desses vetores se anula e k — 1 > n, por hipbtese de
~ ~ k_1~ ~
inducdo, existem Cc,...,Ck-1[JR ndo todos nulos tais que ZC; v; =0, mas
J:

~ . k_1~
vi =V, -a, ¥, onde a; =x/x, e portanto Zc,— (vj —ajvk) =0, donde
J:

k-1

k ~

chvj =0, onde c; =c; paa 1< j<k-1 e ¢ :—Zajcj, 0 que prova o
IE IE
resultado.

97) Sgiap um primo impar. Encontre todas as fungbes f :7Z - 7 que satisfazem as
seguintes condicdes:

i) Se m=n(mod p) entdo f(m) = f(n).
i) f (mn) = f (m) ¥ (n) paraquaisquer m,nJZ.

SOLUGAO DE EDEL PEREZ CASTILLO (PINAR DEL RIO - CUBA)

Temos f()=fQ) @, o que implica f(1){0,}. Se f(1)=0, entdo
f(m)=f(md) =f(m)F @ =0, paratodo m, o que claramente € uma solug&o.
Suponhamos entéo que f (1) =1. De f(0) = f (0) [T (0), temos f(0)1J{0,1}. Se
f(0) =1 entdo f(0)= f(0lm) = f(0) T (M) implica f(m) =1, paratodom, o
gue também é uma solugao.

Suponhamos agora que f(0) =0. Se m é mdltiplo de p, ou sgja, m=0(mod p),
temos também f (m) = 0. Sem n&o é mdltiplo de p entdo existe um inteiro x tal que
mX =1(mod p), o que implica 1= f (1) = f(m) ¥ (X), elogo f(Mm)UOf 1,1,
pois f(m) e f(X) sdointeiros.
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Se p/m e m é residuo quadrético médulo p, i.e, se existe b inteiro com

b? =m(mod p) entdo f(m) = f(b)*> =1, pois f(b) Of L1}.

Se m e n ndo sdo residuos quadraticos modulo p entdo mlh é residuo quadratico
madulo p (veja[MS]), elogo f(mn)= f(m)f(n)=1. Assm, f(m)= f(n), ou
sgja, f toma 0 mesmo valor pertencente a {—1, 1} em todos os inteiros que ndo sdo

residuos quadréticos modulo p.

Assim, as fungdes f que satisfazem as condicdes do enunciado séo:
1) f(n)=0,0n1 7Z

2) f(n)=1,0d] 7Z

3) f(n)=0seplne f(n)=1se p|n

4) f(n)=0sep|n, f(n)=1se p]n enéresiduo quadrético médulop e

f (n) = —1 sen ndo éresiduo quadratico médulo p.

Notaa A funcdo em 4) é usualmente denotada pelo simbolo de Legendre

f(n)= E,EE Veja a referéncia [MS]: Carlos G. Mordra e Nicolau Saldanha
opo

Reciprocidade Quadrética. Eurekal No. 15, pp. 27 —30.

98) Sda (a,) ., Umaseqiiénciatal que , >2 e a,,, =a> -2, 0] N.

Mostre que

o1 _a-yJa-4
o

& a, (3, L[4,

SOLUGAO DE RODRIGO VILLARD MILET € MARCIO ASSAD COHEN (RIO DE JANEIRO - RJ)

Faca a, =x+1( isso € possivel pois a, >2). Podemos considerar, sem perda de
X

generalidade, que x>1 (se ndo for, troque x por 1). Temos, por indugdo, que
X

n-1 1 . n-1 1 n 1
a, =x° +T,p0|sE><2 + nl§—2=x2 + .
x? x? x?

Vega que ¢é @ féail calcular 0 produto  dos

B(—l%(+l%<z+i%<4+iﬂ. 2, 1 E:xzn— L
O xm xm x*m x*0 X x2"

zn—l
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1
A . X_; _Q 1 x2 1 szn X E
o i = - B s o Ay -

=888, a2 1 X[y -1 21 X2 -1f
2FI
X
O legal é que chegamos em uma soma tel escopica:
NH X2n X2n+1 H— X2 X2N+1

Y . Para N - o, a segunda parcela tende

nleXZn _1 X2n+l _1H_ X2 _1 X2N+l _1
2

a 1 (pois x > 1), logo este Ultimo somatdrio é igual a 2X -1= ! 1 portanto

xZ -1 N

-= Isso finaliza o roblema, 0iS
nzlalaz...an 0O x0Ox*-1 P P

+a° -4
a1:x+1D x? —ax+1=00 x:%.
X

coatya’-4 1_a-ya -4
2

= 1 g1 _1
X

Como x > 1, temos

. Issoda =
X 2

100) @) Um conjunto X [N eédito impressionante se existe mN tal que, para
todo KON, existem elementosde X, a <a, <...<a,, taisque

8., —a =smUx k.

Determine se € possivel particionar N em um nimero finito de conjuntos, nenhum
deles impressionante.

b) Determine se é possive particionar N em dois conjuntos A e B de modo que nem
A nem B contém progressdes aritméicas infinitas mas, paracada qLIN, AeB
contém progressoes aritméticas de q termos.

SOLUCAO DE JOSE DE ALMEIDA PANTERA (RIO DE JANEIRO - RJ)

N&do. Vamos provar, por indugdo em r[0ON= {1,2,3..} aque se
N=AUA[l Ll A, entdoexistej com 1< j<r tal que A €éimpressionante.
Parar = 1isto édbvio.

Suponha agora que N=AUOA[ L [A, A, e que A, nio ¢é
impressionante. Entdo existem intervalos arbitrariamente grandes contidos em
N\A,,, isto é existe uma seqliéncia infinita de inteiros positivos (@, )y, tal que
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8, >a +),01 N,e paa todo jON e 1<sr<j,a, +sUA,. Paa cada
jON, sda f,:{3,2,..., j} - {12,...,r} ta que g +sDAfJ(S), para 1<s< .
Construiremos recursivamente ¢(1), 9(2), 9(3),...00{1, 2,...,r} tais que, para todo
mON, existem infinitos j > m taisque f;(s) = g(s), pralsssm

De fato, dado %DN, se ja escolhemos g(m) com a propriedade acima para todo
m<m, existem infinitos j= m tais que f,(s) =g(s),paratodo s< m. Como s6
ha n possibilidades para o valor de f; (ﬁl) para esses infinitos j, podemos extrair
um subconjunto infinito dessesj para os quais f, (ﬁl) tem sempre 0 mesmo valor, o
qual serd g (FT:I) por definicéo.

Considere  agora a  decomposicéo N=ADOAJ O A, onde
nDR@ g(nF j. Por hipétese de indugdo, (< r tal que Kq € impressionante.
Afirmamos que o conjunto A, também é impressionante. De fato, sgja m tal que para
todo k N, existem elementos b <b, <...<b, de Aq com b,,—h <m0k k.
Para esse mesmo m, dado k[N, escolhemos j>b, tal que f,(s)=g(s), paa
1<s<b. Como b éum dementode Aq paral<is< k,g(h)=q, paral<i<k.
Assm, f (b)=9()=q, paa 1<i<k, ou sda a +hUA, paa
1<i<k.Como (aj +tq+1)—(aj +h) =h,, - <m, [i< k, concluimos que A €
impressionante.

b) Sim. Temos N = A[I B, onde
A:{nDN|22ks Kk 2%, paraaguminteiro k =0} e

B={n DN|22"”5 K 22 paraaguminteiro k = 0} .

Temos que [0,+00)\ A e [0,+0)\ B contém intervalos arbitrariamente grandes,
donde nem A nem B podem conter progressoes aritméticas infinitas. Por outro lado,
paracada qON, se kON étal que 2° > g, A contém a progressio aritméica da
razio 1 e q termos {2%,2% +1,...,2%* +q -1}, eB contém a progressio aritmética
darazgo 1 eqtermos { 2%, 2% +1,..., 2% +q 1.
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102) Vocé recebe x metros de arame para cercar um terreno na forma de um
tridngulo pitagoérico (os lados sdo nimeros inteiros), com a condicdo de que a
medida do cateto menor sgja 24 metros. Qual devera ser a medida do cateto maior e
0 comprimento do arame, afim de que a érea sgja:

a) maxima?

b) minima?

SOLUCAO DE JOSE FABRICIO LIMA (JOAQ PESSOA - PB)
Considere o triangul o abaixo:

Temos: &’ = b +24°
a’—-b* =24°
(a+b)Ma—-b) =2° 3

24

Facamos 2° [3° como sendo um produto de 2 fatores X[y tal que a+b=x e

+ —
a—b =Y. Resolvendo o sistema temos que: a:X—Zy e b:%.
Como x + y e x — y s8o ambos divisivels por 2, temos que X, y S80 nimeros pares

pois a decomposicéo de 2° [B* parax ey nimeros impares éimpossivel.

Sendo b > 24 temos que x;y > 24, logo x—y >48.
Portanto as decomposi¢des x [y tais que X — y > 48 sdo dadas por:
x=2"[3 ey=2(x-y=286)

x=2'3 e y=2°(x-y=140)

x=2°[3 ey=2°(x-y=64)
x=2°Bey=23(x-y=90)
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Note que aareado trigngulo é 12, sendo assim, para que a &rea sga

a) Maxima: Basta que b seja 0 maior possivel, ou sgja, a diferenca x — y sga a maior

possivel. Devemos ter entdo x=2°[3° =288 ey = 2, donde a—X—Zy =145 e

b= X;Zy =143, elogo o comprimento da corda deve ser a + b + 24 = 312m.

b) Minima: Basta escolher o menor valor parax —y, ou sga,

Logo, o comprimento de corda &
X=a+b+24 =40 +32 +24 =96m

103) Sgam A e B matrizes 2 x 2 com el ementos inteiros.
Sabendo que A, A + B, A+ 2B, A+ 3B e A + 4B sdo invertiveis e que o0s
gementos das respectivas inversas também sdo todos inteiros, mostre que

A + 5B também é invertivel e que os elementos da sua inversa também sdo
inteiros.

SOLUQAO DE ASDRUBAL PAFUNCIO SANTOS (BOTUCATU - SP)
Paracadat R, sga f(t) odeterminante da matriz A+tB. Temos que f(t) € uma
funcdo polinomial de grau no maximo 2. Efetivamente, se

P s
& di [pz dzD Ep1+tcz d, +td, [

=(a +ta,)(d, +td,) —(ly +th,)(c; +c,).
Se uma matriz C com elementos inteiros é invertivel e os elementos de sua inversa
sdo também inteiros, temos 1=det| =det(C [C™") =detC [detC™" e como
detC e detC™ siointeiros, detCOE 1,1 .

Assim, f(t)=det(A+tB)Of 11}, para todo t[J{0,1,2,3,4}, e logo um dos
valores 1 ou —1 éigual a f(t) para pdo menos trés valores det em {0, 1, 2, 3, 4}.
Como f(t) € um polindmio de grau no maximo 2, f(t) é necessariamente constante
igual a1 ou -1, e logo, para todo t[1Z (e em particular parat = 5), A+tB tem
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eementos inteiros e determinante pertencente a { —1, 1}, e logo tem uma inversa
com todos os dementos inteiros.

104) ABC é um triangulo. Mostre que existe um anico ponto P de modo que:
(PA)"+(PB)” +(AB)" =(PB)" +(PC)" +(BC)" =(PC)" +(PA)” {CA)’
SOLUGAO DE FRANK DE CASTRO (SAO PAULO - SP)

Considere o tridngulo A'B'C"' cujos lados paralelos aos lados do tridngulo ABC e

passam por A, BeC.
Considere também o ponto P, ortocentro do tridngulo A'B'C' (figura abaixo)

Al

Provaremos que:
gPA)Z +(PB)" +(AB)" =(PB)’ +(PC) +(BC)’

& (PC)” +(PA)" +(cA)’
Nesse caso 0 ponto procurado serd o ponto P e como o ortocentro do tridngulo
A'B'C' é Unico, segue diretamente a unicidade do ponto P.

Utilizaremos vetores.
Temos:

PA'0OCB- (A* PJI(B- CF 0~ AIB- AICG- RIB+ FOC= 0 0
Como o quadrildtero A'BAC é um paralelogramo temos A'-C =B-A, ou
A'=C+B-A (II).

De(l) e(ll) vem que PA'0CB= (G- B- AJJ(B- C) FIB+ PIC= 0-

- C[B-C*+B*-BIC-AB+AC-PB +P T =0.

P éortocentrode A'B'C' <
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SendoC[B=BICT, Vemque PA'0CB-~ B%* FIB- AIB= C> AIC- AL.

Multiplicando a igualdade anterior por 2 e na sequiéncia somando P? + A? a ambos
0s membraos, segue que:

PA'OCB- P% B%* 2[IB+ A% 2A1B+ B’= P+ C?- 2P[C+ A*- 2AIC+
C? » (P-B) +(A-B) =(P-C)* +{ A-C)".

Finalmente, somando (P + A)2 a ambos 0s membros da Ultima igualdade obtida
concluimos que:

PA'0CB- (P A% (P- B)* (A B)’= (P- C)+ (P- A+ (A-C)* =
= (PAY +(PB)* +(AB)* =(PC)’ +(PA)” +(CA)’.

racionando de forma andloga teremos:
2 2 2 2

PB'OCA- (PA% (PB)* (AB)= (PB)* (PC)* (BC)’, onde B'=A+C-B, e

PC'UBA- (PB)* (PC)* (BC)= (PC)* (PA)* (CA), onde C'=B+A-C.
Nessas condigBes, o ortocentro do tridngulo A'B'C' € o ponto P procurado.

Nota: Utilizamos:
(X —Y) [z -W) representando o produto escalar dos vetores YX e WZ .

(X-Y)[{z-W) =0 - YX OWZ.
XY =(X -O) Y —~0) =OX [DY onde o ponto O éa origem do nesso plano.
X2 =(X -0) [fx -0) =OX X FOX|* =(0x)" =(x0)"

(X=Y) =(X =Y) X =) =YX 8 =S| %V

105) O baricentro do tridngulo ABC é G. Denotamos por J,,0,, 0. as distancias
desde G aos lados a, b e ¢ respectivamente.

Seglar oraio dacircunferéncia inscrita. Prove que:
2r 2r 2r

a, 2—, =2—, 62—
)ga 3 gb 3 g 3

ga+gb+gc 23

b) ;
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SOLUGAO DE CARLOS ALBERTO DA SILVA VICTOR (NILOPOLIS - RJ)

A
G
ga ha
B mi c
Observe que h, =39,
+b+
s=plt= Eﬂ]aDga— Dabc%

+b+ +b+
De forma analoga, temos: g, = 1%“4@@ eg [%MD

a)jcomo a<b+cla& B ¢& 2ae

da :E%MDE 0 gz é g% F g;deformaanéloga, temos:
a E 3 a 3

3
g>F eg >
bt 3 ¥ 37

. 2r . L .
Note que a igualdade g, :? ndo ocorrera, pois caso contrério, teriamos:

10a+b+cO 2r
Dj——D & b & 2&l +b=c a eotriangulo ndo existiria.
3h H

Ea+b+c +a+b +c +a +b +c[

+q +q ="
0.%t9, TQ. 3H a b c H
] U]
0,0, +g, =~ B+242,2,6 0 00
30 a b c ac B!
>2 >2 >2

logo g, + 0, + 0. 2%(3+2 +2 +2) =3r ou sdja

ga+gb+gc 23_
r
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106) Os polinémios Ry(X,Y,2), B(X Y,2),R(X Y, 2),... sdo definidos por
R(xY.2)=1 e PRu.u(xy.2)=(x+2)(y+2)R,(xy,z+]) ~Z°R,(x Y, 2),
One 0. Mostre que os polindbmios P, (X,Y,z),mUON sdo siméricos em X, v, z,

e, R(xY.2=R.(xzY)=R(:%2) =R,(y,2X) =R,(zxy) =R(zy,X), para
quaisquer X, Y, Z

SOLUCAO DE MARCOS FRANCISCO FERREIRA MARTINELLI (RIO DE JANEIRO - RJ)
Provarei, por inducéo finita, o seguinte;

) P, (xy.2)=P(xzYy)=P,(zy,x) =R, (y,x z), 0 N.

) (z=y)R(x Yy, 2) +(x+Y) B, (% y +1,2) =(x +z) P, (x,y,z +1), (hO N
)R0Y.2) =3+ +2 =R (. 2) =R (2.y.%) =R (% 7).

Eainda (z-y)RB(x,y,2) +(x+y)R(xy +12) =(x +z)R(x,y,2) =
~(2-3)y ) {x3)3y ) e 4y 9 x 2By Xz 3 30z #
= -3) {3 ) 4x-)(x ) 4x =)0y 22 %3 (x4
=(z+x) +(xy +xz +yz) =(x +z)(xy +xz +yz) =0. Logo estd provado que
(z=y)R(x y.2) +(x+y)R(x y 1 2) Sx +z) B(xy,2 4).

ii) Suponhamos que paran = m (mN) temos:

(z=y)P.(% v, 2) +(x+y) Py (% y +12) {x +2) B,(x v,z #1) =0.
L0go(z=y) P (% ¥, 2) H(Xx+Y) Pra (% Yy #12) (X +2) P (X y, 2 41) =
=(z-y)Hx+z)(y +z)P,(x,y,z +1) =2°P, (x, v, z)3 +
+(x+y)Hx+z)(y +z +1)P, (x. y +Lz +1) =2°P, (x,y #,z)d -

~(x+z)Hx+z+)(y+z )R, (x v,z +2) 2 4 P, (x v,z 4H =

=2 ((z-y) Py (% y, 2 +1) H{x +y) P, (x y #1.2) {x #2) P, (x v,z 41)) +

+Hx+2)(y+z4)((z 1 y)R(x vz 4) £x #)R(xy 4z ) {x £ YR (xy.z ) 8

(aqui usamos também a versdo de (I1) paran = mtrocando z por z + 1).
Isto prova (1) paran=m+ 1.
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Supondo ainda para n = m(mDN) que

P.(xy,2)=P,(xz y) P.(zy,x) = (y, X z), temos:
Pt (X ¥, 2) = Poa (Y, X, §x+z)(y +2)R,(x v,z +1) -Z°P,(x. v, 2)5 -
Hy+2z)(x+2z) R, (y.x, z+1) ’P,(y. x, )5 Mas da hipdtese de indugZo:
Poi (X ¥, 2) =P (v, % 2) =(x+2)(y +2) P, (x v, 2 +1) =P, (y, x, z 15 -
-7 g:’m(x,y,z)—Pm(y,x,z)@=OD Pui(x ¥, Poi(y,x 2]
Poa(% ¥:2) = Pra(z v, x) =Hx+2)(y +2) R, (x v, 2 +1) =2°R, (x v, 2)H -
~Hx+2z)(y +x)P,(z y:x +1) =x*P,(z y, X)H =

=(x+2)Hy+2)P.(x v, 2+1) ~(y +X) P, (z v, x 1) (z %) P, (z v, )5
E, por hipétese de inducéo e (1) temos:

(y+2)Ru(xy.2+1) ~(y +x) P (x +1y.2) (2 )R, (x. y.2) =
(y+2)P,(y,x z+1) =(y +x) P, (y,x +1,2) <(z ~x) P, (v, x 2) =0 O

Pm+1 (X’ Ys Z) = Pm+l(za Y, X)-
A partir dai temos:

m(xzy) m(ZXY) (y,xz) P..(xV,2), c.0.d.

107) a) Dado um tridngulo qualquer, prove que existe um circulo que passa peos
pontos médios dos seus lados, pelos pés das suas alturas e pelos pontos médios dos
segmentos que unem o ortocentro aos vértices do tridngulo (o chamado "circulo dos

nove pontos").

b) Prove que, se X é o centro do circulo dos nove pontos de um tridngulo, H o seu

ortocentro, O seu circuncentro e G seu baricentro, entédo OX = g [0G = E [OH.
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SOLUCAO DE ANDERSON TORRES e CARLOS ALBERTO DA SILVA VITOR (SAO PAULO - SP,
NILOPOLIS - RJ)

A

a) Sga H, o péalturapor A, M, o ponto medio de BC e T, o ponto médio de
AM.

Aplicando uma homotetia de centro H e razéo 2, o ponto T, € levado no ponto A.
Assim sendo, o que queremos provar eque H 'e M ' (os pontosemque H, e M ,
sdo levados na homotetia) est&o no circuncirculo de ABC.

Temos que ABM ,H =ACM M

(defato, LAL:BM, =CM,, IBM,H= CM MM ,H= M,M"). Analogamente
AHM ,C =AM 'M ,B. Com isto, ABHC =ACM 'B pelo caso LLL (isto sai das
congruéncias).

Portanto LIBHG=] BM 'C.

BC émediatrizde HH ' (defato HH, =H,H' e OHH ,B-0 HH,E 90°).

Assim, ABHC =ABH 'Ceassm [UIBH'G-l BHELl BM'C.
Para finalizar, basta demonstrar que [IBHG- L1 BAE 180 . E isto é smples:
UBHG- 0 HgHH., eoquadrilatero AH.HH éciclico

(DAH H-O AH H 98 & 180 ).
Assim OH HH+ O BAE 18000 BHC =BAC 180 . c.qd.

b) Se X é o centro deste circulo, a homotetialeva X em O.
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—

Assim HX :%, eassim 07 :OTH. Pelo Lema abaixo,

oH _si06

OH =3[0DG, efim: OX = , €.q.d.

Lema: O baricentro, o circuncentro e o ortocentro de qualquer tridngulo estdo
alinhados.

Prova: Considere a figura abaixo:

B

AB =R (raio do circulo circunscrito).

C = 2R(dalei dossenos).
Seja O o circuncentro de ABC.
A retaOH intersecta AM em S Observe que OM // AH , e que:
AT =cléosA Ll AH AT AT Sl CosA 2RcosA

cos(90-C) senC senC
AH _AS . .
Do AOBM U OM- RcosA - logo MS—7 e S é o baricentro G do

AABC.
Assim, O, G e H estéo alinhados, e OH = 3[DG.
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PROBLEMAS PROPOSTOS

Convidamos o leitor a enviar solugdes dos problemas propostos e sugestdes de novos problemas
para 0s préximos numeros.

108) Sgam A,A,,....A, conjuntos finitos. Para 1<k<n, sga
S(:

1<, <iy <. iy <n

intersecOes de k dos conjuntos A . Prove que:

A NnAN..n Ak|, a soma dos nimeros de elementos das

a) O nimero de elementos que pertencem a exatamente r dos conjuntos A é

i (-0 ékgsk paal<r <n.,

b) O nimero de eementos que pertencem a pelo menos r dos conjuntos A €

i (-1 ék:igs‘ paal<r <n.

109) Na figura abaixo, E:A_C, BAC =100° e AD =BC. Mostre que

x=BCD éraciond quando expresso em graus.

A

110) Um conjunto finito de inteiros positivos é chamado de Conjunto DS se cada
elemento divide a soma dos € ementos do conjunto.

Prove que todo conjunto finito de inteiros positivos é subconjunto de algum
conjunto DS,
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111) Prove que existem infinitos miltiplos de 7 na sequéncia (a,) abaixo:
a;=1999, a,=a, .+ p(n),” ns 2 ,0ndep(n) &€o menor primo quedividen.

112) a) Determine todos os inteiros positivos n tais que existe uma matriz n X n com
todas as entradas pertencentes a { —1, 0, 1} tal que os 2n nimeros obtidos como
somas dos elementos de suas linhas e de suas colunas s&o todos distintos.

b) Para os inteiros positivos n determinados no item anterior, encontre 0 nimero de
matrizes n x n com a propriedade do enunciado.

Problema 109 proposto por José do Nascimento Pantoja Junior de Ananindeua - PA,
problemas 110 e 111 propostos por Anderson Torres de Sao Paulo - SP.

Agradecemos também o envio das solucdes e a colaboragéo de:

Diego Andrés de Barros Recife - PE

Dymitri Cardoso Ledo Recife - PE
Geraldo Perlino Itapecerica da Serra - SP
Glauber Moreno Barbosa Rio de Janeiro -RJ
Kellem Corréa Santos Rio de Janeiro -RJ
Macelo da Silva Mendes Teresina — Pl
Marcos Francisco Ferreira Martinelli Rio de Janeiro - RJ
Michel Faleiros Martins Campinas - SP
Raphael Constant da Costa Rio de Janeiro - RJ
Rodrigo Cardaretti dos Nascimento Curitiba - PR
Rodrigo Peres Barcellos Rio de Janeiro -RJ

Vocé sabia...

Que 234257 _ 1 ¢ primo? Este nimero de 9.152.052 digitos é o
maior primo conhecido, e € o 9°. Primo de Mersenne descoberto
pelo GIMPS (veja www.mersenne.org para mais informagdes,

inclusive sobre como ajudar a achar outros primos de Mersenne).
Esta descoberta foi feita em 24/12/2005.
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AGENDA OLIMPICA

XXVIII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2¢e3
Primeira Fase — Sdbado, 10 de junho de 2006
Segunda Fase — Sabado, 2 de setembro de 2006
Terceira Fase — Sabado, 28 de outubro de 2006 (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 29 de outubro de 2006 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 2 de setembro de 2006
Segunda Fase — Sabado, 28 e Domingo, 29 de outubro de 2006

¢

XIl OLIMPIADA DE MAIO
13 de maio de 2006

¢

XVII OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
5a 11 de maio de 2006
Escobar, Argentina

¢

XLVII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
8 a 19 de julho de 2006
Ljubljana - Eslovénia.
3
XIIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
20 a 26 de julho de 2006
Odessa, Ucrania

3

XXI OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
22 de setembro a 01 de outubro de 2006
Equador

* e
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