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AOS LEITORES

Dedicamos este nimero da Eureka! ao querido professor Antonio Luiz
Santos, mais como conhecido como Gandhi, que nos deixou neste ano de 2015.

O professor Gandhi sempre foi entusiasmando por problemas de
Matematica, em particular por problemas de Olimpiadas. Ele foi o criador de uma
das secOes de maior sucesso nesta revista, a Olimpiadas ao Redor do Mundo, que
tem grande repercussdo até hoje, como podemos ver neste nimero na secdo
“Como é que faz?”, em que resolvemos, a pedido de um de nossos leitores, 4
problemas selecionados pelo Antonio Luiz, que também escreveu 6timos livros de
problemas e durante muitos anos foi um professor destacado no Rio de Janeiro. A
sua alegria e sua irreveréncia deixardo saudades.

INSTRUGOES PARA AUTORES

Serdo publicados na revista Eureka! artigos relevantes na preparagdo dos
estudantes para a Olimpiada Brasileira de Matematica em seus diversos niveis e
para varias olimpiadas de carater internacional das quais o Brasil participa.

Como para a grande maioria dos topicos e técnicas explorados nas
olimpiadas ndo existem publicacdes expositorias adequadas em lingua portuguesa,
nosso objetivo inicial é aborda-los todos em artigos auto-suficientes. Assim,
daremos preferéncia agqueles que tratem de assuntos ainda ndo explorados nos
nameros anteriores da Eureka!. Como a deficiéncia em artigos adequados para
estudantes do Ensino Fundamental (Niveis 1 e 2 da OBM) é ainda mais grave,
estes terdo primazia na sua publicacdo. Vale a pena observar que, quando um tema
é importante para os estudantes de diversos niveis, ele deve aparecer em artigos
adequados para cada um desses niveis, separadamente.

E recomendavel que os artigos tragam alguns problemas resolvidos
detalhadamente e referéncias que o complementem ou aprofundem.

Os editores.
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202 OLIMPIADA DE MATEMATICA DE MAIO

Enunciados e resultado brasileiro

PRIMEIRO NiVEL

PROBLEMA 1

Um numero natural N é bom se os seus digitos sdo 1, 2 ou 3 e todos 0s nimeros de
2 digitos formados por digitos localizados em posi¢es consecutivas de N séo
nameros distintos. Existe algum nimero bom de 10 digitos? E de 11 digitos?

PROBLEMA 2

Beatriz tem trés dados em cujas faces estdo escritas letras diferentes. Ao lancar os
trés dados sobre uma mesa, e escolhendo cada vez somente as letras das faces
voltadas para cima, formaram-se as palavras

OSA, VIA,OCA,ESA,SOL,GOL, FIA,REY ,SUR, MIA, PIO, ATE, FIN, VID.
Determine as seis letras de cada dado.

PROBLEMA 3

Temos nove caixas. Na primeira caixa ha 1 pedra, na segunda ha 2 pedras, na
terceira ha 3 pedras, e assim sucessivamente, na oitava ha 8 pedras e na nona ha 9
pedras. A operagdo permitida é retirar 0 mesmo ndmero de pedras de duas caixas
distintas e coloca-las numa terceira caixa. O objetivo é que todas as pedras fiqguem
numa mesma caixa. Descreva como isto deve ser feito com um ndmero minimo de
operagdes permitidas. Explicar por que isto é impossivel de ser feito com menos
operacdes.

PROBLEMA 4

Seja ABC um triangulo retangulo e isésceles, com € =90°. Sejam M 0 ponto
médio de AB e N o ponto médio de AC. Seja P tal que MNP é um tridngulo
equilatero com P no interior do quadrilatero MBCN. Calcule a medida do angulo
CAP.

PROBLEMA 5

Dadas 6 bolinhas: 2 brancas, 2 verdes, 2 vermelhas, sabemos que hd uma branca,
uma verde e uma vermelha que pesam 99 g cada uma e que as demais bolinhas
pesam 101 g cada uma. Determine o peso de cada bolinha usando duas vezes uma
balanca de dois pratos.
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Obs: Uma balanca de dois pratos somente informa se o prato esquerdo pesa mais,
igual ou menos do que o prato direito.

SEGUNDO NiVEL

PROBLEMA 1

O caminho que vai desde o povoado até o reflgio na montanha tem 76 km. Um
grupo de andinistas o percorreu em 10 dias, de forma tal que em dois dias
consecutivos nunca caminharam mais de 16 km, porém em trés dias consecutivos
sempre caminharam por pelo menos 23 km. Determine a quantidade méxima de
quilémetros que eles podem ter percorrido num dia.

PROBLEMA 2

Num quadrilatero convexo ABCD, sejam M, N, P e Q os pontos médios dos lados
AB, BC, CD e DA, respectivamente. Se 0s segmentos MP e NQ dividem ABCD em
guatro quadrilateros com a mesma area, demonstre que ABCD é um paralelogramo.

PROBLEMA 3

Ana e Luca jogam o seguinte jogo: Ana escreve uma lista de n nimeros inteiros
distintos. Luca vence o jogo se puder escolher quatro nimeros distintos, a, b, c €
d, de modo que o numero a + b — (c + d) seja multiplo de 20.

Determine o valor minimo de n para o qual, qualquer que seja a lista de Ana, Luca
vence 0 jogo.

PROBLEMA 4

Numa escavacao na antiga Roma foi encontrado um
relégio bastante incomum com 18 divisGes marcadas
com niimeros romanos (ver figura).

Infelizmente o reldgio estava partido em 5 pedacos.
A soma dos nimeros em cada pedago era a mesma.
Mostre de que maneira o reldgio pode estar partido.

PROBLEMA 5

Cada casa de um tabuleiro de n X n, com n > 3, esta pintada com uma cor dentre
8 cores diferentes. Para que valores de n podemos afirmar que alguma das
seguintes figuras
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incluidas no tabuleiro contém duas casas da mesma cor?

RESULTADO BRASILEIRO

2014: Nivel 1 (até 13 anos)

Nome Cidade - Estado Prémio
Catulo Axel Teixeira Vasconcelos Alves Fortaleza - CE Quro

Felipe Bezerra de Menezes Benicio de Sousa Fortaleza - CE Prata
Marcelo Hippélyto de Sandes Peixoto Fortaleza - CE Prata
Adrian Alexander Ticona Delgado Séo Paulo - SP Bronze
Débora Tami Yamato Sé&o Paulo - SP Bronze
Jodo Vitor Baptista Moreira Vicosa — MG Bronze
Gustavo Farani de Farias Aracaju - SE Bronze
Yan Victor S. Guimarées Fortaleza - CE M. Honrosa
Giovanna de Sousa Oliveira Fortaleza - CE M. Honrosa
Caio César Barros Matos Fortaleza - CE M. Honrosa
2014: Nivel 2 (até 15 anos)

Nome Cidade - Estado Prémio
Andrey Jhen Shan Chen Sao Paulo - SP Ouro
Daniel Quintdo de Moraes Rio de Janeiro — RJ Prata
Matheus Siqueira Thiméteo Mogi das Cruzes — SP Prata
Guilherme Goulart Kowalczuk Porto Alegre — RS Bronze
Vitor Augusto Carneiro Porto Fortaleza — CE Bronze
Bryan Borck Porto Alegre — RS Bronze
Alicia Fortes Machado Teresina — Pl Bronze
Vinicius Trindade de Melo Dores de Campos — MG M. Honrosa
ltalo Rennan Lima Fortaleza - CE M. Honrosa
Angelo Donizetti Lorengoni Junior Séo Carlos — SP M. Honrosa
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252 OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

Enunciados e resultado brasileiro

Os estudantes brasileiros tiveram uma participacao destacada na Olimpiada
de Matematica do Cone Sul que foi realizada entre os dias 14 e 21 de agosto de
2014, na cidade de Atlantida, Uruguai. A equipe foi liderada pelos professores
Régis Prado Barbosa, de Sdo Paulo (SP), e Luzinalva Miranda de Amorim, de
Salvador (BA).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

| BRA1 | Pedro Henrique Sacramento de Oliveira | Medalha de Ouro |
| BRA2 | Gabriel Toneatti Vercelli | Medalha de Ouro |
| BRA3 | Jodo César Campos Vargas | Medalha de Prata |
| BRA4 | Andrey Jhen Shan Chen | Medalha de Bronze |
PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1

Em uma lousa, estdo escritos os numeros inteiros de 1 a 2014, inclusive. A
operacgdo valida é escolher dois nimeros a e b, apagar eles e no seu lugar escrever
0 minimo multiplo comum do par (a,b) e 0 maximo divisor comum do par (a,b).

Mostre que, sem importar a quantidade de operacfes que sejam realizadas, a soma
dos ndmeros que ficam escritos na lousa sempre é maior que 2014-2°%/2014!.

PROBLEMA 2
Um par de inteiros positivos (a,b) é chamado charrta se existe um inteiro positivo

c tal que a+b+c e a-b-c sejam ambos quadrados perfeitos; caso ndo exista tal
namero ¢, o par é chamado ndo-charria.

a) Mostre que existem infinitos pares ndo-charruas.
b) Mostre que existem infinitos inteiros positivos n para 0s quais o par
(2,n) € charrua.
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PROBLEMA 3

Seja ABCD um reténgulo, P um ponto exterior tal que o angulo BPC =90°€ a Area
do pentdgono ABPCD ¢é igual a AB?.

Prove que é possivel dividir o pentdgono ABPCD em trés pedagos atraves de cortes
retos de tal modo que com esses pedagos se pode construir um quadrado sem
buracos e sem superposicao.

Observacao: Os pedacos podem girar e podem ser virados.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Mostre que o nimero n? —22014.2014n+42°13(20142—1), com n natural, ndo pode

ser primo.

PROBLEMA 5
Seja ABCD um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia de centro 0. Este ponto

O esté& no interior do quadrilatero de modo que os angulos BAC = ODA S30 iguais.
As diagonais desse quadrilatero se cortam no ponto E. Por E séo tracadas a reta r
perpendicular a BC e a reta s perpendicular a AD. A reta r intersecta AD em P e a
reta s intersecta BC em M. Seja N o ponto médio de EO.

Mostre que M, N e P sdo colineares.

PROBLEMA 6
Dada uma familia F de subconjuntos de S = {1, 2., n} (n>2), ajogada permitida

é escolher dois conjuntos disjuntos A e B de F e adicionar AL B a F (sem excluir
nem A nem B).

Inicialmente, F possui exatamente todos 0s subconjuntos que contém apenas um

elemento de S. O objetivo é que, através de jogadas permitidas, F possua todos os
subconjuntos de n-1 elementos de S.

Determine 0 menor nimero de jogadas necessarias para alcancar o objetivo.

Observacdo: AUB é o conjunto formado por todos o0s elementos que pertencem a
A, a B ou a ambos.

EUREKA! N°39, 2015
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262 OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

Enunciados e resultado brasileiro

Os estudantes brasileiros tiveram uma excelente participacdo na Olimpiada
de Matemaética do Cone Sul que foi realizada entre os dias 11 e 18 de maio de
2015, na cidade de Temuco, Chile. A equipe foi liderada pelos professores Krerley
Oliveira, de Macei6 (AL), e José Armando Barbosa Filho, de Natal (RN). A equipe
brasileira ficou em primeiro lugar na competi¢do por equipes somando 201 pontos.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Pedro Henrique Sacramento de Oliveira Medalha de Ouro
BRA2 André Yuji Hisatsuga Medalha de Prata
BRA3 Guilherme Goulart Kowalczuk Medalha de Prata
BRA4 Vitor Augusto Carneiro Porto Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Demonstrar que para qualquer n inteiro, n3 — 9n + 27 néo ¢ divisivel por 81.

PROBLEMA 2

Considere 3n retas (n > 1) no plano, entre as quais ndo ha duas que sejam
paralelas e nem trés que sejam concorrentes. Demonstar que se pintarmos 2n retas
com a cor vermelha e n com a cor azul, ha pelo menos duas regides do plano com
0s bordos completamente vermelhos.

Observacdo: para cada regido, seus bordos estdo contidos nas retas dadas e
nenhuma das retas dadas corta o interior da regido.

PROBLEMA 3

Dados uma circunferéncia I' de raio 1 e um ponto P pertencente a ela, sejam A, e
B; dois pontos em T tais que o triangulo PA;B; é acutangulo e a distancia de P a
reta A; B; é V2. Para todo inteiro n > 1 se definem:

C,, como o pé da perpendicular desde P ao segmento A, B,,,

0,, como o centro da circunferéncia circunscrita do triangulo PA, B,,,
A, +1 como o pé da perpendicular desde C,, a0 segmento PA,,

B,,+1 como a intersecdo entre PB,, € O, A, 41-
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Achar o comprimento P0,1s.

Observacao: a distancia de P a reta A; B, é 0 comprimento do segmento PC;, onde
C; é o pé da perpendicular desde P ao segmento A, B;.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Seja ABCD um quadrilatero convexo tal que ZBAD = 90° e as diagonais AC e BD
sdo perpendiculares. Seja M o ponto médio do segmento CD e seja E 0 ponto de
intersecdo de BM com AC. Seja F o ponto do segmento AD tal que BM e EF sdo
perpendiculares. Se CE = AFv/2 e FD = CE+2, demonstrar que ABCD é um
guadrado.

PROBLEMA 5

Determinar se existem inteiros positivos a4, a,, as, .., Nd0 necessariamente
distitntos, com a seguinte propriedade: a,,41 + @42 + -+ + a, ndo é divisivel por
a, + a, + -+ + a,, para quaisquer m e n inteiros positivos com 1 < m < n.

PROBLEMA 6
Seja § ={1,2,3,...,2046,2047,2048}. Se diz que dois subconjuntos A e B de S
sdo amigos se satisfazem as seguintes condices:

e Nao tém elementos em comum.
o Té&m a mesma quantidade de elementos.
e O produto dos elementos de A é igual ao produto dos elementos de B.

Demonstrar que existem dois subconjuntos de S que sdo amigos e que contém pelo
menos 738 elementos cada um.

EUREKA! N°39, 2015
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552 OLIMPiADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA (IMO)

Enunciados e resultado brasileiro

O Brasil obteve um 6timo resultado na 55% Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO), que aconteceu entre os dias 20 e 28 de julho na Cidade do
Cabo na Africa do Sul, conquistando trés medalhas de prata, duas de bronze e uma
mencdo honrosa. A equipe foi liderada pelos professores Edmilson Motta, de S&o
Paulo (SP) e Onofre Campos da Silva Farias, de Fortaleza (CE).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Rodrigo Sanches Angelo Medalha de Prata
BRA2 Murilo Corato Zanarella Medalha de Prata
BRA3 Daniel Lima Braga Medalha de Prata
BRA4 Victor Oliveira Reis Medalha de Bronze
BRA5 Alexandre Perozim de Faveri Medalha de Bronze
BRA6 Alessandro de Oliveira Pacanowski Mengao Honrosa
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Seja ap < a; < a, < -~ uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Prove que
existe um unico inteiron > 1

a0+a1+"'+an

a, < " < anyq-

PROBLEMA 2

Seja n > 2 um inteiro. Considere um tabuleiro de xadrez n X n dividido em n?
quadrados unitarios. Uma configuragdo de n torres neste tabuleiro é dita pacifica se
cada linha e cada coluna contém exatamente uma torre. Encontre o maior inteiro
positivo k tal que, para qualquer configuragcdo pacifica de n torres, podemos
encontrar um quadrado k x k sem torres em qualquer um de seus k? quadrados
unitarios.

PROBLEMA 3

Seja ABCD um quadrilatero convexo com £ABC = £CDA = 90°. O ponto H € 0
pé da perpendicular de A sobre BD. Os pontos S e T sdo escolhidos sobre os lados
AB e AD, respectivamente, de modo que H esteja no interior do tridngulo SCT e

EUREKA! N°39, 2015
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£4CHS — 2CSB = 90°, ¢<THC — 2DTC = 90°.

Prove que a reta BD é tangente a circunferéncia circunscrita ao tridngulo TSH.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Os pontos P e Q encontram-se sobre o lado BC de um triangulo acutangulo ABC de
modo que £ZPAB = £BCA e £CAQ = £ABC. Os pontos M e N encontram-se
sobre as retas AP e AQ, respectivamente, de modo que P é o ponto médio de AM e
Q € o ponto médio de AN. Prove que as retas BM e CN se intersectam sobre a
circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

PROBLEMA 5

Para cada inteiro positivo n, 0 Banco da Cidade do Cabo emite moedas de valor %
Dada uma colecdo finita de tais moedas (de valores ndo necessariamente distintos)
com valor total de no maximo 99 + % prove que é possivel dividir esta colecdo em
100 ou menos grupos de moedas, cada um com valor total de no maximo 1.

PROBLEMA 6

Um conjunto de retas no plano esta em posicao geral se ndo hé duas paralelas nem
trés concorrentes no mesmo ponto. Um conjunto de retas em posicao geral corta o
plano em regides, algumas com érea finita, chamadas regides finitas. Prove que,
para todo n suficientemente grande, em qualquer conjunto de n retas em posi¢ado
geral é possivel pintar de azul pelo menos +/n dessas retas, de modo que nenhuma
das suas regides finitas tenha uma fronteira completamente azul.

Nota: Para resultados em que v/n € substituido por cvn serdo atribuidos pontos
conforme o valor da constante c.

EUREKA! N°39, 2015
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562 OLIMPiADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA (IMO)

Enunciados e resultado brasileiro

O Brasil obteve um 6timo resultado na 56° Olimpiada Internacional de
Matemética (IMO), que aconteceu entre os dias 20 e 28 de julho na cidade de
Chiang Mai, na Tailandia, conquistando trés medalhas de prata e trés de bronze. A
equipe foi liderada pelos professores Luciano Guimardes Monteiro de Castro, do
Rio de Janeiro (RJ) e Carlos Yuzo Shine, de Sdo Paulo (SP).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Pedro Henrique Sacramento de Oliveira Medalha de Prata
BRA2 Murilo Corato Zanarella Medalha de Prata
BRA3 Daniel Lima Braga Medalha de Prata
BRA4 Gabriel Toneatti Vercelli Medalha de Bronze
BRA5 Jodo César Campos Vargas Medalha de Bronze
BRAG6 Rafael Filipe dos Santos Medalha de Bronze
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Dizemos que um conjunto finito S de pontos do plano é equilibrado se, para cada
dois pontos diferentes A e B de S, existe um ponto C de S tal que AC = BC.
Dizemos que S ¢é descentrado se, para cada trés pontos diferentes A, B e C de S,
nao existe um ponto P de S tal que PA = PB = PC.

(a) Prove que, para todos os inteiros n = 3, existe um conjunto equilibrado
com exatamente n pontos.

(b) Determine todos os inteiros n = 3 para 0S quais existe um conjunto
equilibrado e descentrado com exatamente n pontos.

PROBLEMA 2
Determine todos os ternos (a, b,c) de inteiros positivos tais que cada um dos
ndmeros

ab—c,bc—a,ca—>b
E uma poténcia de 2.

(Uma poténcia de 2 é um inteiro da forma 2™, em que n é um inteiro ndo negativo.)

EUREKA! N°39, 2015
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PROBLEMA 3

Seja ABC um tridngulo acutangulo com AB > AC. Sejam T o seu circuncirculo, H
0 seu ortocentro e F o pé da perpendicular a partir de A. Seja M o ponto médio de
BC. Seja Q o ponto de T tal que £HQA = 90° e seja K o ponto de T tal que
£2HKQ = 90°. Admita que os pontos 4, B, C, K e Q sdo todos diferentes e estéo
sobre I nesta ordem.

Prove que os circuncirculos dos tridngulos KQH e FKM s&o tangentes.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

O triangulo ABC tem circuncirculo Q e circuncentro 0. Uma circunferéncia I' de
centro A intersecta 0 segmento BC nos pontos D e E, de modo que B, D, E e C sdo
todos diferentes e estdo na reta BC nesta ordem. Sejam F e G 0s pontos de
interse;’ao de I' e Q, tais que A4, F, B, C e G est’ao em () nesta ordem. Seja K 0
segundo ponto de intersecdo do circuncirculo do tridngulo BDF com o0 segmento
AB. Seja L o segundo ponto de interse¢do do circuncirculo CGE com o0 segmento
CA.

Suponha que as retas FK e GL sdo diferentes e que se intersectam no ponto X.
Prove que X pertence a reta AO.

PROBLEMA 5
Seja R o conjunto dos numeros reais. Determine todas as fun¢es f:R — R
satisfazendo a equacéo

fx+fx+0)+ ) =x+fx+y) +yf(x)

para todos 0s numeros reais x € y.

PROBLEMA 6
A sequéncia a,, a,, ... de inteiros satisfaz as condicdes seguintes:

(i) 1< a; <2015 para qualquer j tal que j = 1;
(ii) k + a, # | + a; para quaisquer k, [ taisque 1 < k < L.

Prove que existem dois inteiros positivos b e N tais que

n
Z (a; —b)| < 10072

j=m+1
para quaisquer inteiros m e n satisfazendon > m > N.

EUREKA! N°39, 2015
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42 OLIMPIADA DE MATEMATICA DA COMUNIDADE DOS PAISES
DE LINGUA PORTUGUESA

Enunciados e resultado brasileiro

O Brasil conquistou uma medalha de ouro e trés de prata na 42 Olimpiada
de Matematica da Comunidade dos Paises de Lingua Portuguesa, realizada de 5 a
10 de agosto, na cidade de Luanda, Angola. Com este resultado o pais ficou pelo
terceiro ano consecutivo com a primeira posicdo na classificacdo geral, seguido
pela equipe de Portugal. A equipe foi liderada pelos professores Carlos Bahiano, de
Salvador (BA) e Marcelo Xavier de Mendonga, do Rio de Janeiro (RJ).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 André Yuji Hisatsuga Medalha de Ouro
BRA2 Jodo Guilherme Madeira Araujo Medalha de Prata
BRA3 Daniel Quintao de Moraes Medalha de Prata
BRA4 Guilherme Goulart Kowalczuk Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Quatro irmdos tém conjuntamente quarenta e oito Kwanzas. Se ao dinheiro do
primeiro se aumentasse trés Kwanzas, ao do segundo se retirasse trés Kwanzas, se
o do terceiro triplicasse e 0 do quarto se reduzisse a um terco, passariam a ter todos
a mesma importancia. Quanto tem cada um dos quatro irmaos?

PROBLEMA 2

Na figura abaixo devem ser colocados em cada um dos pontos brancos um ndmero
inteiro de 1 a 9, sem repeticdo, de forma que a soma dos 3 nimeros pertencentes a
circunferéncia externa seja igual a cada uma das somas dos 4 nimeros pertencentes
a uma das circunferéncias internas e que ndo estdo na circunferéncia externa.

EUREKA! N°39, 2015
15




Sociedade Brasileira de Matematica

a) Apresente uma solucgéo.
b) Mostre que em qualquer solugdo o 9 estara na circunferéncia externa.

PROBLEMA 3

No quadrilatero convexo ABCD, sejam P e Q pontos dos lados BC e DC,
respectivamente, tais que 2BAP = £DAQ. Mostre que se a linha que une 0s
ortocentros dos triangulos ABP e ADQ é ortogonal a AC, entdo as areas desses
tridngulos sdo iguais.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Pelo ponto K de uma circunferéncia estdo tracadas uma corda KA (o arco KA é
maior que 90°) e uma reta tangente [. A reta que passa pelo centro da
circunferéncia e é perpendicular ao raio OA, intersecta a corda KA no ponto B € a
reta tangente [ no ponto C.

Prove que 0s segmentos KC e BC tém 0 mesmo comprimento.

PROBLEMA 5
Determine todas as quadruplas de inteiros positivos (k,a,b,c) tais que
2¥=al+b'+cl,coma=bh=>c.

PROBLEMA 6

Kilua e Ndoti jogam o seguinte jogo hum quadrado ABCD. Kilua escolhe um dos
lados do quadrado e marca o ponto X nesse lado. Ndoti escolhe um dos outros trés
lados do quadrado e marca o ponto Y sobre ele. Kilua escolhe um dos dois lados
gue ainda ndo foi escolhido e marca o ponto Z sobre ele e, finalmente, Ndoti
escolhe o lado que ainda nédo foi escolhido e marca o ponto W nesse lado. Cada um
dos dois jogadores pode marcar um vértice do quadrado, mas ele deve primeiro
escolher o lado do quadrado que sera usado. Por exemplo, se Kilua escolher o lado
AB ele pode marcar X no ponto B e isso ndo impede que o lado BC seja escolhido.
Kilua vence se a area do quadrilatero convexo formado pelos pontos marcados for
maior ou igual a metade da area de ABCD e caso contrario Ndoti vence. N&o se
permite que um mesmo ponto seja escolhido duas vezes.

Quem possui estratégia vencedora, ou seja, pode garantir a vitoria ndo importando
as jogadas do adversério? Como esse jogador deve jogar?
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52 OLIMPIADA DE MATEMATICA DA COMUNIDADE DOS PAISES
DE LINGUA PORTUGUESA

Enunciados e resultado brasileiro

O Brasil conquistou uma medalha de ouro e trés de prata na 52 Olimpiada
de Matematica da Comunidade dos Paises de Lingua Portuguesa, realizada de 5 a
10 de agosto, na cidade de Praia, Cabo Verde. Com este resultado o pais ficou pelo
terceiro ano consecutivo com a primeira posi¢do na classificacdo geral, seguido
pela equipe de Portugal. A equipe foi liderada pelos professores Carlos Gustavo
Moreira, do Rio de Janeiro (RJ) e Emiliano Augusto Chagas, de Sao Paulo (SP).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Mateus Siqueira Thiméteo Medalha de Ouro
BRA2 Pedro Lucas Lanaro Sponchiado Medalha de Ouro
BRA3 Bruno Brasil Meinhart Medalha de Prata
BRA4 Andrey Jhen Shan Chen Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

No tridngulo ABC, L e K sdo os pontos de intersecdo das bissetrizes dos angulos
2ABC e £CAB com os lados AC e BC, respetivamente. Sabendo que KL é,
também, bissetriz do angulo £AKC, determine o angulo 2BAC.

PROBLEMA 2

Determine todos os numeros de dez algarismos cuja representagdo no sistema
decimal é dada por @ya;a,as;a,asasa,aga, tais que, para cada inteiro j com
0 <j <09, a; € igual ao numero de algarismos iguais a j nessa representacdo. Isto
é: 0 primeiro algarismo é igual & quantidade de “0” na escrita desse nimero; o
segundo algarismo € igual a quantidade de “1” na escrita desse nimero; o terceiro é
igual a quantidade de “2” na escrita desse nimero; ... ; 0 décimo algarismo é igual a
guantidade de “9” na escrita desse nimero.

PROBLEMA 3

No centro de um quadrado encontra-se um coelho e em cada Vvértice desse mesmo
guadrado, um lobo. Os lobos deslocam-se apenas ao longo dos lados do quadrado e
0 coelho desloca-se livremente no plano. Sabendo que o coelho se desloca a uma
velocidade de 10 km/h e que os lobos se deslocam a uma velocidade maxima de
14 km/h, determine se existe uma estratégia para o coelho sair do quadrado sem
ser apanhado pelos lobos.
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Sejam a um numero real, tal que a # 0, a+ 1, a # —1 e m, n, p, ¢ nUMeros
naturais. Prove que se a™ +a®=aP +a? e a® +a3" = a®P + a9, entdo
m-nm=p-q.

PROBLEMA 5

Duas circunferéncias de raios R e r, com R >r, sd0 tangentes entre si
exteriormente. Os lados adjacentes a base de um tridngulo isdsceles sdo tangentes
comuns a essas circunferéncias. A base do triangulo é tangente a circunferéncia de
raio maior. Determine o comprimento da base do triangulo.

PROBLEMA 6

Considere a sequéncia (a,) dada por a; =2 e a,4; = a3 —a, + 1, para todo
n > 1. Assim, por exemplo, a, =23—-2+41=7 e a3 =7>—-7+1=337.
Prove que se p é um divisor primo de a,, entdo p > n.
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29° OLIMPiADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA

Enunciados e resultado brasileiro

A equipe brasileira formada por quatro estudantes do ensino medio
conquistou duas medalhas de ouro e duas de prata na 29 Olimpiada Ibero-
Americana de Matemética (OIM), realizada entre os dias 29 de setembro e 6 de
outubro na cidade de San Pedro Sula, Honduras. A equipe foi liderada pelos
professores Matheus Secco Torres da Silva e Hugo Fonseca, ambos do Rio de
Janeiro (RJ).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Murilo Corato Zanarella Medalha de Ouro
BRA2 Alessandro de Oliveira Pacanowski Medalha de Ouro
BRA3 Daniel Lima Braga Medalha de Prata
BRA4 Ana Karoline Borges Carneiro Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Para cada inteiro positivo n, define-se s(n) como a soma dos digitos de n.
Determine o menor inteiro positivo k tal que

s(k) =s(2k) =sBk) = --- =s(2013k) = s(2014k).

PROBLEMA 2
Ache todos os polindmios P(x) com coeficientes reais tais que P(2014) =1 e,
para algum inteiro c, se tem

xP(x —c¢) = (x—2014)P(x).

PROBLEMA 3

Sobre uma circunferéncia marcam-se 2014 pontos. Sobre cada um dos segmentos
cujos extremos sdo dois dos 2014 pontos escreve-se um numero real ndo negativo.
Sabe-se que, para qualquer poligono convexo cujos veértices sdo alguns dos 2014
pontos, a soma dos ndmeros escritos nos seus lados é menor ou igual a 1.
Determine o maior valor possivel para a soma de todos 0s nimeros escritos.
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Tem-se N moedas, das quais N — 1 sdo auténticas de igual peso e uma é falsa, de
peso diferente das demais. O objetivo é, utilizando exclusivamente uma balanca de
dois pratos, achar a moeda falsa e determinar se é mais pesada ou mais leve que as
auténticas. Em cada vez que se possa deduzir que uma ou varias moedas sdo
auténticas, todas estas moedas sdo imediatamente separadas e ndo podem ser
usadas nas pesagens seguintes. Determine todos os N para 0s quais se pode garantir
gue o objetivo seja atingido. (Podem-se fazer tantas pesagens quantas se deseje).

PROBLEMA 5

Seja ABC um triangulo acutdngulo e H o ponto de intersecdo de suas alturas. A
altura relativa ao vértice A corta BC em D. Sejam M e N os pontos médios de BH e
CH, respectivamente. DM e DN intersectam AB e AC em X e Y, respectivamente.
Se XY intersecta BH em P e CH em Q, demonstre que H, P, D e Q estdo numa
mesma circunferéncia.

PROBLEMA 6

Dado um conjunto X e uma fungdo f:X — X, denotamos, para cada x € X,
fl(x) = f(x) e paracada j > 1, f/*1(x) = f(f/(x)). Dizemos que a € X é um
ponto fixo de f se f(a) = a.

Para cada namero real x, definimos m(x) como o nimero de primos positivos
menores ou iguais a x.

Dado um nudmero inteiro positivo n, dizemos que f:{1,2,...,n} - {1,2,...,n} €
catracha se £/ (k) paratodo k € {1,2, ..., n}.

Prove que:

a) Se f é catracha, entdo f tem pelo menos m(n) — (v/n) + 1 pontos fixos.
b) Se n > 36, entdo existe uma funcdo catracha com exatamente m(n) —
n(v/n) + 1 pontos fixos.
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30° OLIMPiADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA

Enunciados e resultado brasileiro

A 30% Olimpiada Ibero-americana de Matematica foi realizada em
Mayagiez, Porto Rico no periodo de 06 a 14 de novembro de 2015. A equipe
brasileira foi liderada pelos professores Eduardo Wagner, do Rio de Janeiro (RJ) e
Samuel Barbosa Feitosa, de Salvador (BA). Nesta oportunidade, a equipe brasileira
obteve a segunda maior pontuacgdo entre os paises participantes.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 | Pedro Henrique Sacramento de Oliveira Ouro
BRA2 | Daniel Lima Braga Prata
BRA3 | Gabriel Toneatti Vercelli Prata
BRA4 | Joao Campos Vargas Prata
PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1

O namero 125 pode ser representado como soma de varios nimeros naturais que
sdo maiores que 1 e primos entre si dois a dois. Encontre 0 maior nimero de
somandos que pode ter tal representacao.

Nota: Dois nimeros naturais sdo primos entre si se 0 seu maximo divisor comum é
1.

SOLUGAO DE DANIEL LIMA BRAGA (EUSEBIO - CE)
O numero maximo de parcelas é 8. Um exemplo com tal quantidade de parcelas é
125 = 3+5+7+11+ 16+ 17 + 23 + 43
Suponha que ha uma representagdo com ao menos 10 parcelas e denotemos ela por
a; +a, + -+ a, =125,

com n = 10. Seja g; 0 menor fator primo de a;. Claramente q; # q; se i # j,
pois caso contrario terfamos mdc(a;, a;) > 1 e isso é um absurdo. Além disso,
de q; | a;, temos q; # a;.

Portanto,
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125=a1+a2+"'+an
>+ o+ +
>243+5+-+p,
=129,

onde p,, denota 0 n-ésimo menor primo. Esse absurdo mostra que ndo existe
representacdo com mais de 9 parcelas. Suponha agora que existe uma
representacdo com 9 parcelas, isto é,

a1+a2+"'+a9:125

Defina g; como anteriormente. Se existe i tal que g; = 2, entdo a; é par e todas as
demais parcelas devem ser impares. Como a soma de oito inteiros impares e um
par é par, ndo podemos obter 125 como soma. Portanto, g_i > 3 para todo i.
Usando novamente que os primos g; sdo distintos, temos

125:a1+a2+"'+a9
=24 +q++q9
>345++29
> 125.

Este novo absurdo mostra que também ndo podemos escrever 125 como soma de 9
parcelas.

PROBLEMA 2

Uma reta r contém os pontos A, B, C e D, nessa ordem. Seja P um ponto fora de r
tal que 2 APB = « CPD. Prove que a bissetriz de £APD corta a reta r em um
ponto G tal que

1 1 1 1

GA+GC_GB+GD
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SOLUQAO DE PEDRO HENRIQUE SACRAMENTO DE OLIVEIRA (SZ\O PAULO - SP)

P

Seja E o pé da altura do ponto P ao segmento AD. Considere uma inversdo de polo
G e raio de circulo de inversdo igual a 1. Sejam A, By, C;, D, e P; as imagens de
A, B, C, D e P, respectivamente, por tal inversao. Entdo

1 1 1
G_A+E= GA1+ GC]_:AlCl e G_

1
B +G_D = GBl + GDl == BlDl (*)

Como os quadrilateros PAP,A,, PBP, B, PCP,C; e PDP; D, sdo inscritiveis, segue
que

LP1C1A1 = /GPC = £GPB = LPlBlDl
LP1C1A1 = /GPC = £GPB = LPlBlDl'

Portanto, os triangulos P;A,C; e P,B;D, sdo semelhantes. Como as distancias do
vértice P, aos segmentos correspondentes A, C; € B; D, S0 iguais, segue que estes
tridngulos sdo congruentes. Logo, A;C; = B, D, € segue o resultado em virtude de

(*).

Outra maneira de mostrar a igualdade entre o0s segmentos mencionados
anteriormente é usar o Teorema da Bissetriz Interna e a formula de distancia do
inverso de um segmento:
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12 - AC
4G _ GA-GC
BlDl 12 * BD

PC BD PA

_(PB-PD-sen2BPD) (AC-PE)

~ (PC-PA-sen2BPD) (BD - PE)
[PBD] [PAC]

[PAC] [PBD]
1.

Observagao: [XYZ] denota a area do triangulo XYZ.
PROBLEMA 3
Sejam a e f3 beta raizes do polindmio x? — gx + 1, onde g € um nimero racional
maior que 2. Definimos s; = a« + § e t; =1 e, para cada inteiro maior que
n > 2:

Sp=a"+ Bty =51+ 25 o+ + (m—1)s; +n

Demonstrar que, para todo n impar, t,, € um quadrado de um nimero natural.

SOLUGAO DE GABRIEL TONEATTI VERCELLI (OSASCO - SP)
Como « e f3 sdo raizes de x2 — gx + 1 = 0, temos

a® —qa"l—a" 2 =a" %@’ —qa+1) =0,

pr—qpnt —prE=prA(Bt—qf +1) =0.
Portanto, somando as equacgdes, podemos obter

Spn= qSp—1+Sp—2 =0

Assim,
n-1 n-1
qty, —th—1 = Z iqsp—i + nq — Z Sp_ji-1—(n—1)
i=1 i=1
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n-1

= > i@Sn-i = Sn-i-) + (1= (g5 — 1) +ng

i=1
n—-1

= Z iSp_ig+(m—1s,+ns;+n—-1
i=1
=th41 — 2.

Consequentemente t,,,, = qt, — t,—1 + 2. Assim, como q — 2 > 0, segue que

2 2 2
15 =4 (fn * m) - (tn-l * qu)-
Definindo b, = t,, + quz , para n € N, obtemos em virtude da equacéo anterior a
recorréncia:
bny1 = qby — bp_4.

A equacdo caracteristica de tal recorréncia é x? — gx + 1 e, como suas raizes séo
a e 3, podemos escrever:

b, = Aa™ + BB™ Vn € N.

4

Usando os termos iniciais by = =

valores de A e B obtendo:

eb,=q+2+ ﬁ, podemos encontrar 0s

am + " S
= '8= n, vn € N

bn q—2 q-2

Agora vamos provar que dada a sequéncia a, = qa,—; — an—», COM a; =1¢€
a, =q+1, temos t,,.; = a?,;. Veja que isso terminard o problema, pois os
primeiros elementos da sequéncia a,, sdo racionais bem como os coeficientes de
sua formula de recorréncia e assim todos 0s seus termos também ser&o racionais.

Suponha, por inducdo, que a? =ty_;,Vi <n—1.Comoaf=1¢e a+pf =
—q , segue que

Son—3 " San—s = (@?"73 4+ BEN73) - (@175 4 BENTI)
— 614-71,—8 + ﬁ4n—8 + a2 + /32
St tq*>—4.
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Assim

ton-1 = (q — 2)(S2pn-1 — 2)
=(q —2)(gSzn—2 — San—3 — 2)
=(q— 2)(q252n—3 — qSon-4 — San—3 — 2)
= (q — 2)(q*Szn-3 = Szn-3 — Szn-5 — San—3 — 2)
(q = 2)(q%(5zn-3 = 2) = (Szn-5 — 2) — 28553 + 2q* — 4)
=q?ah_1 +aj_,+(q—2)(29% — 25n-5 — 253-3)
= (qan-1 — n-2)* + 2qan_1an_ + (q — 2)(29* — 2qS21-4)

Veja agora que

2qan_1an_, =2q(q— 2)\/(5211—3 —2)(Szp-5 — 2)
=2q(q - 2)\/52211—4 +q%—4—2qszn-4 +4

2q(q — 2)(s2n-4 — )
= —(q — 2)(2q% — 2qSzn—4)

Logo,

tan-1 = (q@n_1 — ay_3)* = a3,

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

No triangulo acutangulo ABC o ponto D é o pé da perpendicular de A ao lado BC.
Seja P um ponto no segmento AD. As retas BP e CP cortam os lados AC e AB em
E e F respectivamente. Sejam J e K 0s pés das perpendiculares de E e F a AD,
respectivamente. Demonstre que

FK _E]
KD JD
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SOLUGAO DE JOAO CESAR CAMPOS VARGAS (BELO HORIZONTE - MG)

[ ] c

Sejam Q =EFNBC e R=EFnAD. Como BE, CF e i sdo concorrentes,
aplicando o Teorema de Ceva no triangulo ABC, podemos concluir que:

BD _ EA FB

DC CE AF
Como E, F e Q sdo colineares, aplicando agora o Teorema de Menelaus no
triangulo ABC, temos

BQ AE BF
QC CE AF
Dai,
BD BQ _
DC'CQ

e assim vale a relacdo R(B,C;D,Q) = —1 (de fato, essa € constru¢cdo de um
conjugado harmdnico). Consequentemente, considerando a projecdo perspectiva
por A, temos

BCDQ % FERQ
Portanto, R(F,E;R,Q) = —1¢e
_FR FQ
" ERQE
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_FD -sen ZFDR FD -sen £FDQ

" DE -sen .RDE 'DE -sen £EDQ
_ sen /FDR sen £RDE

"~ sen2FDQ "sen LEDQ'

Se /RDF = a e ZRDE =p, entdo 2FDQ =90"—a e 2EDQ =90° + .
Desconsiderando a orientagdo dos segmentos e angulos, a série de igualdades
anteriores nos permitem concluir que:

tga=tgp.
i — FK = B
Isso acaba o problema, pois tg a = 5 et B = o

PROBLEMA 5
Determine todos os pares (a,b) de numeros inteiros que verificam

(b% +7(a—b))* = a3b.

SOLUGAO DE PEDRO HENRIQUE SACRAMENTO DE OLIVEIRA (SAO PAULO - SP)
A equacéo do problema pode ser reescrita como

ba3 — 49a?% + (—14b?% + 98b)a + (—b* + 14b3 — 49b2) = 0
ou, de forma fatorada, como

(a — b)(ba? + (b? — 49)a + b3 — 14b? + 49b) = 0.
Se a = b, encontramos uma infinidade de solugbes. Se a # b, devemos ter
ba? + (b? —49)a + b3 — 14b? + 49b = 0.

Se b =0, entdo —49a =0, ou seja, a = 0 e essa solucdo ja foi encontrada.
Supondo agora b # 0, para termos solugdes inteiras, o discriminante da equagéo do
segundo grau em a acima deve ser um quadrado perfeito e, com mais razdo, um

inteiro ndo negativo.

Dai
A= (b% — 49)2 — 4b%(b — 7)?
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(b—7)3(=3b—7)
0.

vV

Fazendo o estudo do sinal das func¢des do primeirograub — 7 e —3b — 7,
podemos concluir que

<b<T7.

wl

Basta agora testarmos os valores de A para cada uma dessas possibilidades.
Se b =—2,entdo A= 3%eassima =—13/7 & Z oua = —18.

Se b = —1, entdo A= 211 e ndo temos uma solugéo inteira por ndo ser um
guadrado perfeito.

Se b = 1, entdo A= 2335 e ndo temos uma solucéo inteira por ndo ser um
guadrado perfeito.

Se b = 2, entdo A= 5313 e ndo temos uma soluc&o inteira por ndo ser um
guadrado perfeito.

Seb =3,entdo A=210eassima=8/6 ¢Z oua = 12.

Se b = 4, entdo A= 3319 e ndo temos uma solugao inteira por ndo ser um
guadrado perfeito.

Se b = 5, entdo A= 2*11 e ndo temos uma soluc&o inteira por ndo ser um
guadrado perfeito.

Seb = 6, entdo A= 5% eassima = 18/12 ¢ Z oua = 8/12 ¢ Z.

Seb =7,entdo A= 0eassima = 0.

Logo, as solugdes séo (a, a),Va € Z, (—18,2), (12,3) e (0,7).

PROBLEMA 6

Beto joga com o0 seu computador o seguinte jogo: inicialmente o computador

escolhe ao acaso 30 inteiros de 1 a 2015 e Beto escreve-0s num quadro (pode haver
nameros repetidos); em cada passo, Beto escolhe um inteiro positivo k e alguns dos
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nameros escritos no quadro, e subtrai de cada um deles o nimero k, com a
condicéo de que 0s numeros resultantes continuem sendo néo negativos. O objetivo
do jogo € conseguir que nalgum momento os 30 nUmeros resultantes sejam iguais a
0, e nesse caso 0 jogo termina. Determine o menor nlimero n para que,
independentemente dos nimeros inicialmente escolhidos pelo computador, o Beto
possa terminar 0 jogo no maximo em n pPassos.

SOLUGAO DE PEDRO HENRIQUE SACRAMENTO DE OLIVEIRA (SAO PAULO - SP)

O menor n é 11. Para ver que € possivel com tal quantidade de passos, escreva 0s
30 nimeros em base binaria. Como 21! = 2048 > 2015, esses nlimeros s6 podem
ter digitos ndo nulos até a décima primeira casa binaria. Assim, basta subtrair o
namero 2%=1, com k variando de 1 a 11, dos todos 0s nlimeros que apresentarem o
digito 1 na k-ésima posigdo. Para mostrar que ndo é possivel com menos de 11
passos, considere o conjunto A = {2°,21,22, ..., 219} unido com outros 19 ndmeros
guaisquer. Mostremos que, para cada elemento de A, existe um passo que apenas
subtrai dele e de mais nenhum outro elemento de A. Considere 0 maior elemento
210 de A e suponha que todo passo que o subtrai também altera outro elemento de
A. Assim, podemos subtrair no maximo 2°+ 2! + 22 + ...+ 29 < 210 Um
absurdo. Logo, existe um movimento que altera apenas 21° e, como podemos
deixar esse movimento por Gltimo, podemos repetir 0 argumento com o conjunto
A — {219}, Concluiremos de forma analoga que existira um passo que altera apenas
29 e todos os demais elementos de A. Como A possui 11 elementos, ndo podemos
torna-los todos nulos com menos de 11 movimentos.
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REDESCOBRINDO CEVA E MENELAUS EM DIMENSAO TRES
Rui Eduardo Paiva, IFCE, Quixada — CE

¢ Nivel Avangado

Muitos teoremas importantes da geometria plana tém analogos em
geometria espacial, por exemplo, o famoso teorema de Pitagoras. Outros teoremas
menos conhecidos, mas também importantes tém analogos. Essa analogia entre
teoremas no plano e no espago ndo é apenas elegante, mas também bastante til. Se
um teorema no plano é essencial na resolucdo de problemas, entdo podemos inferir
que o seu analogo no espago pode ser utilizado para formular e resolver problemas
semelhantes em dimensdo trés. Nessa perspectiva, nossa proposta é generalizar
para o caso tridimensional dois teoremas significantes, o de Ceva e o de Menelaus,
0s quais estdo intimamente relacionados e, em seguida, apresentar algumas
aplicagcdes em problemas olimpicos.

Vale ressaltar que no plano, engquanto o teorema de Ceva estabelece
condigdes para que trés cevianas de um tridngulo sejam concorrentes, o teorema de
Menelaus estabelece condi¢bes para que trés pontos, um sobre cada lado de um
triangulo, sejam colineares. Existe uma relagdo entre esses dois teoremas, chamada
de dualidade. Em dltima andlise, o principio da dualidade diz que qualquer
afirmacdo verdadeira na geometria deve permanecer fiel quando as palavras ponto
e reta sdo trocadas; assim como dois pontos estdo em exatamente uma reta, duas
retas se intersectam em exatamente um ponto, ou ainda, como trés pontos podem
ser colineares, trés retas podem ser concorrentes.

No anélogo do teorema de Menelaus para o caso tridimensional, os lados
de um tridngulo se tornam arestas de um tetraedro e a reta que intersecta o
tridngulo torna-se um plano que intersecta esse tetraedro (veja figura 1).

Teorema 1 (Menelaus - versio espacial). Seja ABCD um tetraedro tal que X € AB,
YEBC,ZeCDeW eDA. Os pontos X,Y,Z e W sdo coplanares se, e somente
se,

AX BY CZ DW
— ———=1. (1a)
XB YC 7ZD WA
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Figura 1. Tetraedro ABCD intersectado pelo plano XYZW.

Demonstragdo: Supondo que X,Y,Z e W sd@o coplanares, consideramos a reta s,
passando pelo ponto W e perpendicular ao plano XYZW, tal que A’ e D'sdo pontos
de s e representam, respectivamente, as projecGes ortogonais de A e D.

Figura 2. Reta s perpendicular ao plano XYZW no ponto W.

Com isso, sendo k a area do quadrilitero XYZW, podemos estabelecer
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em que Vpyyziwy € 0 volume da pirdmide de vértice D e Vjxyzw 0 volume da
pirdmide de vértice A. De modo analogo obtemos as seguintes razdes

AX _ Vaxyzw Y Vexyzw CZ  Vexyzw
XB Vaxyzw'

C a VCXYZW' E - VDXYZW.

Assim, multiplicando-se cada uma destas razfes, vemos que (la) é
verdadeiro. Reciprocamente, supondo que (1a) é satisfeito, consideramos o plano
determinado pelos pontos X,Y e Z intersectando DA em um ponto S. Entéo,

AX Bv Tz DS _,
XB YC ZD SA
donde concluimos que 5/:—'1’ = %, entdo S e W sdo conjugados harménicos

interiores do segmento AD. Isto implica que S coincide com W, ja que conjugado
harmdnico interior a um segmento é Unico. Portanto, os pontos X,Y,Z e W sdo
coplanares.

Uma vez que o teorema de Ceva no plano tem uma relagdo com o teorema
de Menelaus, espera-se que exista também uma relagéo entre os anélogos espaciais.
Neste caso, em vez de um plano cortando as arestas de um tetraedro em quatro
pontos, quatro planos sdo construidos a partir dos extremos de cada aresta até um
ponto na aresta oposta (veja figura 3). Em ambos 0s casos, a equacgéo € a mesma e
muito semelhante a versao plana.

Teorema 2 (Ceva - versio espacial). Seja ABCD um tetraedro tal que X € AB, Y € BC,
Z € CD e W € DA. Os planos AZB, BWC, CXD e DYA intersectam-se exatamente
em um ponto se, e somente Se,

AX BY (Z

XB Yc ZD

S

=1.  (1b)
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D

Figura 3. Interse¢do entre os planos AZB, BWC, CXD no tetraedro ABCD.

Demonstragdo: Seja P 0 ponto de intersecdo dos planos AZB, BWC,CXD e DYA.
Desde que C’ é o ponto de intersecdo dos segmentos XD e WB e também A’ € a
intersecdo dos segmentos BZ e DY, os pontos P, A’ e C' determinam um plano que

intersecta 0 segmento BD no ponto T.
D

Figura 4. Plano PA’C’ intersectando o segmento BD no ponto T.

Aplicando o teorema de Ceva nos triangulos AABD e ABCD, obtemos as seguintes
equacdes:
TD BY (Z

————==1 (3b
BT Yc ZD (3b)

AX BT
(2h) ——  ——-
XB TD

S
I
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Multiplicando-se as equagdes (2b) e (3b) o resultado é a equacdo desejada
(1b).

Reciprocamente, consideramos o segmento que liga os pontos de A até um
ponto T em BD tal que AT passe pelo ponto C’. Pelo teorema de Ceva (versdo
plana) temos que a equagdo (2b) é verdadeira. Além disso, por hipotese temos que
(1b) também é verdadeira e pode ser reescrita como

ZD WA

XB
cZ DW

AX

=1.  (4b)

S

Entao multiplicando-se as equagdes (2b) e (4b) obtemos a equagdo (3b), usando o
teorema de Ceva no triangulo ABCD concluimos que CT passa pelo ponto A'.

o

N, .
Figura 5. AA’ como intersecdo entre os planos ADY e AZB e CC’ como intersec&o
entre os planos BWC e DCX.

Este resultado leva também & conclusdo de que os segmentos A4’ e CC’ estdo no
plano ATC, porque os pontos das extremidades de cada segmento estdo neste
plano. Além disso, eles intersectam-se num ponto P, ja que C esta no semiplano
oposto de C’, tendo AA’ como o segmento que separa o plano ATC em dois
semiplanos. Finalmente, como AA’ é a intersecdo entre os planos ADY e AZB, CC’
é a intersecdo entre os planos BWC e DCX, segue-se que esses quatro planos se
intersectam em P.
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Apresentamos agora alguns problemas onde esses teoremas podem ser
aplicados.

1) Seja ABCD um quadrilatero no espacgo de forma que AB, BC, CD e DA
sejam tangentes a uma esfera ¢ nos pontos X,Y,Z,W. Prove que estes
pontos sdo coplanares.

Solugdo: De fato, pela figura 6, quando a esfera & intersecta o plano ACD determina
um circulo do qual podemos concluir que ZD = DW (por serem segmentos
tangentes ao circulo). Da mesma forma, esfera ¢ intersecta o plano ABC em outro
circulo tal que XB = BY. Analogamente, os planos ABD e CBD também
determinam circulos guando intersectam a esfera, portanto obtemos as seguintes
congruéncias: WA = AXeYC = CZ.

D

Figura 6. Quadrilatero espacial ABCD e a esfera ¢.

Assim, podemos escrever:

AX BY CZ DW
XB YC ZD WA

=1,

0 que mostra, pelo teorema 1 (Menelaus no espaco), que os pontos X,Y,Z, W séo
coplanares.

1) Seja PABC um tetraedro e sejam Ay, By, C; 0s pontos medios das arestas
BC,AC e AB respectivamente. Seja « um plano paralelo & face ABC que
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intercepta as arestas PA, PB,PC nos pontos A,, B,,C, respectivamente.
Prove que A;A4,, B, B,, C;C, concorrem em um ponto D.

Figura 7. Tetraedro PABC.

Solugdo: Usando o fato de a ser um paralelo a face ABC, temos que 0s tridngulos
PA,B, e PAB sdo semelhantes, logo podemos estabelecer a igualdade

PA, PB,

ou, equivalentemente,

%. 4,4 =1

B,B A,P

Além disso, como A; e B; sdo pontos médios dos segmentos BC e CA,
respectivamente, podemos escrever

B, By

Note que das duas ultimas equacdes obtemos a expressao
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BA, CB, A4,A PBE,
A4,C B,A A,P B,B

=1.

Com um raciocinio andlogo para os triangulos semelhantes PB,C, e PBC,
chegamos a expressao

AC, BA, TG PA

C.B A,C (P A,A

enguanto que para os triangulos semelhantes PC,A, e PCA , teremos

AC, BB, ©PC, CB

C,B B,P C(,C BA

Ante ao exposto, podemaos concluir que:

e (,A,C,A, e C;B,C,B, sdo planos cuja intersecdo é o segmento C,C, ;
e (,B,C,B, e B;A;B,A, sdo planos cuja interse¢do é o segmento B; B,

e (,A,C,A, e B;A;B,A, sd0 planos cuja intersecdo € o segmento A;4,.
Isto é suficiente para que 0s segmentos A, A,, B, B,, C; C, concorram no ponto D.

2) (Romanian mathematical competitions 1999) Um plano intersecta as arestas
AB,BC,CD,DA de um tetraedro regular ABCD nos pontos M,N,P,Q
respectivamente. Provar que MN - NP - PQ - QM = AM - BN - CP - DQ.

Solugéo: Pela lei dos cossenos no AMBN temos
MN? > MB? + BN? — MB - BN > MB - BN

Similarmente, NP2 > CN - CP, PQ? > DP - DQ e MQ? > AQ - AM. Multiplicando
essas desigualdades obtemos

(MN - NP -PQ-QM)? > (BM-CN -DP - AQ) - (AM - BN - CP - DQ)
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Mas o teorema 1 (de Menelaus no espaco) garante que

BM-CN-DP-AQ =AM -BN - CP - DQ
Combinando esta ultima igualdade com a desigualdade anterior,
(MN - NP -PQ - QM)? > (AM - BN - CP - DQ)?,
gue implica o resultado desejado.

Os dois problemas seguintes representam um corolario para o teorema 2 (de Ceva
no espacgo) e uma generalizacao para o Ponto de Gergonne .

3) Em cada face de um tetraedro, existem trés cevianas concorrentes e cada
ceviana de uma face intersecta uma ceviana de outra face numa aresta
comum. Mostre que os segmentos que ligam cada vértice do tetraedro com
0 ponto de intersecdo de cevianas na face oposta sdo concorrentes.

Solugdo: Este problema é semelhante & versdo espacial do teorema de Ceva. De
fato, basta notar que cevianas de faces adjacentes que se unem em uma aresta
comum s&o, na verdade, interse¢des de planos com as faces do tetraedro (Figura 8).

D

B
Figura 8. Intersecéo dos planos ADY,AZB,BWC e DCX com as faces do tetraedro ABCD.

" As cevianas que unem cada vértice de um triangulo ABC ao lado oposto no ponto de
tangéncia do circulo inscrito ao triangulo, intersectam-se num mesmo ponto chamado
Ponto de Gergonne.
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Logo, considerando ABCD um tetraedro tal que X € AB, YEBC, Z€CD, T €
BD, U € AC e W € DA, a equagéo (1b) vale e os planos ADY,AZB,BWC e DCX
se intersectam no ponto P. Devemos mostrar que além desses planos, 0s planos
DUB e ATC também se intersectam em P. Geometricamente, isto significa que
devemos provar que TU € a intersecdo desses planos e tal que P € TU (ver figura
9).

Figura 9. Intersecéo entre os planos DUB e ATC.

Mas o quadrilatero reverso ABCT é cortado pelo plano XY D nos pontos C', X,Y, A’,
entdo temos:
AX BY CcA TC
.. =1. (¥
XB YC AT C'A
Por outro lado, utilizando o teorema de Ceva no AABC, obtemos a igualdade:
AX BY UC
XB YC AU
Portanto, dividindo a equagdo (*) pela igualdade (**) temos o seguinte resultado:
cA'  TC AU
AT (A UC
Isto mostra a concorréncia dos segmentos TU, AA” e CC’ em P. Em outras palavras,
o resultado é equivalente a dizer que todos os seis planos intersectam-se no ponto
P.

=1. (**)

4) Uma esfera intersecta um tetraedro de tal forma que ela é tangente a cada
aresta. Em cada face, cevianas ligam cada vértice da face aos pontos de
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tangéncia com a esfera na aresta oposta. Mostre que 0s segmentos que
ligam os pontos de intersecdo das cevianas em cada face com o veértice da
face oposta sdo concorrentes.

Solugéo: Este problema é um analogo tridimensional do Ponto de Gergonne. Entdo,
desde que a intersecdo da esfera com cada face é um circulo tangente as arestas
(ver figura 10), os segmentos que ligam cada vértice de uma face com o ponto de
tangéncia no lado oposto da face sdo concorrentes (verifique isso!). Além disso,
como a esfera é tangente a cada aresta, cevianas de faces distintas e aresta comum
intersectam-se no ponto de tangencia dessa aresta comum. Estas sdo as hipGteses
do problema anterior, isto garante o resultado.

Figura 10. Analogo tridimensional do Ponto de Gergonne.

Problemas propostos

1) Seja ABCD um tetraedro regular com arestas de comprimento 4. Um plano
passa pelas arestas AC, AD, BCe BD nos pontos W, X, Y e Z,
respectivamente. Se AW = 2, AX =3 e BZ = 1, determine o
comprimento de BY.

2) Seja ABCD um tetraedro regular com arestas de comprimento 1001 e
considere os pontos P, Q, R e Sem AB, BC, CD e DA, respectivamente.
Sabendo que os tridngulos ABR, BCS, CDP e DAQ intersectam-se no
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ponto O e que AP =231, BQ =455 e CR =616, determine o
comprimento de DS.

Seja ABCD um tetraedro regular e E,F,G,H o0s centroides das faces
BCD,ACD,ABD e ABC, respectivamente. Prove que 0s quatro segmentos
gue unem cada Vvértice do tetraedro ao centroide da face oposta sdo
concorrentes.

Em um tetraedro ortocentrico arestas opostas sdo perpendiculares. Prove
gue as alturas de um tetraedro sdo concorrentes se e somente se o tetraedro
é ortocentrico.

(Ponto de Monge) Prove que os seis planos que passam pelos pontos médios
das arestas de um tetraedro e perpendiculares as arestas opostas coincidem
num ponto conhecido como o ponto de Monge.

(Bulgarian Mathematical Olympiad 1964) No tetraedro ABCD todos 0s pares de
arestas opostas sdo iguais. Prove que as linhas que passam por seus pontos
médios sdo perpendiculares entre si e sdo eixos de simetria do tetraedro
dado.

(Torneio das cidades 2009) Cada aresta de um tetraedro é tangente a uma
determinada esfera. Provar que os trés segmentos de reta que unem 0s
pontos de tangéncia dos trés pares de arestas opostas do tetraedro sdo
concorrentes.

(British Mathematical Olympiad 1984) ABCD é um tetraedro tal que DA =
DB = DC = d e AB = BC = CA = e. M e N sdo o0s pontos médios
de AB e CD. Um plano variavel através MN intersecta AD em P ¢ BC em

AP B ~
Q. Mostre que i ﬁ. Encontrar o valor desta razdo em termos de x e y,
que minimiza a area de MQNP.

Qual é a maior seccéo plana possivel de um tetraedro regular?
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10) Mostre que os semiplanos bissetores de um tetraedro se intersectam em um
ponto que é o centro da esfera inscrita no tetraedro.
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PERMUTANDO ALGARISMOS DOS NUMEROS

Fernando Soares Carvalhot e Eudes Antonio Costat

¢ Nivel Iniciante

Introdugao

Neste artigo, apresentaremos alguns problemas relacionados aos nimeros n e n’,
sendo n’ obtido de n por troca de posicdo, também chamada de permutacéo, de
seus algarismos.

As questbes aqui aprentadas foram usadas em encontros e oficinas de resolucdo de
problemas com alunos medalhistas em olimpiadas de matematica e no féorum do
Portal do PIC®,

Exemplo 1: [OBMEP 2008, Banco de Questdes] Um numero inteiro positivo de trés

algarismos é equilibrado se um dos seus algarismos é a média aritmética dos

outros. Por exemplo, 132 é equilibrado, pois 2 = 1%3 . Veja ainda que 246 e 777

sdo numeros equilibrados. Quantos nimeros equilibrados de 3 algarismos existem?

Solugdo: Consideremos um numero equilibrado com os trés algarismos distintos,
diferentes de zero, permutando seus algarismos obtemos 6 nudmeros equilibrados.
Por exemplo:

123; 132; 213; 231; 312; 321.
Se um dos 3 algarismos do numero equilibrado é 0, entdo com esses algarismos
obtemos apenas 4 numeros equilibrados, pois 0 0 ndo pode estar na casa da
centena. Por exemplo:

102; 120; 201; 210.

Além disso, note que se dois algarismos de um namero equilibrado sdo iguais, 0
terceiro algarismo também deve ser igual a eles.

Assim, podemos organizar a busca por numeros equilibrados supondo que o
algarismo das unidades é a média do algarismo das centenas e dezenas. Para obter
0s outros numeros equilibrados, bastard realizarmos as permutagGes dos

T fscarvalho@uft.edu.br
t eudes@uft.edu.br
$ http://www.obmep.org.br/pic.html
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algarismos. Para que a divisdo por 2 seja inteira, ou ambos os algarismos da dezena
e centena sdo pares, ou ambos sdo impares.

Em cada item abaixo, listaremos todos os numeros equilibrados comecados com
um determinado algarismo e excetuaremos nimeros com 0s mesmos algarismos de
nameros ja listados.

(1) Numeros equilibrados comegados por 1:

111; 132; 153; 174; 195.

Associados a eles temos um total de 1 + (4 x 6) = 25 numeros equilibrados.

(2) Numeros equilibrados comegados por 2:

201; 222; 243; 264; 285.

Associados a eles temos um total de (4 + 1 + 3 x6) = 23 numeros
equilibrados.

(3) Numeros equilibrados comegados por 3:
333; 354; 375; 396.

Associados a eles temos um total de (1 + 3 X 6) = 19 numeros equilibrados.
(4) Numeros equilibrados comegados por 4:

402; 444 465; 486.

Associados a eles temos um total de (4 + 1 + 2 x6) = 17 ndmeros
equilibrados.

(5) Numeros equilibrados comegados por 5:
555; 576; 597.

Associados a eles temos um total de (1 + 2 x 6) = 13 numeros equilibrados.

(6) Numeros equilibrados comegados por 6:
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603; 666; 687.
Associados a eles temos um total de (4 + 1+ 6) = 11 numeros equilibrados.
(7) Numeros equilibrados comecados por 7:
777; 798.
Associados a eles temos um total de (1 + 6) = 7 nimeros equilibrados.
(8) Numeros equilibrados comegados por 8:
804; 888.

Associados a eles temos um total de (4 + 1) = 5 numeros equilibrados.

(9) Numeros equilibrados comegados por 9: apenas 0 999.

Logo, o numero total de nimeros equilibrados com trés algarismos é
25 4+ 234+194+174+134+11+74+5+1=121.

Exemplo 2. Quantos nimeros multiplos de 3, de quatro algarismos distintos podem
ser formados com os nimeros 2,3,6,7 e 9?

Solugdo: Seja n = aza,a;a, um namero com quatro algarismos distintos e
maltiplo de 3. Pelo critério de divisibilidade por 3, a soma de digitos az + a, +
a; + ay deve ser um multiplo de trés.

Veja que se n = aza,a;a, € maltiplo de 3, entdo qualquer nimero obtido pela
permutacdo de seus digitos também é multiplo de 3. Como a soma 2+ 3 + 6 +
7 +9 = 27 é mdaltipla de 3, exatamente um dos multiplos de 3 listados ndo deve
figurar como um dos digitos de n. Assim, temos quatro possiveis conjuntos de
digitos: X; = {2,6,7,9}, X, = {2,3,7,9} e X3 = {2,3,6,7}.

Associado a cada conjunto X;, com 0 < i < 3, temos 4! Elementos. Portanto,
existem 3 - 24 = 72 nameros de quatro algarismos distintos e maltiplos de 2 com
os digitos mencionados.
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Exemplo 3: Seja n = aya;a, um ndmero com 3 algarismos escrito na base 10.
Considere o0 nimero n' obtido de n por uma permutacéo dos seus digitos.

1) Se o ndmero n é par, entdo n' também é par?

2) Se o ndmero n é maltiplo de 3, entdo n' também é multiplo de 3?

3) Se o ndmero n é maltiplo de 5, entdo n' também é maltiplo de 5?

4) Se 0 nUmero n € primo, entdo n’ também é primo?

Solugao: )

1) E féacil ver que o numero 342 é par, porém 243, que é uma de suas
permutacgdes, nao é.

2) Se n é mdltiplo de 3, entdo a soma de seus digitos também é multipla de 3.
Consequentemente, pela reciproca do critério de divisibilidade por 3, o
namero n' também é um multiplo de 3.

3) Vejaque 125 é multiplo de 5, enquanto que 251 ndo é.

4) Vejaque 211 é primo, enquanto que 112 néo é.

Questées: Seja z, um ndmero inteiro com k algarismos (no sistema decimal) e z;,’
um namero inteiro obtido de z; pela permutacdo de seus digitos.
1) Se o numero z;, é um maltiplo de do nimero inteiro q (g > 1), entdo todo
ndmero z;' também é maltiplo de g?
2) Se o0 namero z;, € primo, entdo todo nimero z;' também é primo?

Um ndmero inteiro que satisfaz o segundo item da questdo anterior ¢ denominado
primo absoluto. Este termo foi introduzido por Richert [4, 1951]. Sdo exemplos de
primos absolutos: 11, 13, 31, 337, 373 e 733 e todos 0s nlmeros primos menores
que 10.

Inspirado na definigdo anterior, diremos que z, € um maltiplo absoluto de um
inteiro g (g > 1) se g é um divisor de toda permutacao z;" de seus digitos.

Por exemplo, 123 ¢ um mdltiplo absoluto de 3, pois as 6 permutacdes possiveis
123, 132, 213, 231, 312 e 321 sdo todas maltiplas de 3. O nimero 12468 ndo é um
maltiplo absoluto de 2, pois a permutacdo 24681 ndo é par. A primeira
caracterizacdo de uma familia simples de maltiplos absolutos é dada por:

Afirmagdo 1: Um inteiro positivo € um multiplo absoluto de 2 se, e somente se,
todos os seus digitos sdo nimeros pares.

EUREKA! N°39, 2015
47



Sociedade Brasileira de Matematica

Prova: Suponha que n é um multiplo absoluto de 2 e x é um de seus digitos.
Considerando uma permutacdo dos digitos de n em que x figura como digito das
unidades, podemos concluir que x é par, pois tal permutacdo é um maultiplo de 2
apenas quando o digitos da unidades é par. Como isso vale para qualquer digito de
n, segue que todos os seus digitos sdo numeros pares. Por outro lado, suponha
agora que todos os digitos de n sdo nameros pares. Isso quer dizer que qualquer
permutacdo desses digitos sempre vai possuir como digito das unidades um numero
par e, consequentemente, a permutagdo em questao sera um multiplo de 2.

Como o critério de divisibilidade por 5 é semelhante ao critério de divisibilidade
por 2, podemos concluir de modo analogo que:

Afirmagao 2: Um inteiro positivo é um mdaltiplo absoluto de 5 se, e somente se, todos
os seus digitos sdo divisiveis por 5.

Vale a pena agora relembrarmos a demonstragéo do critério de divisibilidade por 3,
que ja foi usado anteriormente.

Critério de Divisibilidade por 3: Um inteiro é divisivel por 3 se, e somente se, a soma
dos seus digitos é um maultiplo de 3.

Prova: Considere um inteiro qualquer de k digitos:
n = agpQy_1ag_p ...A10g
Podemos escrevé-lo como
n = ArQp_1ag—z ...A10g
= 10%1q, + 10 2a;_; + -+ a,

= (10%1 — Day + (10¥72 = Dag_q + -+ (1 — Dag + (ax + -+ + ag)

Assim, como cada namero da forma 10* — 1 é um multiplo de 9, n é um maltiplo
de 3 se, e somente se, a soma de digitos (a; + -+ + ag) € um maltiplo de 3.

Como consequéncia do critério anterior, obtemos:

Afirmagdo 3: Um inteiro positivo é um maltiplo absoluto de 3 se, e somente se, a
soma dos seus digitos € um maltiplo de 3.

Observacdo: Vale a mesma afirmacgéo trocando-se o 3 por 9.
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Chameremos de repunit e denotaremos por R, 0 numero natural formado pela
justaposicdo de k nimeros iguais a 1. Esse termo foi utilizado pela primeira vez por
Beiler [1, 1966] e significa nada mais que a repeticdo (repetition) da unitade (unit)

Considere a lista de repunits:

R, =1 =0-7+1

R, =11 =1-7+4

Ry =111 =15-7+6

R, = 1111 =158-7+5

Ry = 11111 =1587-7+2

Re = 111111 =15873-7+0
R, =1111111 =158730-7+1
Rg = 11111111 =1587301-7 +4

Ry =111111111 =15873015-7+6
Ryp =1111111111 = 1587301587 +5

Assim os restos das divisdes de R, , R,, R3, R4, Rs, ... por 7 sdo respectivamente 1,
4,6,5,2,0,1, .. Como os restos se repetem de 6 em 6, podemos concluir que R,
Ri2, Ryg, ... sS40 todos multiplos de 7.

Veja que 77, 707 e 77700 sdo multiplos absolutos de 7 enquanto que 49 e 1680 nédo
0 sdo, pois 94 e 6180 nado sdo multiplos de 7.

Afirmagéo 4: Se um inteiro positivo € um multiplo absoluto de 7, entéo ele possui no
maximo dois digitos distintos.

Prova: Seja
n=arar_1Aag—» ...A104g

um multiplo absoluto de 7 e considere a permutacdo de seus digitos dada por
!
n =agdg_10ag—o ...Agaq

Assimn —n' = ayay — apga; = 9(a; — ay) também é um maltiplo de 7. Como 7
ndo possui fatores primos em comum com 9, segue que 7 divide a; — ay.
Dados quaisquer dois digitos em posicoes decimais distintas de n, podemos obter
sempre duas permutacdes em que eles figuram entre as duas Gltimas casas decimais
da direita e em posi¢Oes trocadas. Seguindo o argumento anterior para tais
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permutacdes, podemos concluir que 7 divide a — b para quaisquer que sejam 0s
digitos a e b de n. Se n possui pelo menos trés digitos distintos, digamos a < b <
c,seque que c —a = (c —b) + (b — a) é pelo menos 14, pois c — b e b — a sdo
multiplos positivos de 7. Isso é um absurdo, pois dois digitos diferem em no
maximo 9 unidades. Logo, n deve possuir no maximo dois digitos distintos.

Exemplo 4: Dado qualquer nimero b no conjunto {0,1,2} , a soma:
b-111111 4 asasazaza;ay,
onde cada a; é 0 ou 7 sempre gera um multiplo absoluto de 7.

Solugdo: Basta ver que qualquer permutacdo de seus digitos também pode ser
escrita na mesma forma e cada termo da soma é um maltiplo de 7.

Como ndo existem primos pares maiores que 2, nenhum primo absoluto pode
conter um digito par, pois sempre existira uma permutacdo em que tal digito
figurard como unidade e inevitavelmente ele sera um multiplo de 2 maior que 2.
Portanto, um primo absoluto pode contar apenas os digitos 1, 3, 7 e 9.

Observacao:

a) Os primos absolutos maiores que 10 e menores que 100 sdo:
11,13,17,31,37,71,73,79e 97

b) Os nimeros primos absolutos maiores que 100 e menores que 1000 sdo:
113, 131, 199, 311, 337, 373, 733, 919 e 991.

Para 0 que segue, precisaremos do seguinte lema:
Lema 1. Os numeros I, = 7931, I; = 1793, I, = 9137, I3 = 7913, I, = 7193,
Is = 1937 e I, = 7139 possuem diferentes restos quando divididos por 7, mais
precisamente, satisfazem a congruéncia

I; = j(mod 7),j = 0,1, ...,6.

Prova: O resultado segue das seguintes equac6es

7931 =7-1133+0;
1793 =7-256 + 1;
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9137 =7-1305 + 2;
7913 =7-1130 + 3;
7193 =7-1027 + 4;
1937 =7-276 +5;

7139 =7-1019 + 6.

Afirmagao 6: Um numero primo absoluto ndo contém simultaneamente em sua
representacdo decimal todos os algarismos do conjunto {1,3,7,9}.

Prova: Suponha que P = b,b,_1b,_,..biby € um ndmero primo absoluto
contendo os digitos do conjunto {1,3,7,9}. Podemos permutar seus algarismos e
supor que {bs, by, by, by} ={1,3,7,9}. Agora, denotemos o bloco de digitos
restantes por L, isto é,

L= bnbn—lbn—z ...b5b4.

Aproveitando a notacdo do exemplo anterior, veja agora que cada nimero da forma
L-10*+ I;, para j €{0,1,2,3,4,56}, pode ser obtido de P através de uma
permutacdo de seus quatro Gltimos digitos. Como todos os numeros da forma I;

possuem restos distintos por 7, pelo menos uma das permutagdes listadas
anteriormente sera divisivel por 7 e assim P ndo pode ser um primo absoluto.

Veja que um numero repunit que é um primo também é um primo absoluto, pois
todas as permutacOes de seus digitos coincidem. Por exemplo, R4, R19 € R,3 S0
primos absolutos.

Afirmagdo 7: N&o existe primo absoluto com dois algarismos iguais a a e dois
algarismos iguais a b.

Prova: Basta ver que

n = aabb
=11-a0b
n = abab
=101-ab
n = abba

=11-(91-a+10-b)

E assim, nos trés casos possiveis de distribuicbes dos digitos, sempre temos um
namero composto.
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Afirmagao 8: Nenhum ndmero com n =5 algarismos e que contém em sua
representacdo decimal trés algarismos iguais a a e dois algarismos iguais a b, com
a # b, pode ser um primo absoluto.

Prova: Podemos permutar os digitos de n e j& supor que 0s seus cinco Ultimos
digitos sdo formados pelo nimero aaabb. Assim, podemos escrever n como

N = CpCpq - CeCs - 10° + aaabb.

Iremos permutar os Ultimos cincos digitos de n colocando os dois digitos b nas
casas i e j obtendo o nimero n'. Veja que qualquer permutacdo dos Gltimos cinco
digitos pode ser escrita na forma

aaaaa — 10'a — 107a + 10'b + 10/ =
aaaaa + (b — a)(10" + 107).

Observe as seguintes escolhas de i e j

104 4+ 101, 103 4+ 102, 103 + 10%, 10%2 + 10°, 101 +10°, 10* +10° e 10* +
102

Estas 7 somas possuem restos diferentes na divisdo por 7. Consequentemente, uma
delas somada com c,,c,,_ ... c¢Cs - 10° ira produzir um mdaltiplo de 7 e assim n ndo
pode ser um primo absoluto.

Para finalizar, em [3,1995], podemos encontrar algumas caracteristicas adicionais
para nimeros primos absolutos (com mais de quatro algarismos em sua
representacao decimal), por exemplo, ja se sabe a inexisténcia de tais nimeros para
4 <n<16. Na verdade, conjectura-se que ndo existem numeros Primos
Absolutos que ndo sejam repunits possuindo mais de 3 algarismos. Outra questao
ainda em aberto é se 0 conjunto dos nimeros primos absolutos é finito.

Exercicios Propostos

1) (OBMEP 2014, Banco de Questdes) Um nimero inteiro positivo de quatro
algarismos € equilibrado se um desses algarismos é igual & média aritmética des

outros trés. Por exemplo, 0 nimero 2631 é equilibrado, pois 3 = % Veja que
4444 também é equilibrado.
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a) Encontre os trés menores nimeros equilibrados
b) Quantos sdo os numeros equilibrados menores que 2014?

2) a) Quantos sdo 0s nUmeros naturais de quatro algarismos distintos em que o
algarismo 5 aparece?

b) Dentre os nimeros contados no item a), quantos sao pares? E pares absolutos?

c) Dentre os nimeros contados no item a), quantos sdo multiplos de 3? E multiplos
absolutos de 3?

d) Dentre os nimeros contados no item a), quantos sdo maltiplos de 5? E multiplos
absolutos de 5?

3) Considere o conjunto dos numeros de trés algarismos onde todos estdo contidos
no conjunto {0,1,2,3,4,5,6}.

a) Quantos desses nimeros sdo pares? E quantos sao pares absolutos?
b) Quantos sdo multiplos de 3? E quantos sdo multiplos de 3 absolutos?
¢) Quantos nimeros sdo multiplos de 5? Quantos sdo multiplos de 5 absolutos?
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COMO E QUE FAZ?

91. (Russia-2000) Os coeficientes a e b da equagio x? +ax+b=0 e suas raizes
sdo quatro numeros distintos. E possivel determinar a equacdo usando estes
guatro nimeros?

Solugdo: Sim. Digamos que 0s gquatro nimeros sejam a, b, ¢ e d e uma das equacdes
seja x? +ax+b=0, comraizes c e d. Entdo c + d = —ae cd = b. Se 0 conjunto
{a, b, ¢, d} ndo determina a equagdo, hd outra equacdo do segundo grau com
coeficiente lider 1 cujos outros coeficientes sdo dois nimeros desse conjunto e
cujas raizes sdo os outros dois numeros do conjunto. Temos duas possibilidades,
COm seus respectivos subcasos:

a) Anovaequacdo é x? +bx+a =0, e suas raizes sdo c e d. Nesse caso, a =
cd = b, contradizendo a hipdtese de 0s quatro nimeros serem distintos.

b) S6 uma das raizes, digamos c, aparece como coeficiente da equacéo.

a.i) A equacdo é x* +cx+b=0. Nesse caso,ad =bea+d=-c. Como
a=-(c+d)eb=cd,ad=cd,donded=0oua=c.Sed=0entdo b =
cd = 0. Em ambos os casos contradizemos a hip6tese de os quatro nimeros
serem distintos.

a.ii) A equagdo é x*+cx+a=0. Nesse caso, hd =aeb +d=-c.
Portanto b = — (c + d) = a, contradizendo a hip6tese de os quatro nimeros
serem distintos.

a.iii) A equacdo é x*+ax+c=0. Nesse caso, bd =ceb +d = - a.
Portanto b + d =—a = c + d, donde b = c, contradizendo a hip6tese de o0s
guatro nimeros serem distintos.

a.iv) A equagdo é x> +bx+c=0. Nesse caso, ad =cea +d = -b.
Portanto b + d =—a = c + d, donde b = c, contradizendo a hip6tese de o0s
quatro nimeros serem distintos.

c) As duas raizes ¢ e d aparecem como coeficientes da equagdo. Podemos
entdo supor que a equagdo é x> +cx+d =0. Temosentdoab=dea+b
=-c,dondeb=-c—-a=-c+ (c+d)=d, contradizendo a hipbtese de
0s quatro nimeros serem distintos.

92. (Esténia-2000) Determine todos os restos possiveis da divisdo do quadrado de
um namero primo com 120 por 120.
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Solugdo: Temos que 12 = 1 e 72 = 49 deixam restos respectivamente 1 e 49 na
divisdo por 120. Vamos mostrar que 1 e 49 sdo 0s Unicos restos possiveis. Se um
nimero n é primo com 120 entdo em particular n é impar, donde n = 2k +1 para
algum k inteiro. Assim, n2=4k (k+ 1) + 1, e logo n2—-1 = 4k (k + 1) é multiplo de
8. Por outro lado, se n é primo com 120 entdo n ndo é divisivel por 3, e deixa resto
1 ou 2 na diviséo por 3. Em qualquer caso, n2 deixa resto 1 na divisdo por 3. Assim,
se n é primo com 120, n2 -1 é multiplo de 8 e de 3, e logo de 24. Note que nesse
caso n2—49 = n2— 1 — 48 também € multiplo de 24. Finalmente, se n & primo com
120 entdo n ndo é divisivel por 5, e deixa resto 1, 2, 3 ou 4 na divisdo por 5. Se n
deixa resto 1 ou 4 na divisdo por 5, n2 deixa resto 1 na divisdo por 5. Nesse caso,
n2-1 é multiplo de 5 e de 24, e logo de 120, donde n2 deixa resto 1 na divisao por
120. Se n deixa resto 2 ou 3 na divisdo por 5 entdo n? deixa resto 4 na divisdo por
5, e nesse caso n2 — 49 = n2 — 4 — 45 é multiplo de 5. Como n2 — 49 também é
multiplo de 24, segue que n2 — 49 é multiplo de 120, e logo n2 deixa resto 49 na
diviséo por 120.

93. (Inglaterra-2000) Quais 0s inteiros positivos a e b tais que

(/a+3b-1f =49+206 2

Solugdo: Vamos procurar esses inteiros da forma a=6x3 e b=36y3, com x e y inteiros
positivos. Teremos entao:

(/a+ b -1f = (/6 + y3/36 —1f =12xy +1+ (6y” —2x)6 + (x* —2y)¥/36,

que € igual a 49+ ZO% se12xy +1=149,6y2—-2x=20ex2—2y =0. A primeira
igualdade equivale a xy = 4 e, da Ultima, y = x3/2, donde x3/2 = 4, e logo x = 2.
Assim, y = x2/2 = 2. Note que entdo 6y2 — 2x = 24 — 4 = 20, e a segunda igualdade
também é satisfeita. Podemos entdo tomar a = 6.23= 48 e b = 36.2% = 288.

94. (Alemanha-2000) Determine os niimeros reais X tais que:
[TEET T X2 = x =1 -3 -5/~ 7| ~9| -11| ~13 = x* — 2x— 48

Solugdo: Como o lado esquerdo é ndo-negativo, devemos ter x? —2x—48>0,
donde (x-1)*=x*-2x+1>49, 0 que equivale a |x—1[>7. Assim, x>8 ou
X < —6. Portanto,

X —x-1>(-6)*—(-6)-1=41>35=3+5+7+9+11. Além disso, se X>8, temos

X? —x—1>8°-8-1=55>48=3+5+7+9+11+13. Assim, em qualquer
desses casos.
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||| ] x*=x=1-3-5-7|-9 -11 =x* —x-1-35=x* —x—36 , donde
[FTTTT X2 =x=1-3 -5/ -7| -9 -11-13 =| X ~x—49 e, se X>8,

T X2 =x=1 -3 -5/ = 7| -9 -11 ~13 = x* —x—49;

Se x> 8, aequacdo fica x? —x—49 = x> —2x —48, donde x =1<8, absurdo.
Se x<-6, devemos considerar as equacdes x> —x—49=x*>—-2x—48 e
—(x? —x—49) =x* —2x—48. A solucdo da primeira é x=1> -6, absurdo. Ja a segunda
equivale a equagdo 2x° —3x—97 =0, que tem uma raiz positiva, que nio é

solugdo e a raiz negativa a:3_ V785 <-6, que é a Unica solucdo real para o
4

problema. De fato, como «<-6, temos «a?—-2a—48>0, e, Ccomo
a’ -2a—-48=—(a’ —a—-49), temos ~(a® —a—49)>0 e portanto
‘ a’ —a—49‘ =—(a’ —a—-49)=a’ -20-48.
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SOLUGOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

yd Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

156) Denominamos Maquina de Conway o par C = (e,S) formado por uma
entrada e = 2%1,a, € N e uma sequéncia finita S = (s;),<j<, 0e racionais ndo
nulos, com s, € N. Dada uma méaquina de Conway C, construimos a sequéncia p;
definida por:

(1) p1=¢;
(2) Pk = Pr—1 - Si,onde i é o menor inteiro positivo tal que py - s; € N.

Dizemos que a € N é uma saida de C se, e somente se, existe um inteiro positivo k
tal que p, = 2%

O conjunto de todas as saidas é denominado conjunto gerado por C.

Exemplo: A maquina de Conway formada pela entrada 22 e pela sequéncia

17 78 19 23 29 77 95 77 1 11 13 15 15

91’85°51°38°33°29°23'19°17'13"11°14" 2’
gera 0s numeros primos.

Mostre que é possivel construir uma Maquina de Conway que gere o conjunto dos
guadrados perfeitos.

SOLUGAO ADAPTADA DE ANDERSON TORRES (SANTANA DE PARNAIBA - SP)

Vamos mostrar que a maquina de Conway formada pela entrada 2° =1 e pela
sequéncia
17 62 2.31119 7 17 23 1035_32-5.§

3
211’11 11 '260 22.513'13'133 7 19’

2
%5 _ ﬂ% _Z g,i,ll gera os quadrados perfeitos, em ordem crescente.
19 19 145 5 2929

A ideia é que os primos maiores que 7 que dividem o numerador de um
determinado termo de sequéncia (p;) correspondente funcionam como marcadores
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que caracterizam “estados da maquina”, ¢ determinam a proxima operagdo a ser
feita.
Notemos que a sequéncia (p;) comega com

231 29 1

1=2°0_1L 497 11 $2.31 31 $2.29_ 29 5D D!,

Vamos ver agora o0 que acontece imediatamente apds uma saida, que, por hipotese
de inducéo sera da forma n*n>1, 0s seja, apds um termo p, = 2" n>1:

317 13 23
2 2 —_— 2 . = 2 <3
on 11 y11.2M™ 211 y3.97.2" 1 _17 y3.13.2™" 1 __13
23 19 511

13 ,3.23.2" 123 ,3.19.2" 19 ,3.5.11.2" %,

Agora vamos mostrar que se n>k>1, um termo da forma
p;, = 3 .5¢.11.2" & transformado, depois de uma sucessdo de operagées, em

2 2 2 . e . - ~ ~
30”5k 11. 2" 0" Temos inicialmente a seguinte sucessio de operagdes:

317 13
3k2 . 5k -11- 2n2—k2 211 3k2+1 . 5k 17 - 2n2—k2—1 17
13 717
17 3k2+1 . 5k '13 . 2n2—k2—l 22.513 3k2+l . 5k71 717 2n2—k2—3.

A partir dai, vamos ver o0 que acontece com um termo da forma
p, =3 .57 .77 .17. 2" 21 com 1<r <k

717

13
2 _ 2_ 12 _op e 2 _ 2 12 oy PY I
3k+1'5kr‘7r'17'2n ke-2r-1 17 3k+1_5kr‘7r'13'2n ke-2r-1 22,513
717
22513 3kz+l . 5k—l’—1 . 7r+1 17 . 2n2—k2—2r—3

Assim, em algum momento, a partir de 3 .51.7.17.2"® chegaremos em
3k2+1 LGk, 7k _17.2n2—k2—2k—l :3k2+1 7K _17_2n2—(k+l)2

Continuamos entdo com:
13 23

2 2 2 o 2 2 2 A
3k +1 .7k 17 - 2n —(k+1) 17 3k +1 _7k 13. 2n —(k+1) 13
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23 19
13 3k2+1 A 7|< . 23_ 2I’12—(k+1)2 23 3k2+1 A 7k _19 . 2n2—(k+l)2.

A partir dai, vamos ver o que acontece com um termo da forma
p, =3 .57 7% .19. 2"V com 0<r <k:

3%.5.23 19
2 2 2 2 2 2
3k +42r 5r . 7k—r 19 . 2n —(k+1) 719 3k +3+2r 5r+1 . 7k—r—1 . 23 . 2n —(k+1) 23

19
23 3k2+3+2l’ . 5I’+1 . 7k—r—1 19 . 2n2—(k+1)2

Assim, em algum momento, a partir de 3%.7%.19.2"*%" chegaremos em
2 2 2 2 2 2 . ~
3Kk gk 7kk 9. M kT — gk gk 119. 2" Continuamos entdo com:

511
2 2 2 2 2 2
3(k+l) . 5k 19 . 2n —(k+1) 19 3(k+l) . 5k+1 11- 2n —(k+1) ,

como queriamos mostrar.

Assim, em algum momento, a partir de 2"° chegaremos em 3" .5".11.

Vejamos como continua:

2.31 29

3" .5".11— 11 ,2.3" .5".3]_31 y2.3" .5".29,

A partir dai, vamos ver o que acontece com um termo da forma
pj=2”1-3”2‘r-5”-29 com 0<r<n?:

2:31 29
2r+1 i 3n2—r .5". Zg%zr‘i’z i 3n2—r—1 .5". 31¢>zr+2 i 3n2—r—1 .5".29.

Assim, em algum momento, a partir de 23" .5".29 chegaremos em
2n2+l _3[127[12 _5[1 . 29 — 2n2+1 '5n . 29 .

A partir dai, vamos ver o0 que acontece com um termo da forma
2
p; =2""#*.5"".29 com 0<r<n:
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2231 29
2 2 2
2n +2r+1 ‘5n—r . 29 5.29 2n +2r+3 _5n—r—l X 31 31 2n +2r+3 _5n—r—l X 29

Assim, em algum momento, a partir de 2"".5".29 chegaremos em
2miaml 50 99 = 20" .29 O préximo movimento serd entio

1
2(n+1)2 .29 29 2(n+1)2,

e logo a préxima saida sera (n+1)?, completando assim o argumento recursivo.
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PROBLEMAS PROPOSTOS

>4 Convidamos o leitor a enviar solugbes dos problemas propostos e sugestées de novos
problemas para proximos nimeros.

163) A equagdo quadratica x2 — 3x + ¢ = 0 possui duas raizes a e . Sabendo
que a3 + 3 = —81, determine o valor de g.

164) Em um tridngulo ABC sejam D e E pontos sobre os lados BC e AC,
respectivamente, tais que AB = BD = AE. Se £BAE = 60° e DE = DC, determine
a medida do angulo £EDC.

165) Seja A um subconjunto de 84 elementos do conjunto {1,2,3, ...,169} tal que
em A ndo existem dois elementos cuja soma é 169. Prove que A possui pelo menos
um elemento quadrado perfeito.

166) E possivel encontrar 2005 quadrados perfeitos diferentes tais que sua soma
também é um quadrado perfeito?

167) Prove que n&o é inteiro para nenhum ne N.

n®+1
nf+2
168) Determine todas as fungdes *: Q X Q — Q que sdo comutativas, associativas
e satisfazem 0%0=0¢e (x+c)*(y+c) = (x*y)+c, VX, y,ce Q.

Problema 167 proposto por Fabiano Alberton de Alencar Nogueira (Rio de Janeiro — RJ);
Problema 168 proposto por William Alvarado (San José, Costa Rica).
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