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AOS LEITORES 
 

Países de grande tradição nas olimpíadas de Matemática têm o seu 
excelente rendimento em muito baseado na existência de revistas de divulgação 
para estudantes pré-universitários. Apenas citando alguns exemplos, a húngara 
KöMaL, a russa (agora também americana) Kvant (Quantum), a romena Gazeta 
Matematica e a canadense (lida por alguns, poucos, brasileiros) Crux 
Mathematicorum desenvolvem em seus países o ambiente ideal para o 
aparecimento e desenvolvimento de jovens talentosos. Nós queremos que a 
Eureka! tenha o mesmo  sucesso que essas revistas.  

Para isso estamos tentando trazer artigos cada vez mais interessantes e 
elucidativos, e problemas cada vez mais bonitos e desafiantes para todos os 
leitores da Eureka! (inclusive os dos Níveis 1 e 2), porém tal sucesso não depende 
exclusivamente de nós. É fundamental a participação (muito) ativa de todos os 
leitores. Ficamos bastante contentes com a repercussão da seção "Olimpíadas ao 
Redor do Mundo", com vários leitores enviando resoluções dos problemas 
propostos. Mas queremos que todas as outras seções e artigos tenham a mesma 
repercussão. Por exemplo, vários artigos trazem problemas propostos porém 
raramente recebemos resolução desses problemas. Ficaremos contentes em 
recebê-las e poderemos saber se o público-alvo os entendeu.  

Assim, faça-nos saber todo o estudo(!) e a diversão(!!) que cada uma das 
Eureka! proporcionou (não se esqueça dos números antigos).  

 
INSTRUÇÕES PARA AUTORES 

 
Serão publicados na revistas Eureka! artigos relevantes na preparação dos 

estudantes para a Olimpíada Brasileira de Matemática em seus diversos níveis e 
para várias olimpíadas de caráter internacional das quais o Brasil participa. 
 Como para a grande maioria dos tópicos e técnicas explorados nas 
olimpíadas não existem publicações expositórias adequadas em língua 
portuguesa, nosso objetivo inicial é abordá-los todos em artigos auto-suficientes. 
Assim, daremos preferência àqueles que tratem de assuntos ainda não explorados 
nos números anteriores da Eureka!. Como a deficiência em artigos adequados 
para estudantes do Ensino Fundamental (Níveis 1 e 2 da OBM) é ainda mais 
grave, estes terão primazia na sua publicação. Vale a pena observar que, quando 
um tema é importante para os estudantes de diversos níveis, ele deve aparecer em 
artigos adequados para cada um desses níveis, separadamente. 

É recomendável que os artigos tragam alguns problemas resolvidos 
detalhadamente e referências que o complementem ou aprofundem. 

Os Editores. 
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XV OLIMPÍADA IBEROAMERICANA DE MATEMÁTICA  
16 a 24 de setembro, Caracas - Venezuela 

 
 

A XV Olimpíada Iberoamericana de Matemática foi realizada em 
Caracas, Venezuela no período de 16 a 24 de setembro de 2000. A equipe 
brasileira foi liderada pelos professores Ralph Costa Teixeira (Rio de Janeiro - 
RJ) e Eduardo Tengan (São Paulo - SP). Nesta oportunidade a equipe brasileira 
obteve a maior pontuação entre os países participantes além da Copa Puerto Rico, 
prêmio entregue ao país com maior progresso nos últimos dois anos na 
competição. 
 
RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA 
 

BRA1 Daniel Nobuo Uno  Prata 
BRA2 Daniel Massaki Yamamoto Ouro 
BRA3 Fabrício Siqueira Benevides Ouro 
BRA4 Humberto Silva Naves Ouro 

  
PRIMEIRO DIA 
 
PROBLEMA 1 
Constrói-se um polígono regular de n lados ( n ≥ 3 ) e enumeram-se os vértices de 
1 a n.  Traçam-se todas as diagonais do polígono.  Demonstrar que se n é ímpar, é 
possível associar a cada lado e a cada diagonal um número inteiro de 1 a n, tal 
que se verifiquem simultaneamente as seguintes condições: 
 
1. O número associado a cada lado ou diagonal seja diferente dos números dos 

seus vértices. 
2.  Para cada vértice, todos os lados e diagonais que nele se intersectem tenham    

números diferentes. 
 
SOLUÇÃO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SÃO PAULO - SP) 
 
Existe um jeito simples de pintar os lados e as diagonais do polígono regular. 
Escolhe-se um ponto do polígono regular com o número "i" associado à este 
ponto, que chamaremos de Pi. 
 
Seja O o centro da circunferência circunscrita ao polígono regular. 
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O
i

 x1'

 x2'

 x1

 x2

i

i  Pi

 Fig. 1
 

Sabemos que a reta OPi é eixo de simetria dos pontos do polígono regular e 

nenhum ponto do polígono está sobre a reta OPi (pois n é ímpar). Digamos esses 
pares de pontos simétricos e numeramos com o número "i", ou seja pegamos um 
outro ponto qualquer (diferente de Pi) do polígono regular, ligamos com o seu 
respectivo simétrico e numeramos com o número "i" (fazemos isso para todos os 
outros pontos). Vide fig. 1. 
Este é um exemplo do processo para o ponto Pi. 
Repetimos esse processo para todos os pontos do polígono regular. 
Desta forma pintamos todos os lados e todas as diagonais, pois: 
De uma forma geral (e mais simples): 
Se quisermos saber o número de um segmento ji PP do polígono regular, basta 
traçarmos a mediatriz desse segmento, que vai certamente encontrar um outro 
vértice X do polígono regular (pois n é ímpar) e o segmento ji PP vai ter o mesmo 
número de X. 
Esta forma de numeração claramente satisfaz as condições do enunciado pois: 
 
1) Não existe nenhum segmento com o mesmo número de um de seus 

vértices, pois a mediatriz desse segmento não passa pelos vértices do 
segmento. 

 
2) Para cada vértice, todos os lados e todas as diagonais que incidem neste 

vértice tem números diferentes, pois se existissem dois segmentos de 
mesmo número, teríamos: 

 



Sociedade Brasileira de Matemática 

EUREKA!  N°9,  2000 

5

Pw= O Pi

w

w

Pj

Pt

 

 
O ponto Pw (que deve estar na 
mediatriz de ji PP e na mediatriz de 

ti PP ) é o próprio O, um absurdo. 
 
Logo vale a propriedade 2 e isso acaba 
o problema. 

 
PROBLEMA 2 
Sejam S1 e S2 duas circunferências de centros O1 e O2, respectivamente, secantes 
em M e N.  A reta t é a tangente comum a S1 e S2, mais próxima de M. Os pontos 
A e B são os pontos de tangência de t com S1 e S2, respectivamente, C é o ponto 
diametralmente oposto a B e D é o ponto de interseção da reta O1O2 com a reta 
perpendicular à reta AM que passa por B.  Demonstrar que M, D e C são 
colineares. 
 
SOLUÇÃO DE DANIEL MASSAKI YAMAMOTO (SÃO PAULO - SP) 
 
BC é diâmetro °=⇒ 90ˆCMB  
Para provar ],[MDC  basta provar que °== 90ˆˆ CMBDMB  

 M

 O1

  N

   D  O2

  β
  B

α

 θ

  90°–β

  Γ2
   Γ1

 A
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Geometria Analítica: 
Dados:  
M = (0, 1) 
A = (–m, 0) 
O1 = (–m, y1) 
B = (n, 0) 
O2 = (n, y2) 
Quero determinar D: 

M

 O1

   D
 O2

  C (n, 2Γ2)

  Γ2

  Γ1

 N

   B   A    m    n
   = (n, 0)  = (–m, 0)

    0
    1
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PROBLEMA 3 
Encontrar todas as soluções da equação 

 
( ) 11 =−+ zy xx  

para x, y, z inteiros maiores que 1. 
 
SOLUÇÃO 
Considerando a equação módulo 1+x , obtemos 

( ) ),1(mod11 +≡− xz  
o que implica que z é ímpar. Logo  
(1) ( ) ⇔+−+−+=+⇔+=+⇔=−+ −− )1...)(1()1(1)1(11 21 xxxxxxxxx zzyzyzy  
(2) ( ) 1...1 211 +−+−=+ −−− xxxx zzy  e, então, x é par pois, caso contrário, os dois 
lados de (2) seriam de paridade oposta. 
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Analogamente, escrevendo (1) na forma ( ) ,1)1(...)1(1 121 −−− =+++++++ zyy xxxx  
nós vemos que y é par também. 
Sejam, portanto, 12xx = e 12yy =  Então por (1), 

(3) .)1)1)((1)1(( 11 zyy xxx =++−+  

Temos ainda que 1)1(| 1 −+ yxx e, como x é par, mdc .2)1)1(,1)1(( 1 =++−+ yy xx  
Assim de (3), 

1
1

21)1(

21)1(
1

1

−=++

=−+
zy

zy

x

xx
(4). 

Conseqüentemente, ,22 1
1 zz x>− ou seja, ⇔=11x  x = 2 e, de (4), 2=y  e .3=z   

P.S. É gratificante saber que tal equação estudada por grandes matemáticos desse 
século como W.J. Leveque e A. Schinzel, pode ser resolvida por brilhantes 
estudantes pré-universitários em um tempo tão limitado quando o de uma prova 
de olimpíada. 
 
SEGUNDO DIA 
 
PROBLEMA 4 
De  uma  progressão  aritmética  infinita ,   ,  ,1 21 aa   de  números  reais,  
eliminam-se termos, obtendo-se uma progressão geométrica infinita 

,   ,  ,1
21 nn aa  de razão q.  Determinar os possíveis valores de q. 

 
 
SOLUÇÃO DE DANIEL NOBUO UNO (SÃO PAULO - SP) 
 
PG = 1, ...1;1;1 321 rmrmrm +++  com +∈Zim  ; apenas 

 .
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1
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0 1
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1121
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Como ,; 21 +∈Zmm  então r é racional; Seja ;
b
a

r =  onde a; b Z∈ ; ,0≠b  a e b 

primos entre si. 
Daí: rmq 11+= .  

.1 QQ ∈⇒∈ qrm  

Seja 0;;; ≠∈= ddc
d
c

q Z  c e d primos entre si. 

Daí teremos 

PA : 
b

bak
b
a

k i
i

+
=⋅+1  

PG: j

jj

d

c

d
c

=









 

Análise do denominador: 
 

PA: ⇒∈+
+

Zbak
b

bak
i

i ;  o máximo do denominador é b. 

PG: j

j

d

c
 como mdc(c; d) = 1 ⇒ o denominador é .jd   

Podemos pegar um j suficientemente grande tal que bd j >  

Logo, a PG não pode ser infinita para .1>d  
Logo; como 1=⇒∈ dd Z ou d = –1. 
Se ⇒=⇒= cqd 1 razão inteira, e para isso, é só pegar r = 1 e tirar os termos 
desnecessários. 
A PA será sempre crescente ou sempre decrescente ( )0≠rp  se d = –1. 
 
PROBLEMA 5 
Dois jogadores, alternadamente, retiram pedras de um conjunto de 2000 pedras, 
de acordo com as seguintes regras: 
 
1. Em cada jogada pode-se retirar 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras. 
2. Em cada jogada, um jogador não pode retirar o mesmo número de pedras que 

o seu adversário retirou na jogada anterior. 
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O jogador que, na sua vez, não puder jogar de maneira válida, perde.  Determinar 
que jogador tem uma estratégia que lhe garanta a vitória e encontrar essa 
estratégia. 
 
SOLUÇÃO DE DANIEL MASSAKI YAMAMOTO (SÃO PAULO - SP) 
 

n\ m 1 2 3 4 5  n\ m 1 2 3 4 5 
0 0 0 0 0 0  24 1 1 1 0 1 
1 0 1 1 1 1  25 1 1 1 1 0 
2 1 1 1 1 1  26 0 0 0 0 0 
3 1 1 0 1 1  27 0 1 1 1 1 
4 1 1 1 0 1  28 1 1 1 1 1 
5 1 1 1 1 0  29 1 1 0 1 1 
6 1 1 0 1 1  30 1 1 1 1 1 
7 0 0 0 0 0  31 1 1 1 1 0 
8 1 1 1 1 1  32 1 1 0 1 1 
9 1 1 1 1 1  33 0 0 0 0 0 
10 1 1 1 1 1  34 0 1 1 1 1 
11 1 1 1 0 1  35 1 1 1 1 1 
12 1 1 1 1 0  36 1 1 1 1 1 
13 0 0 0 0 0  37 1 1 1 0 1 
14 0 1 1 1 1  38 1 1 1 1 0 
15 1 1 1 1 1  39 0 0 0 0 0 
16 1 1 0 1 1  40 0 1 1 1 1 
17 1 1 1 1 1  41 1 1 1 1 1 
18 1 1 1 1 0  42 1 1 0 1 1 
19 1 1 0 1 1  43 1 1 1 1 1 
20 0 0 0 0 0  44 1 1 1 1 0 
21 0 1 1 1 1  45 1 1 0 1 1 
22 1 1 1 1 1  46 0 0 0 0 0 
23 1 1 1 1 1  

 





=
ganha. se  1

possível).melhor  o jogando ambos (com perde agorajogar   vaiquem se  0
),( mnG

n = atual 
m = movimento anterior  
 
G (1, 1) = 0 
 
A fórmula recursiva é  
 







 =−≠≥≤≤
=

contrário. caso  1
movimento)qualquer  para

 ganha outro o se é, (isto 1),(,,,51  todopara se  0
),(

iinGmiini
mnG  
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Para ,51 ≤≤ n 1),( =mnG  se nm ≠  
Podemos definir G (0, m) = 0 
 
Visualizando: 
Como preencher a linha n: veja os quadrados com (*) 
 

      (*) 
     (*)  
    (*)   
   (*)    
  (*)     
 n      

 
 
Se foram todos 1's, a linha n terá só zeros. 
Se tiver dois ou mais zeros, a linha n terá todos 1's. 
Se for zero, todos serão 1's, a menos da que está na mesma coluna do zero. 
 
Sempre perde:  
7, 13, 20, 26, 33, 39, 46 
 
Parece que para n = 7 ou 13 (mód 13) sempre perde (G(n, m) = 0) 
Basta ver que há um bloco 5 × 5 da tabela que se repete, (tirando as 6 primeiras 
linhas). 
Agora vamos provar a fórmula recursiva. 
Primeiras 5 linhas: 
 
- G (n, m) = 1 se m ≠ n, pois ele pode tirar n pedras e ganhar.  
- G (1, 1) = 0, pois não pode jogar. 
- G (2, 2) = 1, pois tirando uma pedra, forçará o outro a ficar com G (1, 1),... 
- G (i, i) = 0, i = 3, 4 ou 5, pois não importa como jogue o outro pode ganhar. 
 
Agora, a fórmula nos outros casos: 
 
Tirando i pedras, se você está com G(n, m), o adversário vai ficar com G(n – i, i). 
Se algum deles for 0, o adversário vai perder e você ganha. Se todos forem 1, o 
adversário sempre ganha. 
Note que você não pode tirar m pedras, então não pode deixar o adversário com  
G(n – m, m). 



Sociedade Brasileira de Matemática 

EUREKA!  N°9,  2000 

12

Na tabela, o bloco que se repete é ,1713 ≤≤ n igual a .3026 ≤≤ n  
 
Então o primeiro jogador ganha,  pois se ele tirar 4 pedras na primeira jogada, vai 
deixar o outro com 1996 pedras. 

perde. segundo o )13(mod71996 ⇒≡  
 
PROBLEMA 6 
Um hexágono convexo é bonito se tem quatro diagonais de comprimento 1 cujos 
extremos contêm todos os vértices do hexágono. 
 
(a) Para cada número k maior que 0 e menor ou igual a 1, encontrar um 

hexágono bonito de área  k. 

(b) Demonstrar que a área de um hexágono bonito qualquer é menor que .
2
3  

 
SOLUÇÃO  
 
Consideremos todos os hexágonos bonitos ABCDEF com lados opostos paralelos 
tais que os quatro segmentos dados de comprimento 1 são BFCEAC ,,  e .FD   
Seja ACEBFD ∠=∠=α (figura (a)). 

  A   B

E    D

  F    C  α

  A'   A   B

  F

  E'    E   D

  C'  C

  (a)   (b)
 

Translademos os segmentos AC  e CE  na direção de AB  para obter ''CA  e 
'' EC  respectivamente de forma que ',,' EFA  sejam colineares do mesmo modo 

que .,', DCB  A área do hexágono ABCDEF é igual a área do retângulo A'BDE' 
que por sua vez é igual a sen α (figura (b)). Dado que quaisquer ]1,0(∈k é igual a 
sen α para algum α com 0 < α ≤ 90° então temos um hexágono bonito que 
cumpre o pedido. 
 
b) Para demonstrar o resultado pedido, enunciamos os seguintes lemas sem 
demonstração: 
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1- A soma dos comprimentos de um par de lados opostos de um quadrilátero 
convexo é menor que a soma dos comprimentos das diagonais. 
2- A área de um quadrilátero convexo é menor ou igual que a metade do produto 
das suas diagonais. 
Utilizaremos por simplicidade a seguinte terminología: 
Sabemos que no hexágono há quatro diagonais de comprimento 1 cujos extremos 
contém todos os vértices do mesmo. Chamaremos diagonais principais as 
diagonais em questão. Definamos o grau de um vértice de um hexágono bonito 
como o número de diagonais principais que passam por ele. Além disso 
denotaremos por diagonal que divida ao hexágono nos quadriláteros. 
Dado que a soma dos graus dos vértices é 8 e o grau de cada um é pelo menos 1, 
temos dois casos: 
a) Um vértice tem grau 3 e os restantes têm grau 1. 
b) Dois vértices têm grau 2 e os restantes têm grau 1. 
No primeiro caso, dado que há exatamente três diagonais que saem de um mesmo 
vértice num hexágono, só há um possível tipo de configuração (salvo 
"issomorfismo" de grafos): 

Pelo lema 2 a área do hexágono é menor ou igual que )(
2
1 ACAB + e isto é 

menor que )2(
2
1 BCAX +  pela desigualdade triangular. Como ,1,1 =≤ BCAX  a 

área é menor que .
2
3  

 N
 A

 M

  B C

O

 X

 
Para o segundo caso, sejam P e Q os vértices de grau máximo. Consideremos as 
possibilidades: 
c) Os vértices P, Q estão conectados por uma diagonal principal. Nesse caso se a 
diagonal que os conecta não é central, as outras diagonais principais que saem 
destes dois vértices devem estar num mesmo lado de PQ . Além disso, alguma 
dessas diagonais deve ser central, pois caso contrário, chegariam a um mesmo 
ponto e nesse caso se formaria um triângulo equilátero com diagonais principais 
como lados e sabemos que isso não pode ocorrer pois haveria três vértices de 
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grau 2. Portanto, dependendo se ambas diagonais são centrais ou só uma é, se 
apresentam as seguintes configurações: 
 
No desenho à direita, 1≤AB  pelo lema 1. 
Logo a área do hexágono é menor ou 
igual que 

 )(
2
1)(

2
1 ADCQADPQCQAB +<⋅+⋅  

e isto é menor que 1 pelo lema 1. 

 B
 C

 A

  P Q
  D  

 B
 C

 A

  P Q
  D  

 
No desenho à esquerda, AB < 2 pelo 
lema 1. Logo, a área do hexágono é 
menor ou igual que 

2
3)12(

2
1)(

2
1

=+<⋅+⋅ BDPQPCAB  

Se a diagonal que os conecta é central, as outras diagonais principais que saem de 
P e Q devem estar em lados distintos de PQ , pois caso contrário, se utilizarão já 
três diagonais sem haver unido dois vértices consecutivos que ficam a um lado de 
PQ  e estes não podem ser conectados pela diagonal que falta. Então, só há uma 
configuração possível: 
 
Aqui a área é menor ou igual que  

,1)2(
2
1)(

2
1

=<+ QYPX  pelos lemas 2 e 

1 respectivamente. 

 Y

 P

X
  Q

 
d) Os vértices P e Q não estão conectados por uma diagonal principal. 
Nesse caso só há três configurações possíveis:   
 
Pelo lema 2, neste caso a área é menor ou 

igual que .1)1111(
2
1

=⋅+⋅  

P

  Q
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Neste caso a área é menor ou igual que  

,
2
3)12(

2
1)1(

2
1

<+<+XY  onde o último 

se da por desigualdade triangular. 

P

  Y

  Q  X

 
 

Pelo lema 1, algum dos segmentos PX  
ou QY  mede menos que 1, logo esta 
configuração pode ser reduzida à 
configuração de um vértice de grau três, 
que já foi estudada (se bem não é a 
mesma, o raciocínio é idêntico). 
Esgotadas as possibilidades, se resolve 
completamente o problema. 

P

  Y

  Q

  X

 

 
 

 

Você sabia… 
Que existe um algoritmo que, dada uma soma envolvendo uma função 
hipergeométrica (por exemplo: binomiais, exponenciais, logarítmicas, 
trigonométricas), expressa-a como uma soma telescópica. Com isso, 
podemos encontrar uma recursão satisfeita por tal soma ou mesmo, 
quando possível, obter uma fórmula fechada. O mais impressionante é 
que o algoritmo só não obtém uma fórmula fechada se esta não existir 
(mais precisamente, quando a soma não puder ser escrita como uma 
função hipergeométrica). 
Os autores deste algoritmo - Marko Petkovsek, Herbert Wilf e Doron 
Zeilberger - publicaram um livro descrevendo sua descoberta, com o 
inusitado título "A =B ".  
Este livro encontra-se disponível na rede. Veja : 
 
http://www.cis.upenn.edu/~wilf/AeqB.html 
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XLI OLIMPÍADA INTERNACIONAL DE MATEMÁTICA 
Problemas e Soluções 

 
 
PROBLEMA 1 
Duas circunferências 1Γ  e 2Γ  intersectam-se em  M e N.  
Seja l a tangente comum a 1Γ  e 2Γ  que está mais próxima de M do que de N. A 
reta l é tangente a 1Γ  em A e a 2Γ em B. A reta paralela a l que passa por M 
intersecta novamente a circunferência 1Γ  em C e novamente a circunferência  

2Γ em D.  
As retas CA e DB intersectam-se em E; as retas AN e CD intersectam-se em P; as 
retas BN e CD intersectam-se em Q. 
Mostre que EP = EQ. 
 
SOLUÇÃO DE ONOFRE CAMPOS DA SILVA FARIAS (FORTALEZA - CE) e 
DANIEL MASSAKI YAMAMOTO (SÃO PAULO - SP) 

 

M

N

l
D

C 

A 

BE

P 

Q

Γ1 

Γ2

α
α

α 

ε 
ε ε 

 
Inicialmente, vamos mostrar que AE = AM e que BE = BM. De fato, como AB || 
CD e AB é tangente a Γ1, segue-se que  

∠EAB =∠ACM = ∠BAM = α 
e 

∠EBA = ∠BDM = ∠ABM = ε 
 

Daí, é imediato que os triângulos EAB e MAB são congruentes (caso ALA), de 
modo que  

AE = AM e BE = BM. 
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Além disso, segue da congruência que EM ⊥ AB, e portanto, EM ⊥ CD. Agora, 
basta mostrarmos que PM = MQ, porque dessa forma EM será mediatriz de PQ, 
tal que EP = EQ. Para isto, note que o prolongamento de MN passa pelo ponto 
médio de AB, pois MN é o eixo radical das duas circunferências e AB é tangente 
comum. Assim, como PQ || AB, concluímos que MN também passa pelo ponto 
médio de PQ. Logo, EM ⊥ PQ e EM passa pelo ponto médio de PQ, de modo que 
EM é mediatriz de PQ e EP = EQ. 
 
 
SOLUÇÃO DE DANIEL NOBUO UNO (SÃO PAULO - SP) 
 

M

N

Y
D

C

A

B
E

P

Q

Γ1

Γ2

α

    α

α

  β

   α + β

α + β

 β β

X

e

    α
    α    α

    β    β     β

 
 

][XABY  
Temos NMCNAC ˆˆ =  e DMNDBN ˆˆ = . Como ⇒=+ πDMNNMC ˆˆ  

;ˆˆˆˆ πππ =−+−=+ DBNNACNBENAE temos que AEBN é cíclico. 
Seja .ˆˆ;ˆˆˆ ααααα =⇒==⇒=⇒= ANCCAXMNADCEBAE  
Seja ,ˆ β=ABE analogamente, β==== BNDDBYMNBMDB ˆˆˆˆ  

Como AEBN é cíclico, α== BNEBAE ˆˆ ; β== ANEABE ˆˆ  

ECNQQNEQCE ⇒= ˆˆ  é cíclico βα +==⇒ CNECQE ˆˆ  

EDNPPNEPDE ⇒= ˆˆ é cíclico .ˆˆ βα +==⇒ DNEDPE  
Logo, EPQ é isósceles. 
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PROBLEMA 2 
Sejam a, b, c números reais positivos tais que abc = 1. Prove que  
 

.1111111 ≤





 +−





 +−





 +−

a
c

c
b

b
a  

 
 
SOLUÇÃO  

Fazendo 
x
zc

z
yb

y
xa === ,,   

(podemos tomar, por exemplo, )1,,1 ac
b

zaxy ==== , a desigualdade é 

equivalente a  .))()(( xyzxzyzyxyzx ≤−+−+−+  Fazendo ,yzxu −+=  
zyxv −+=  e ,xzyw −+=  temos zwuxvu 2,2 =+=+ e ,2ywv =+  donde a 

desigualdade é equivalente a ).)()((8 wvwuvuuvw +++≤  Como wuvu ++ , e 
wv +  são todos positivos, no máximo um dentre os números u, v e w não é 

positivo. Se houver um tal número, 8uvw será negativo ou nulo, enquanto 
))()(( wvwuvu +++  é positivo, e a desigualdade acima é trivial. Se vu,  e w são 

positivos, a desigualdade acima é conseqüência direta da desigualdade entre as 
médias aritmética e geométrica, pois +++=+++ wuuvvuwvwuvu 222))()((  

uvwvwwvuw 2222 ++++ , donde a desigualdade é equivalente a 
,6222222 uvwvwwvuwwuuvvu ≥+++++ que segue das desigualdades 

uvwuwuvuvwvwvu 2,2 2222 ≥+≥+  e .222 uvwwvwu ≥+  
 
PROBLEMA 3 
Seja 2≥n  um número inteiro positivo. No início existem n pulgas numa reta 
horizontal, nem todas no mesmo ponto.  
Para um número real positivo ,λ  define-se um salto da seguinte maneira: 
• Escolhem-se duas pulgas quaisquer nos pontos A e B com o ponto A à esquerda 
do ponto B; 
• A pulga que está em A salta até o ponto C da reta, à direita de B, tal que 

.λ=
AB
BC  

Determine todos os valores de λ  para os quais, para qualquer ponto M na reta e 
quaisquer posições iniciais das n pulgas, existe uma sucessão finita de saltos que 
levam todas as pulgas para pontos à direita de M. 
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SOLUÇÃO: 

A resposta é para 
)1(

1
−

≥
n

l  

Devemos demonstrar duas coisas: 

a) que, para 
)1(

1
−

≥
n

l , existe uma seqüência infinita de movimentos que vai 

levando as pulgas cada vez mais para a direita, ultrapassando qualquer ponto 
prefixado M; 
 

b) que, para 
)1(

1
−

<
n

l  e para qualquer posição inicial dada as pulgas, existe um 

ponto M tal que as pulgas em um número finito de movimentos jamais alcançam 
ou ultrapassam M. 
 
Começaremos pelo item b). Sejam 1x , ,2x  ..., nx  as posições iniciais das pulgas, 
com ,...21 nxxx ≤≤≤  de tal forma que nx é a posição da pulga mais à direita. 

Seja P = ( )....
)1(1(

1
121) −⋅−−⋅−⋅−⋅








−− nn xxxx

n
lll

l
 

 
O ponto P claramente está à direita  de todas as pulgas. 
Afirmamos que se após alguns movimentos as novas posições são nxx ',...,'1  e 
definimos  

( ).'...' ' '
))1(1(

1' 121 −⋅−−⋅−⋅−⋅







−−

= nn xxxx
n

P lll
l

 

 
Se ,' PP ≤  isto conclui a demonstração. 
Basta considerar o que ocorre após um movimento. 
Se a pulga que estava em ix  pula sobre a pulga que estava em nx então 

)(' innn xxxx −⋅=− l  e innn xxxx ⋅−=⋅− ll '  e .' PP =  
Qualquer outro caso é ainda mais favorável. De fato, se a pulga que pulou 
continua atrás de nx , temos nn xx ='  e ,...'...' 1111 −− ++>++ nn xxxx  donde 

.' PP <  Se ela passa de nx , teremos ⇒−+= )(' ijjn xxxx =−<− jnnn xxxx ''  

.inij xxxx −<−  
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Item a) Se )...( 121 −+++−= nn xxxxP  se, em cada movimento, a pulga mais à 
esquerda pula sobre a pulga mais à direita, temos ⇒−+= )(' 1xxxx nnn  

1' xxxx nnn −=−  e ,' PP = donde P é uma constante positiva (escolhendo a 
origem, por exemplo, em )nx . Temos então 

∑
−

=
−− ⇒=++−≥++

−
−=−

−

1

1
1111 )...()...(

1
1)(

1
1 n

j
nnnnjn Pxxxxx

n
xxx

n
 

∑
−

= −
≥−=−⇒=−

−
≥−

1

1
11 ,

1
)(')(

1
1 n

j
nnnjnn n

PxxxxPxx
n

xx  donde o ponto 

mais à direita caminha pelo menos 
1−n

P para a direita a cada passo, logo tende a 

infinito. Como o ponto mais a direita, após n – 1 passos será o ponto mais à 
esquerda, todos os pontos tendem a infinito (para a direita). 
 
Nota: Na estratégia descrita na solução do item a), o ponto mais à esquerda se 
torna sempre o mais à direita, donde podemos definir 

),(' 11 xxxxx nnnn −+==+  e teriamos simplesmente .,' 1 jxx jj ∀= +  Reduzimos 
então a análise dessa estratégia ao estudo da recorrência linear 

,)1( 11 xxx nn −+=+  cujo polinômio característico é ,)1()( 1 ++−= + nn xxxP  

do qual 1 é raiz, donde, como ),1...(
1
)( 21 ++++−=

−
−− xxxx

x
xP nnn  a expressão 

)...( 1221 +−+−−− ++++−= nmnmnmmm xxxxxy é um invariante da recorrência, 
isto é, ,1 myy mm ∀=+  donde my  é constante. Daí vem nossa fórmula para P. Veja 
o artigo sobre equações de recorrência nesta Eureka. 
 
 
PROBLEMA 4 
Um mágico tem cem cartões numerados de 1 a 100. Coloca-os em três caixas, 
uma vermelha, uma branca e uma azul, de modo que cada caixa contém pelo 
menos um cartão. 
Uma pessoa da platéia escolhe duas das três caixas, seleciona um cartão de cada 
caixa e anuncia a soma dos números dos dois cartões que escolheu. Ao saber esta 
soma, o mágico identifica a caixa da qual não se retirou nenhum cartão. 
De quantas maneiras podem ser colocados todos os cartões nas caixas de modo de 
que este truque sempre funcione? (Duas maneiras consideram-se diferentes se 
pelo menos um cartão é colocado numa caixa diferente). 
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SOLUÇÃO DE FABRÍCIO SIQUEIRA BENEVIDES (FORTALEZA - CE) 
 
Seja )(nf o número de maneiras de se colocarem os cartões de 1 a n , mas sem 
contar a ordem das caixas. No final, basta multiplicar )100(f por 6 = 3!. 
Achamos facilmente que ,2)4( =f onde as duas únicas maneiras são: 
 

1, 4  1 
2 e 2, 3 
3  4 

 
Vamos provar por indução que 2)()1( ==+ nfnf  para ,4≥n e que as únicas 
maneiras são das formas: 
 

A) 1, 4, 7,...  B) 1 
 2, 5,... e  2, 3, ..., n – 1 
 3, 6,...   n 

 
Há duas possibilidades para o cartão n + 1:  
 
1)  Ele aparece junto com outros cartões. Nesse caso, os cartões de 1 a n 
estarão na configuração A ou B. 
Se for A): 1,2 −− nn  e n estão em caixas diferentes. n + 1 não pode estar na 
mesma caixa de n ou n – 1, pois )()1()1()2( nnnn +−=++−  
Se colocarmos n + 1 na mesma caixa de n – 2, a mágica funcionará. Basta ver a 
soma módulo 3. 
No caso B): 1+n não pode entrar em nenhuma caixa, pois 

)(2)1(1 nn +=++  e 2)1(3)( ++=+ nn  
 
2) )1( +n  está em uma caixa isolada. 
Como ),()2()1()1( nn +=++  2 e n devem estar na mesma caixa. 
Temos a seguinte configuração: 
 

1+n  Se k está junto com 2 e k + 1 está na outra caixa, 
2, kn,  .)1()1( ⇒⇐++=++ knkn  

1+k  Então k e k + 1 estão na mesma caixa. 
 
Fazendo isso para k = 2, 3,..., n – 2, temos que os cartões 2, 3,..., n estão na 
mesma caixa . Como a outra caixa não pode ficar vazia, 1 está nela. 
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Para ver que esta configuração funciona, basta ver os intervalos das possíveis 
somas para cada par de caixas. 
o número total é .12)100(6 =⋅ f  
 
 
PROBLEMA 5 
Verifique se existe um inteiro positivo n tal que n é divisível por exatamente 2000 
números primos diferentes e 12 +n  é divisível por n. 
 
SOLUÇÃO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SÃO PAULO - SP) 
 
Vamos, primeiramente, provar o seguinte "super-lema":  
 
Lema: 12|3 3 +

nn  e 123 +
n

 tem pelo menos "n" fatores primos distintos: 
Esse lema será provado por indução: 
Quando n = 1 ou n = 2, o lema é verdadeiro pois 

23 3912 ==+  e 
19351312 332
⋅==+  

 
Suponha que seja válido, também, para um certo "p" ),2( ≥p Vamos provar que 
também é verdadeiro para :"1" +p  

.12|33)33(

1233312)31(

)2(312312|12|3*

1

11

3111232

333122133

33333

+⇒⋅⋅+⋅−=

=+⇔⋅+⋅−⋅+−=⇔⋅+−=

=⇔⋅+−=⇔⋅=+∈∃⇔+

+

++

++−

++

p

pp

pppp

pppp

pppp

ppp

kkk

kkkk

kkk Z

 

))(( : temos,

pois  ],1)2()2)[(12(1)2(12**
2233

32333333 1

bababababa

ppppp

+−+=+∈∀

+−+=+=+
+

R
 

  primofator    umexistir    deve  Logo  .12|312|3  pois  3)3;12(

)122;12(   3)12(3)12(122   que Só
333

3323323332

+⇒+=+=

=+−+⇒++−+=+− ⋅⋅

ppp

ppppppp

pmdc

mdc 

"j" tal que )122(| 332 +−⋅ pp
j  e ),12(| 3 +/

P
j logo )122)(12(12 33233 1

+−+=+ ⋅+ pppp
 

tem pelo menos 1 fator primo a mais que ,123 +
p

 logo 12
13 +

+p
 tem pelo menos 

"p + 1" fatores primos em sua decomposição. 
Logo o lema é válido para "p + 1", também. 
Pelo princípio da indução finita, provamos que o lema é verdadeiro para todo 
natural "n". 
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Pronto, o "super-lema" veio te salvar nessa hora de sufoco! 
Sabemos que ímpar 12

20003 + tem pelo menos 2000 fatores primos e pegamos 
1999 fatores primos que são diferentes de 3 e os chamamos de 

.;...;;; 1999321 pppp  Temos que  

12|3
200032000 +  e 

12|...
20003

1999321 +⋅⋅ pppp  

Basta escolhermos o inteiro ímpar  19991
2000 ...3 ppn ⋅= , pois: 

12|12|3
200032000 ++⇒ nn  e como 

12|12|
20003 +⇒+ nnn  

Logo existe um "n" de 2000 fatores primos, tal que 12| +nn . 
 
PROBLEMA 6 
Sejam 321 ,, CHBHAH  as alturas de um triângulo acutângulo ABC. A 
circunferência inscrita no triângulo ABC é tangente aos lados BC, CA, AB em 

,321 ,, TTT  respectivamente. Seja 1l a reta simétrica da reta 32 HH relativamente à 
reta 32TT , 2l a reta simétrica da reta 13 HH relativamente à reta 13TT  e 3l a reta 
simétrica da reta 21HH  relativamente à reta 21TT . 
Prove que 321 ,, lll  determinam um triângulo cujos vértices pertencem à 
circunferência inscrita no triângulo ABC. 
 
SOLUÇÃO DE ONOFRE CAMPOS DA SILVA FARIAS (FORTALEZA - CE) 

 

M 

H2 

l1

T1 C 

A 

B 

H3 

P 

T3 

T2

N
L 

 
 

fig. 01 
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Inicialmente, vamos mostrar que as retas l1, l2 e l3 são paralelas aos lados 
BC, CA e AB, respectivamente.  
  
 Sejam 3232 TTHHP ∩≡ , M e N os pontos de interseção da reta l1 com a 
circunferência inscrita. Supondo AB < AC, temos a fig. 01 acima. Veja que  

∠PH3T3 = ∠AH3H2 = C , 

 
23223

CBTATTAT +
=∠=∠ , 

de modo que  

233
CBPTH −

=∠  e ∠H3PM = 2.∠H3PT3 = B – C, 

e, portanto, 
∠H3LM = ∠H3PM + ∠LH3P = (B – C) + C = B. 

 
 Logo, l1 || BC e, analogamente, concluímos que l2 || AC e l3 || BA. 
 Se AB = AC, então, l1 || BC por simetria. Neste caso, teremos H2H3 || T2T3 
|| l1 || BC. 
 Agora, vamos calcular a distância entre as retas l1 e BC. Como PT2 é a 
bissetriz do ângulo H2PN, então 
 

d(T2, PH2) = d(T2, l1) e  d(l1, BC) = d(T2, BC) – d(T2, PH2)  (1) 
Mas,  

d(T2, BC) = (p – c).sen C 
 

e como ∠AH2H3 = B, segue que  d(T2, PH2) = H2T2.sen B.   (2) 
 
Também, 

H2T2 = CH2 – CT2 = a.cos C – (p – c). 
Em (2), obtemos: 

d(T2, PH2) = (a.cos C – (p – c))sen B.   (3) 
 

Usando que 
R
cC

R
bB

b
cbaCa

2
sen,

2
sen,

2
cos.

222
==

−+
= , obtemos: 
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.).(
22

4

44
)).((

2
.

2
)

22
)((

)cos..().().(),(

2

222

222
1

senAap

acb
R
a

R
aacab

R
cba

R
cbcba

b
cba

R
b

R
b

R
ccp

CasenBsenBcpsenCcpBCld

−=

−+
=

−+
=

−+
−

+−+
=

−+
−+−=

−−+−=

 

Dessa forma, acabamos de mostrar que  
 

d(l1, BC) = d(T2, AB) = d(T3, AC) = (p – a).sen A.  (*) 
 

Vamos mostra agora que BT2 = BN e, analogamente, mostraremos que 
CT3 = CM. 

Sejam U e V as projeções ortogonais de T2 e N  sobre os lados AB e BC 
respectivamente. Então, 

NV = T2U = (p – a).sen A. 
 

 Sejam I o incentro e E a projeção ortogonal de I sobre l1 (fig. 02). Veja 
que  

EN = T1V e EI = |(p – a).sen A – r|. 
 

l1

T1 C 

A 

B 

P 

T3 

T2

M 

U 

V

N
r I 

E

r 

 
fig. 02 
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AapAapr

rAaprEIINENVTi
22

222222
1

sen.)(sen).(2

)sen).(()

−−−=

−−−=−==
 

AapTT

UTTTUTii
222

32

2
2

2
32

2
3

sen.)(

)

−−=

−=
 

 
Agora, o quadrilátero AT3IT2 é inscritível na circunferência de diâmetro AI. 

Logo, temos duas relações: 
 

I) T2T3 = AI.sen A; 
II) T2T3.AI = 2r.AT2 = 2r.(p – a) (pelo teorema de Ptolomeu). 

 
De (I) e (II), obtemos T2T3

2 = 2r.(p – a).sen A. Portanto, em (i) e (ii) ficamos 
com UTVTUTVT 31

2
3

2
1 =∴= , e como BT1 = BT3, por último segue que 

 
∆BVN ≡ ∆BUT2 (**) 

 
de modo que BT2 = BN, como queríamos demonstrar. 
 

 

C 

A 

B 

T3 

T2

r 

I r 

 
fig. 03 

 
De (**), ainda podemos concluir que ∠ABT2 = ∠CBN, e como ∠ABI = ∠CBI, 
temos ∠T2BI = ∠NBI. 
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 Finalmente, como T2B = NB, podemos concluir que N é o simétrico de 
T2 em relação à bissetriz do ângulo B. Analogamente, M é o simétrico de T3 em 
relação à bissetriz interna do ângulo C. 
 
 Dessa forma, podemos redefinir as retas l1, l2 e l3 da seguinte forma: 
 

Sejam S1, S2 e S3, respectivamente, os simétricos de T1, T2 e T3 em relação 
às bissetrizes dos ângulos ∠A, ∠B e ∠C, respectivamente. L1 é a reta que passa 
por S2 e S3, l2 é a reta que passa por S1 e S3 e l3 é a reta que passa por S1 e S2. 

 
Claramente, l1, l2 e l3 determinam um triângulo inscrito na circunferência 

inscrita no triângulo ABC. 
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BRAHMAGUPTA PARA TODOS  
José Cloves Verde Saraiva - UEMA 

 
◆  Nível Intermediário 
 

Nestas notas apresentaremos as fórmulas da geometria plana para o 
cálculo da área de um triângulo e de um quadrilátero cíclico (inscrito numa 
circunferência) em função do comprimento de seus lados e de seu semi-
perímetro. Para o triângulo esta é conhecida como a fórmula de Heron de 
Alexandria, embora escritores árabes afirmem que esta foi descoberta por 
Arquimedes. Para os quadriláteros cíclicos há uma generalização natural da 
fórmula de Heron, tão importante, que é considerada como a mais notável 
descoberta da geometria hindu, feita por BRAHMAGUPTA. Originalmente a 
prova de Brahmagupta faz uso do conhecido Teorema de Ptolomeu para 
quadriláteros cíclicos. Aqui, estas duas fórmulas são deduzidas, elementarmente, 
da Lei dos co-senos para um triângulo. 
 
1.  A FÓRMULA DE HERON 

 
Seja ABC∆ um triângulo cujos lados medem a, b e c indicados na figura abaixo, 
então a medida da área deste triângulo é dada pela fórmula:  
 

))()(( cpbpappS −−−=  

onde )(
2
1 cbap ++= é o semi-perimetro do ABC∆ . 

  B

  A  C

  a   c
  h

  b
 

________________________________________________________________________________ 
O autor agradece o apoio à pesquisa da Universidade Estadual de Maranhão (UEMA) e o saudável 
ambiente de trabalho do DEMATI-CECEN 
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Prova: Todos sabem que a área de um triângulo é calculada pela fórmula 

.
2
1 bhS =  Nas condições aqui tratadas sabemos que a altura relativa ao lado CA  é 

dada por ,Ĉsenah ⋅=  donde podemos escrever para a área: 
 

(*)  ˆ  
2
1 CsenabS =  

 
É também muito conhecida a Lei dos co-senos para um triângulo. E, pela figura 
acima, esta pode ser escrita como:  
 

(**)  ˆcos2222 Cabbac ⋅−+=  
 

Com efeito, elevando ao quadrado S na expressão (*) temos que: 
 

)ˆcos)(ˆcos(       

)ˆcos1()ˆcos1()ˆcos1(  ˆ4 2222222

CababCabab

CabCabCbaCsenbaS

+−=

=+⋅−=−==
 

 
Multiplicando este último resultado por 4, obtemos:  

 )ˆcos22)(ˆcos22(16 2 CababCababS +−=  
 

no qual podemos completar quadrados e adequar os fatores para o uso da Lei dos 
co-senos (**) temos: 
 

])][()([])][()([        

]ˆcos22][ˆcos22[16
22222222

222222222

cbabaccbacba

CabbaabbaCabbaabbaS

−+−−=−++−−=

=⋅+−−++⋅−+++−−=

 
fatorando as diferenças de quadrados, podemos escrever: 

))()()((        
))()()((16 2

cbacbacbacba
cbacbabacbacS
−++−++−++=
−++++−−+=  

 
Aonde, dividindo por 16: 

)2(
2
1)2(

2
1)2(

2
1)(

2
12 ccbabcbaacbacbaS −++−++−++++=  
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Portanto: 





 −++



 −++



 −++++= ccbabcbaacbacbaS )(

2
1 )(

2
1 )(

2
1)(

2
12  

substituindo o semi-perímetro ),(
2
1 cbap ++=  concluímos que: 

))()(( cpbpappS −−−= , a conhecida fórmula de Heron. 
De uma certa analogia da fórmula acima demonstrada deduzimos, a seguir, o 
resultado principal destas notas. 
 
 
2. A FÓRMULA DE BRAHMAGUPTA 

 
A medida da área de um quadrilátero cíclico de lados a, b, c, d cujo semi-
perímetro denotado por p é a seguinte: 

))()()(( dpcpbpapK −−−−=  
 

  A

  D

    B

  C

  x

  a
  b

 d
   c

 

onde )(
2
1 dcbap +++=  

)(
2
1)( dcbaap +++−=−  

)(
2
1)( dcbabp ++−=−  

)(
2
1)( dcbacp +−+=−  

)(
2
1)( dcbadp −++=−  

 
Os seguintes fatos elementares são considerados na prova: 
 
I. Seja um quadrilátero tal que seus ângulos opostos internos sejam 

suplementares: na figura temos °=+ 180ˆˆ DB (esta relação vale para os 
quadriláteros cíclicos). 

 
II. As áreas dos triângulos 1S e 2S são dadas pelas relações:  

BsenabS ˆ
2
1

1 ⋅=  e DsencdS ˆ
2
1

2 ⋅=  
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III. A diagonal x, indicada na figura anterior, pela Lei dos co-senos aplicada 
aos triângulos 1S e 2S verifica a relação: 

DcddcxBabba ˆcos2ˆcos2 22222 ⋅−+==⋅−+  
 

Prova: De I. obtemos que ,1)ˆˆcos( −=+ DB  que implica a igualdade 

DBDsenBsen ˆcosˆcos1ˆˆ ⋅+=⋅  (*). Com efeito, seja K a medida da área do 
quadrilátero cíclico dada por: 21 SSK += , Substituindo II. Obtemos a igualdade 

DsencdBsenabK ˆˆ2 ⋅+⋅= . Elevando ao quadrado obtemos:  
DsendcDsenBsenabcdBsenbaK ˆˆˆ2ˆ4 2222222 ⋅+⋅⋅⋅+⋅=  

 
substituindo (*) no produto de senos temos:  

 
)ˆcos1()ˆcosˆcos1(2)ˆcos1(4 2222222 DdcDBabcdBbaK −+⋅++−=  

 
ou melhor, 
 

)ˆ2cos1(22)ˆcosˆcos1()ˆcosˆcos1()ˆ2cos1(2224 DdcDBabcdDBabcdBbaK −+⋅++⋅++−=

)ˆcos1)(ˆcos1(22)ˆcos1()ˆcos1()ˆcos1)(ˆcos1(2224 DDdcBcdDabBBbaK +−+++++−=
 
Multiplicando, adequadamente, por 4 os dois membros, 
 

)]ˆcos1()ˆcos1([2)]ˆcos1()ˆcos1([2216 DcdBabDcdBabK −⋅++⋅⋅⋅+⋅+−⋅=  

]ˆcos2ˆcos22ˆcos2][2ˆcos22ˆcos2[216 DcdDcdabBabcdDcdabBabK ⋅−⋅++⋅−⋅−−⋅−=
 
Substituindo a relação III. obtemos:  
 

]2)(2][2)(2[16 222222222 cddcabbacddcabbaK ++−++−+−−+−=  

])()][()()[(16 22222 dcbadcbaK −−++−−−=  

)]())][(())][(())][(()[(16 2 dcbadcbadcbadcbaK −++−−+++−+−−−=  
 
por tanto temos que: 

)(
2
1)(

2
1)(

2
1)(

2
12 dcbadcbadcbadcbaK −+++−+++−+++−=  

daí, é imediato ver que:  
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))()()((2 dpcpbpapK −−−−=  
permitindo concluir que,  

))()()(( dpcpbpapK −−−−=  
concluindo a prova. 
 
Como observação final, a fórmula acima demonstrada não pode ser mais geral do 
que foi provado por BRAHMAGUPTA. De fato, a fórmula vale exatamente para 
os quadriláteros cíclicos. Em geral, se o quadrilátero não for cíclico, sua área é 
estritamente menor que ))()()(( dpcpbpap −−−− , pois nesse caso 

DBDsenBsen ˆcos ˆcos1ˆ ˆ +< , o que pode ser usado como na prova acima para 
provar nossa afirmação. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
REFERÊNCIA 
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EQUAÇÕES DE RECORRÊNCIA  
Héctor Soza Pollman - Universidade Católica do Norte - Antofagasta, Chile 

 
◆  Nível Avançado 
 
 Frenqüentemente em teoria da Computação (ver exemplo [2]), ao analisar 
o tempo de execução de um algoritmo (ou o espaço ocupado na memória pelos 
dados), obtemos uma (ou mais) equações discretas, chamadas de Equações de 
Recorrência, cuja incógnita é uma função inteira f(n), que geralmente é uma 
função do tamanho n do problema (por exemplo: a quantidade de dados a ordenar 
se é um algoritmo de ordenamento). Esta equação resulta ser uma relação entre 
f(n) e seus valores prévios, como são f(n – 1), f(n / 2), ou outro. Além disso se 
conhecemos o algoritmo analisado com detalhe, podemos estabelecer um valor de 
bordo num ponto dado (como f(0) por exemplo). Neste artigo são apresentados 
alguns dos métodos desenvolvidos para resolver este tipo de equações, as quais 
aparecem em ordem de dificuldade. 
 
 Os tipos de equações de recorrência a serem consideradas são as 
seguintes, em que a incógnita é a sucessão nx com :0≥n  
 
1. EQUAÇÃO LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM COM COEFICIENTES DE VALOR INTEIRO 1.  
 
O tipo mais simples de equação de recorrência de primeira ordem é: 

nnn bxx +=+1  , 0≥n  
em que 0x  e a sucessão nb  são dados do problema. Sua resolução faz uso da 
propriedade telescópica da soma obtendo: 

∑
−

=

+=
1

0
0 ,

n

i
in bxx  1≥n   

Exemplo: Para a equação: ,0 ,21 ≥+=+ nxx n
nn  com ,10 =x  obtemos 

.0,2 ≥= nx n
n  

 
2. EQUAÇÃO LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM COM COEFICIENTES CONSTANTES. 
 
A equação linear de primeira ordem com coeficientes constantes é: 

,1 nnnnn cxbxa += −  0≥n  
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em que 0x  e as sucessões numéricas na , nb  e nc  são dados do problema (as 
sucessões na e nb não devem ser nulas). Para resolver esta equação ela deve ser 
multiplicada pelo fator nS  (chamado fator somante): 

nnnnnnnn cSxbSxaS += −1  
Impõe-se a condição: 

11 −−= nnnn aSbS  (1) 
com o qual obtemos: 

nnnnnnnn cSxaSxaS += −−− 111  
 

Observa-se que a equação anterior se reduz a uma de primeiro tipo, e que sua 
solução é: 

∑
=

≥+=
n

i
ii

nn
n ncSxaS

aS
x

1
000 0),(1  

 
O fator somante é obtido a partir da condição (1) e considerando que :10 =S  

1,
...
...

121

0121 ≥=
−

−− n
bbbb
aaaa

S
nn

nn
n  

 
EXEMPLO: AS TORRES DE HANOI. 
Dadas três varetas e n discos de distintos tamanhos colocados na primeira vareta 
em ordem de tamanho (do menor ao maior), mover estes n discos desde a vareta 
inicial até a terceira usando a segunda como auxiliar, sem colocar um disco de 
tamanho maior sobre um de tamanho menor (para maiores explicações ver [4]). 
Se nx é a quantidade de movimentos para levar os n discos da primeira a terceira 
vareta, podemos provar, ao analisar como são distribuídos os movimentos, que, se 

nx é a quantidade de movimentos para mover os n discos desde a primeira à 
terceira vareta (com ),0≥n então: 

1   ,12 1 ≥+= − nxx nn  
com .00 =x  De fato, dada uma solução do problema de Hanoi com n – 1 discos 
em 1−nx  movimentos, podemos mover os n – 1 primeiros discos para a segunda 
vareta, depois mover o último disco para a terceira vareta e por fim mover os 

1−n  primeiros discos para a terceira vareta, gastando 
121 111 +=++ −−− nnn xxx movimentos. Neste caso temos que o fator somante 

resulta ser: .
2
1
nnS =  Logo, a solução da equação das torres de Hanoi é: 
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0   ,12 ≥−= nx n
n  

Observamos, por exemplo, que para n = 3 devem ser realizados 7 movimentos. 
Deixamos como exercício para o leitor provar que é impossível resolver este 
problema usando uma  quantidade menor de movimentos. 
 
3. EQUAÇÕES HOMOGÊNEAS DE PRIMEIRA ORDEM COM COEFICIENTES CONSTANTES. 
 
Considere a equação: 

0   ,0... 011 ≥=+++ −+−+ nxaxaxa nknkknk  (2) 
em que kaa ,...,0  são sucessões independentes de n, e os valores de ix  são 
conhecidos para i = 0, ..., k – 1 (correspondem aos valores de bordo). Supondo 
que a equação (2) admite uma solução do tipo: ,n

nx λ=  em que λ  é um 
parâmetro inteiro, e substituindo em (2) temos: 

0... 0
1

1 =+++ −+
−

+ nkn
k

kn
k aaa λλλ  

Se 0≠λ então obtemos a equação característica associada a equação (2): 
0... 0

0
1

1 =+++ −
− λλλ aaa k

k
k

k  
Vamos mostrar que se esta equação tem as raízes complexas rλλ ,...,1  com 
multiplicidades N∈rααα ,...,, 21 , respectivamente, então as soluções de (2) são 

exatamente as seqüências )( nx  da forma ,)(...)()( 2211
n
rr

nn
n nQnQnQx λλλ +++=  

onde rQQ ,...,1  são polinômios com grau ,)( iiQ α<  ri ≤≤1 (em particular, se iλ  
é uma raíz simples então iQ  é constante). 

Seja  0
1

1 ...)( axaxaxP k
k

k
k +++= −

−  um polinômio.  
Dizemos que uma seqüência N∈nnx )(  satisfaz a propriedade Rec ))(( xP se 

N∈∀=+++ −+−+ nxaxaxa nknkknk ,0... 011 . Não é difícil verificar os seguintes 
fatos: 
 
i) Se )( nX e )( nY  satisfazem Rec ))(( xP e C∈c então nnn cYXZ +=)( satisfaz 
Rec ))(( xP . 
 
ii) Se 0

1
1 ...)( bXbXbxQ r

r
r

r +++= −
−  e )( nX satisfaz Rec ))(( xP então  )( nX  

satisfaz Rec ))()(( xQxP    

(isso segue de N∈∀=+++ +−++−++
=
∑ nXaXaXab jnkjnkkjnk

r

j
j ,0)...( 011

0
) 
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iii) )( nX  satisfaz Rec ))(( xP  se e só se ( )n
nn XY λ=)(  satisfaz 

Rec ))(( XP λ (substitua jn
jn

jn YX +
+

+ = λ  em ∑
=

+ =
k

j
jnj Xa

0
).0  

iv) Se ∑
=

=
n

k
kn xS

0
 então )( nx  satisfaz  Rec ))(( xP  se e só se )( nS  satisfaz 

Rec ))()1(( xPx −  (escreva jnjnjn SSx +++++ −= 11  e substitua em ∑
=

++ =
n

j
jnj xa

0
1 ).0  

Por iii), para ver que, para todo polinômio )(xQ  de grau menor que m, 
n

n nQX λ)(=  satisfaz Rec ),)(( mx λ−  basta ver que ( ))()( nQYn = satisfaz 

Rec ),)1(( mx −  o que faremos por indução. Isso é claro se m = 1, e em geral, se 

),()1(1 nQnQYYZ nnn −+=−= +  como )()1()(~ xQxQxQ −+= tem grau menor 

que m – 1, )( nZ  satisfaz Rec ))1(( 1−− mx (por hipótese de indução), e logo, por 
(iv), )( nY  satisfaz Rec ).)1(( mx −  Essa observação, combinada com ii), mostra 

que se r
rxxxxP ααα λλλ )...()()()(( 21

21 −−−= , e grau iiQ α<)(  para ri ≤≤1  

então ∑
=

=
r

i

n
iin nQx

1
)( λ satisfaz Rec ))(( xP . 

Para ver que se )( nx satisfaz Rec ))(( xP então nx  é da forma acima, usaremos  
indução novamente.  
 

Supomos 01 ≠λ  e tomamos n
nn XY 1λ= , ). com( 001 YZYYZ nnn =−= +  

Por iii) e iv), nZ satisfaz Rec ))1()(( 1 −xxP λ  e, portanto por hipótese de indução, 

,))((~...))((~)(~
11221

n
rr

n
n xQxQxQZ λλλλ +++=  onde grau iiQ α<~  para 

ri ≤≤2 e grau .1~
11 −<αQ  

Para terminar a prova, vamos mostrar que se existem polinômios kPPP ,...,, 21  tais 

que n
kk

n
nn nPnPnPYY ββ )(...)()( 2211 +++=−+  (onde 1, kββ ,...,2  são complexos 

distintos e 2,0 ≥∀≠ iPi ) então ,)(~...)(~)(~
221

n
kk

n
n nPnPnPY ββ +++= onde 

kPP ~,...,~
1  são polinômios com grau ii PP ~grau  =  para 2≥i e grau 

,1grau  ~
11 += PP por indução na soma dos graus dos polinômios iP , onde 

convencionamos que o grau do polinômio nulo é –1. 
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(no nosso caso temos ,1λλβ ii =  e como n
n

n YX 1λ=  o resultado segue 
imediatamente). 
  
Para provar essa afirmação observamos inicialmente que, se a soma dos graus de 

iP  é –1, então ,,01 nYY nn ∀=−+  e logo, nY  é constante e, em geral, 
consideramos 2 casos: 
 
a) .0,...)( 0

1
11 ≠+++= −
− m

m
m

m
m ccxcxcxP  Nesse caso definimos 

,
1

~ 1

+
−=

+

m
nc

YY
m

m
nn  e temos ,)(...)()(~~

1211
n
kk

n
nn nPnPnQYY ββ +++=−+ com 

grau .mQ <  Por hipótese de indução, nY~  (e logo nY ) é da forma desejada. 
 
b) .0,...)( 0

1
12 ≠+++= −
− s

s
s

s
s ddxdxdxP  Nesse caso, definimos 

,
1

~

2

2

−
−=
λ

λns
s

nn
ndYY  e temos  ,)(...)()()(~~

33211
n
kk

nn
nn nPnPnQnPYY βββ ++++=−+  

com grau .sQ <  Por hipótese de indução, nY~  (e logo nY ) é da forma desejada. 
 
Exemplo: )( αnsenxn =  satisfaz uma recorrência linear. De fato, 

⇒+=+=+ αααααα sennnsennsenxn )cos(cos)()(1  
⇒+=+=+ αααααα 2)cos(2cos)()2(2 sennnsennsenxn  

,)cos22(cos2
12 nnn x

sen
senx

sen
senx α

α
αα

α
α

−=−⇒ ++  ou seja, 

.cos2 12 nnn XXx −= ++ α  Note que nx  não parece ser da forma geral descrita 
nesta seção, mas de fato, 
 

nnnini
inin

n isen
i

isen
i

e
i

e
ii

eex )(cos
2
1)(cos

2
1)(

2
1)(

2
1

2
αααααα

αα

−−+=−=
−

= −
−

 
Obs. Se )( nx satisfaz Rec ))()1(( xPx − , onde ,...)( 0

1
1 axaxaxP k

k
k

n +++= −
−  

então, se definirmos ,... 011 nknkknkn xaxaxaY +++= −+−+  teremos 
N∈∀=+ nYY nn ,1 , ou seja, nY  é constante. Assim, nknk xaxa 0...+++  é um 

invariante da seqüência nx , o que é uma observação útil para muitos problemas 
olímpicos. Veja o problema 3 da IMO. 
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EXEMPLO: OS NÚMEROS DE FIBONACCI. 
 
A sucessão que lhes dá origem é: 0,12 ≥+= ++ nfff nnn  
em que 0f  e 1f  são dados. Ao aplicar o método analisado, considerando 0f = 0 e 

,11 =f  obtemos o polinômio característico ,012 =−− λλ cujas soluções são: 

,
2

51
1

+
=λ  

2
51

2
−

=λ  

Considerando as condições do bordo a solução geral da equação de Fibonacci é 
(ver [3]): 

0),(
5

1
21 ≥−= nf nn

n λλ  

 
Observa-se que os valores associados a esta sucessão são todos inteiros. Por 
exemplo: ,3,2 43 == ff  etc. Podemos comprovar que, se n converge a infinito 

então 2λ  converge a zero, portanto, nf  é da ordem de ,1
nλ  e a fração nn ff 1+  

converge a  1λ . 
 
 
4. EQUAÇÕES NÃO HOMOGÊNEAS DE PRIMEIRA ORDEM COM COEFICIENTES 
CONSTANTES. 
 
A equação mencionada é do tipo: 

,... 01 nnkknk yxaaxa =+++ −+  
onde kaaa ,...,, 10  são constantes e ny  satisfaz uma equação homogênea de 
primeira ordem com coeficientes constantes. 
Supondo que ny  satisfaça 

,0... 011 =+++ −+−+ nnn ybybyb  
onde bbb ,...,, 10  são constantes, observamos que  

+++ +++ )...( 0 mkmk xaxab  
...)...( 1011 +++ −++−+− mkmk xaxab  

,0)...( 00 =+++ mkmk xaxab  
ou seja, temos uma equação homogênea de primeira ordem com coeficientes 
constantes. 
Pode-se demonstrar que a equação característica da recorrência é: 

.0)...()...( 0
1

10
1

1 =+++⋅+++ −
−

−
− bxbxbaxaxa k

k
k

k  
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Exemplo 1: Considere a seguinte equação de recorrência 



 ≥

=− − contrário caso ,0
;1 4, de multiplo é  se  ,1

1
nn

xx nn  

.00 =x  





=
contrário caso ,0

a.recorrênci a satisfaz 4, de multiplo é  se  ,1 n
yn  

.0,044 ≥=−⇔= ++ nyyyy nnnn  Assim, 
⇔=−−− −++ 0)()( 134 nnnn xxxx  

0134 =+−− −++ nnnn xxxx  e 
;00;0 1010 =⇔=−= xxxx  

;00 212 =⇔=− xxx  
;00 323 =⇔=− xxx  
.11 434 =⇔=− xxx  

A equação característica é 0)1()1(01 445 =−⋅−⇔=+−− xxxxx  a qual 
possui as raízes 1 (raiz dupla); –1; i ; – i. Ou seja,  

,)1()1(1)( nnnn
nn EiDCBAx −⋅+⋅+−⋅+⋅+=  

A, B, C, D, E constantes. 
De fato, considerando as condições de bordo, 

⇔−⋅
−

+⋅
+

+
−

+−= nn
n

n iiiinx )(
8

)1(
8

)1(
8
)1(

8
3

4
 

8
3)1())1()1()1((

4
−−+−−++

+=
nnn

n
iiinx  

(É interessante notar que, na verdade, .)
4 



=

nxn  

 
Exemplo 2: Seja a seguinte equação de recorrência, que considera logaritmos em 
base 2:  
 

3,loglog)(2)( 22 ≥+= nnnfnf  
1)2( =f  

Neste caso aplicamos uma troca de variável para ir desta equação a uma equação 
linear, e poder resolvê-la, o qual significa que haverá solução só para os valores 
de n que tome com este cambio. Este é: 
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k
n 22= , 

122
−

=
k

n , kn =22 loglog  
 

Ao efetuar essas substituições na equação obtemos: 
kxx kk =− −12  (3) 

onde: 
)2()( 2k

fnfxk ==  

1)2(
02

0 == fx  
 

A equação (3) é uma equação não homogênea. Procedendo como acima ∆  
obtemos: 

0254 112 =−+− −++ kkkk xxxx  
 

cuja solução considerando a condição do bordo é: 
0,232 ≥⋅+−−= kkx k

k  
 

Logo, voltando a variável n original, a solução final é: 
,2logloglog3)( 222 −−= nnnf  0,22 ≥= kn

k
 

 
A solução só tem resultados inteiros para os valores de n mencionados. Por 
exemplo: ,8)16(,3)4( == ff etc. Deixamos a prova deste fato como exercício 
para o leitor. 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 



Sociedade Brasileira de Matemática 

EUREKA!  N°9,  2000 

41

EQUAÇÕES FUNCIONAIS  
Eduardo Tengan - Colégio Etapa 

 
◆  Nível Avançado 
 

Uma das técnicas básicas para a resolução de equações com funções é 
perceber quando ela é injetora, isto é, quando .)()( babfaf =⇒= Isto é 
particularmente freqüente em problemas em que temos equações do tipo 

.0,))(( ≠= kkxxff  De fato, .))(())(()()( bakbkabffaffbfaf =⇔=⇔=⇒=  
"Sabendo que f é injetora, podemos provar novas relações aplicando f dos dois 
lados da equação". Por exemplo, considere o seguinte problema: 

 
(IMO) Seja +Q o conjunto dos racionais positivos. Construa uma função 

++ →QQ:f  tal que yxfyxff )())(( =  para todo ., +∈Qyx  
Para x = 1, temos yfyff )1())(( = e daí temos que f é injetora: 

,)1((  .)1()1())(())(()()( +∈=⇔=⇔=⇒= Qfbabfafbffaffbfaf  logo 
).0)1( ≠f  

Agora, vamos provar que a função é multiplicativa, isto é, que 
).()()( bfafabf =  Aplicamos f a cada membro da equação, 

ab
fabff )1())(( =  

ab
f

b
affbfaff )1())(())()(( ==  

Como os resultados são iguais e f é injetora, concluímos que ).()()( bfafabf =  
Daí temos: 

1)1()1()1()11( =⇔=⋅ ffff  

)(
111)(11)(1
afa

f
a

faf
a

faf
a

af =





⇔






=⇔






=






 ⋅  

)(
)(1

bf
af

b
af

b
af =






 ⋅=






  

Assim, basta construir a função para os inteiros positivos. Mais ainda, basta 
defini-la para os primos. Devemos ter .1)1())(( ppfpff ==  Pensando um 
pouco, sendo ,...,, 321 ppp  todos os primos, podemos tomar 
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=
+

−

ímpar é   se 1
par é    se    

)(
1

1

np
np

pf
n

n
n  

 
e verificar que a condição inicial é satisfeita. 
 
EXERCÍCIO 1 
(IMO) Determine o menor valor possível de f(1998), onde f é uma função do 
conjunto N dos inteiros positivos nele mesmo, tal que, para todo :, N∈nm   

.))(())(( 22 nfmmfnf =  
 
Para funções de domínio real, podemos utilizar desigualdades para obter 
igualdades. Por exemplo, considere o seguinte problema. 
 
Determine todas as funções RR →2:f  tais que aaaf =);(  para todo R∈a  e 

),(),( dcfbafdcba <⇒+<+  para quaisquer a, b, c, d R∈ . 
Observe, em primeiro lugar, que, para ,0>ε  







 +

+
+

+
≤≤






 −

+
−

+ εεεε
2

,
2

),(
2

,
2

babafbafbabaf  

(*)   
2

),(
2

εε +
+

≤≤−
+

⇔
babafba  

Logo é razoável que .2)(),( babaf +=  Suponha que existam 0a  e 0b  tais que 
.2)(),( 0000 babaf +≠  Se ,2)(),( 0000 babaf +>  então 0,2)(),( 0000 >++= ppbabaf . 

Mas 22)(),( 0000 pbabaf ++≤  por (*), ou seja, 
,022)(2)( 0000 ≤⇔++≤++ ppbapba  absurdo. 

Analogamente 2)(),( 0000 babaf +<  é impossível. Logo 2)(),( babaf +=  
para todo ., R∈ba  
Podemos utilizar um raciocínio semelhante em diversos problemas que envolvem 
funções crescentes. Às vezes, é necessário obter a desigualdade a partir das 
condições do problema, muitas vezes, utilizamos relações como ( ) ( )( )22 xfxf =  

para concluir que 0)(0 ≥⇒≥ xfx (basta substituir x  no lugar de x na relação 
anterior). 
Observe o exercício a seguir. 
Seja f uma função de R em  R  tal que f(1) = 1, f (a + b) = f(a) +f(b) para todo a, 
b e 1)1()( =xfxf  para todo .0≠x  Prove que xxf =)(  para todo número real. 
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É fácil ver que nnf =)(  para todo n inteiro positivo e de 
0)0()0()0()0( =⇔+= ffff  e ,1)1()1()1()0( −=−⇔−+= ffff  que 

xxf =)(   para  todo  .Zx∈   Para   verificar   este   resultado   para  ,Q∈x   basta  
utilizar ).(1)1( xfxf =  Observamos ainda que f é injetora: temos 

).()()()()()( yfxfyxfxfyxfyf −=−⇔=−+   
Como ,0)(1)1()( ≠⇒=⋅ xfxfxf  então 00)( =⇔= xxf  e 
 .00)(0)()()()( yxyxyxfyfxfyfxf =⇔=−⇔=−⇔=−⇔=  
Para estender o resultado para R, precisamos obter uma desigualdade (na 
verdade, é só desta forma que poderemos distinguir o conjunto dos racionais do 
conjunto dos reais. No jargão matemático, dizemos que R é um corpo ordenado 
completo). Utilizando a observação que precede o exercício, vamos tentar 
calcular ).( 2xf  

Se 0)(, 22 ≠−≠ aafaa  (pois f é injetora), logo 









−
+=








−
=

−
=

− aa
f

aa
f

aafafaf 1
111

)(
1

)()(
1

222  

,))(()(
)1(

1
)(

1
1

11 22 afaf
afafa

f
a

f =⇒
−

+=







−
+






=  

que vale também quando 02 =⇔= aaa  ou .1=a  
Agora, observando que ),()(0)(0 bfafbafbaba >⇒>−⇒>−⇒>  
concluímos verificando que, por exemplo, se 00 )( xxf > para algum ,0 R∈x  que 
se 00 )( xxf <  então existe um Q∈q  tal que .)( 00 xqxf >> Porém 

),()()( 000 xfqxfqfxq >⇔>⇒> o que é absurdo. O caso 00 )( xxf < é 
análogo, o que termina o problema. 
 
EXERCÍCIO 2 
(IMO) Encontre todas as funções RR→:f  tais que .)())(( 22 xfyyfxf +=+  

Dica: Prove que 22 ))(()( xfxf =  e que ),()()( yfxfyxf +=+ para 0≥x  e 
,R∈y então conclua. Se voce não conseguir concluir, puxa!! Você passou muito 

perto da resolução. 
 
EXERCÍCIO 3 
(IMO) Encontre todas as funções f, definidas no conjunto dos reais não negativos 
e assumindo valores reais não negativos, tais que: 
i) )()())(( yxfyfyxff +=  para todo 0, ≥yx   
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ii) 0)2( =f  
iii) 0)( ≠xf para 20 <≤ x   
Dica: ).(22 yfxyx ≥⇔⋅≥  Incrível, não? 
PONTO FIXO 
Muitas vezes, é útil considerarmos os pontos fixos de uma função, isto é, pontos x 
tais que .)( xxf =  Para mostrar que esta simples consideração leva, muitas vezes, 
à solução do problema, observe abaixo o seguinte exemplo: 
 
(IMO) Seja S o conjunto dos reais maiores que –1. Encontre todas as funções 

SSf →:  satisfazendo as condições 
i) Syxxyfxfyyxfyfxf ∈∀++=++ ,),()())()((  
ii) xxf )(  é estritamente crescente para – 1 < x < 0 e x > 0. 
Para x = 0, temos ),0())0(1())(( ffyyff ++=  donde concluímos que f é 
injetora. De )0())0(( fff = e da injetividade de f, concluímos que .0)0( =f  
Seja 0x  um ponto fixo de f. Sabemos da condição ii) que há no máximo um ponto 
em cada um dos intervalos (–1; 0) e (0; + ∞). Substituindo 0xyx ==  em i), 

encontramos ( ) .22 0
2
00

2
0 xxxxf +=+  

Se ),0;1(2),0;1( 0
2
00 −∈+−∈ xxx  logo 00

2
0 2 xxx =+ , absurdo. Analogamente, 

não há pontos fixos em ).;0( +∞  
Assim, 0 é o único ponto fixo de f. Substituindo x = y em i), temos 

),()())()(( xxfxfxxxfxfxf ++=++  ou seja )(xxf é ponto fixo e, portanto, 
igual a 0, logo ),1()( xxxf +−=  que satisfaz i) e ii). 
EXERCÍCIO 4 
(IMO) Encontre todas as funções f definidas no conjunto dos reais positivos e 
assumindo valores neste conjunto e que satisfaz as condições: 
i) )())(( xyfyxff =  para todo ;, *

+∈Ryx   
ii) 0)( →xf  quando .+∞→x   
 
EXERCÍCIO 5 
(Torneio das Cidades) Mostre que não existem funções RR→:f  tais 

.1996))(( 2 −= xxff  Dica: utilize pontos fixos, mas utilize mesmo! 
EXERCÍCIO 6 
(IMO) Seja 0N  o conjunto dos inteiros não negativos. Encontre todas as funções 

00: NNf →  tais que ),())(())(( nfmffnfmf +=+   ., 0Nnm ∈∀  
Dica: considere o menor ponto fixo da função. 
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nova seção por parte dos seus leitores. 

Aproveitamos a oportunidade para agradecer aqueles que nos enviaram 
sugestões, opiniões, críticas e principalmente soluções para os problemas. 
Cumpre informar, aos leitores, que por uma questão de espaço físico as soluções 
de todos os problemas propostos, em um exemplar de EUREKA!, não poderão ser 
apresentadas no número posterior ao daquele em que foram publicados visto que 
a revista possui outras seções de grande interesse do público em geral. 
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Primeiramente vamos aos problemas propostos deste número 

32. (Moldávia-1998) A seqüência ( )na , ∈n N* verifica as relações 
2
1

1 =a  e 

12 1

1

+
=

−

−

n

n
n na

a
a para todo número natural 1>n . Calcule 199821 aaa +⋅⋅⋅++ . 

33. (Moldávia-1999) Seja n  um número natural tal que 22n  possui 28 divisores 
distintos e o número 23n  possui 30  divisores distintos . Qual o número de 
divisores do número 26n ? 
 
34. (Ucrânia-1996) A seqüência ( )na , 0≥n  é tal que 10 =a , 0100 =a , e para todo 

1≥n , tem-se que 111 2 −+ −= nnn aaaa  . 

a) Mostre que 11 ≤a . 

b) Determine 1996a  
 
35. (Ucrânia-1997) Seja ( )nd  o maior divisor ímpar de um número natural n . 

Definamos uma função :f N →N tal que ( ) nnf 212 =− e ( ) ( )






+=

nd
nnnf 22  
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para todo ∈n N. Determine todos os valores de k  tais que ( )( )( ) 1997...1... =fff  
onde f é iterada k vezes. 
 
36.  (China-1999) Seja PQRS um quadrilátero inscrito num círculo e cuja medida do 
ângulo PSR∠   seja igual a o90 . Se H  e K  são os pés das perpendiculares 
baixadas de Q  sobre PR  e PS  respectivamente (convenientemente prolongados 
se necessário). Mostre que HK  divide QS ao meio. 
 
37. (Rússia-1999) Os algarismos de um inteiro positivo A  em sua representação no 
sistema de numeração decimal crescem da esquerda para a direita. Determine a 
soma dos algarismos do número A⋅9 . 
 
38. (Japão-1999) Para um hexágono convexo ABCDEF  cujos lados possuem todos 
medidas iguais a 1, determine o valor máximo M  e o valor mínimo m  das 
diagonais AD , BE  e CF e seus possíveis conjunto de valores. 
 
39. (Irlanda-1999) Determine todos os inteiros positivos m  tais que a quarta 
potência do número de seus divisores positivos é igual a m . 
 
40. (Irlanda-1999) Mostre que existe um número inteiro positivo na seqüência de 
Fibonacci que é divisível por 1000 . 
 
41. (Taiwan-1999) Seja *P o conjunto de todos os números primos ímpares 
menores do que 10000 . Determine todos os números primos *Pp∈ tal que para 
cada subconjunto S  de *P , digamos, { }k, ... , p, ppS 21=  , com 2≥k , sempre 
que Sp∉ , existe algum q em *P , mas não em S  tal que 1+q  é um divisor de 
( )( ) ( ).111 21 +⋅⋅⋅++ kppp  
 
42. (Taiwan-1999) As alturas de um triângulo acutângulo ABC  onde ACAB >  
intersectam os lados BC , AC  e BC  nos pontos D , E  e F  respectivamente. Se 
EF  intersecta BC  no ponto P  e a reta que passa por D  e é paralela a EF  
intersecta AC  e AB  em Q e R  respectivamente, seja N  um ponto sobre o lado 
BC  tal que oNRPNQP 180<+∠ . Prove que CNBN > . 
 
43. (Bulgária-1999) Seja p  um parâmetro real tal que a equação 

032 =−− ppxx possui duas raízes reais distintas 1x   e 2x . 
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a) Prove que 03 2
21 >−+ pxpx . 

b) Determine o menor valor possível de 
2

2
12

2
21

2 33
33 p

pxpx
pxpx

p
A

++
+

++
= . 

Quando ocorre a igualdade ? 
 

44. (Bulgária-1999) Determine o menor número natural n  tal que a soma dos 
quadrados de seus divisores (incluindo 1 e n ) é igual a ( )23+n . 
 
45. (Bulgária-1999) Seja M  o ponto médio do lado BC  de um triângulo ABC  no 
qual oCAB 45=∠ e oABC 30=∠ . 

a) Determine AMC∠  

b) Prove que 
AC

BCABAM
2
⋅

=  

 
46. (Bulgária-1999) Sejam M  um ponto do interior de um quadrado ABCD  e 1A , 

1B , 1C  e 1D  os pontos de interseção de AM , BM , CM  e 
DM respectivamente com o círculo circunscrito ao quadrado ABCD . Mostre que 

11111111 CBDADCBA ⋅=⋅  . 
 
47. (Irã-1999) Determine todas as funções f : R →R que satisfazem a 

( )( ) ( ) ( )yxfyxfyxff 42 +−=+  para todos os números reais x  e y . 
 
48. (Irã-1999) Em um triângulo ABC a bissetriz do ângulo BAC∠  intersecta o lado 
BC  no ponto D . Seja Γ  um círculo tangente a BC  no ponto D e que passa pelo 
ponto A . Se M  é o segundo ponto de interseção de AC  com Γ  e se BM  
intersecta o círculo em P , mostre que AP  é uma mediana do triângulo ABD . 
 
49. (Repúblicas Tcheca e Eslovaca-1999) Determine o menor número natural que 
pode ser obtido colocando-se parêntesis na expressão  

2:3:4:5:6:7:8:9:10:11:12:13:14:15  
 

50. (Repúblicas Tcheca e Eslovaca-1999) A média aritmética de uma quantidade de 
números primos distintos é igual a 27 . Determine o maior número primo que 
aparece entre eles.  
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51. (Repúblicas Tcheca e Eslovaca-1999) Mostre que para todo número natural n  o 
produto  







 −⋅⋅⋅






 −





 −





 −

n
24

3
24

2
24

1
24  

é um inteiro. 
 
52. (Espanha-1998) As tangentes dos ângulos de um triângulo são inteiros 
positivos. Determine estes números.  
 
53. (Espanha-1998) Determine todas as funções estritamente crescentes  
f : N* → N* tais que ( )( ) ( )nfnfnf 2=+  

 
54. (Eslovênia-1999) Seja O o centro do círculo circunscrito ao triângulo ABC . Se 
P  e Q  são os pontos médios de AO  e BC  respectivamente, determine a 
medida do ângulo OPQ∠  se OPQCBA ∠⋅=∠ 4  e OPQACB ∠⋅=∠ 6 . 
 
55. (Eslovênia-1999) Determine todos os inteiros x  e y  que satisfazem à equação 

33 1279 yxyx =++ . 
 
56. (Estônia-1999) Determine todos os valores de a  tais que o valor absoluto de 
uma das raízes da equação ( ) 03522 22 =−+−−+ aaxax  seja igual a duas vezes 
o valor absoluto da outra raiz. 
 
57. (Estônia-1999) Sejam 1O  e 2O os centros de dois círculos que não se 
intersectam e de mesmo raio. Se s é a reta que passa pelos seus centros e t  é sua 
tangente comum externa, considere um círculo tangente aos dois círculos nos 
pontos K  e L  e também tangente às retas s  e t  nos pontos M  e P  
respectivamente. Determine a medida de 21OO . Mostre ainda que os pontos M , 
K  e N  estão alinhados onde N  é o ponto de tangência da reta t  com o primeiro 
círculo. 
 
58. (St.Petersburg-1999) 150 bolas de encher (bexigas) vermelhas , 150  azuis e 150  
verdes flutuam sob o teto de um circo. Existem exatamente 13bolas verdes 
dentro de cada bola azul e exatamente 5  bolas azuis e 19 bolas verdes dentro de 
cada bola vermelha. Mostre que algumas bolas verdes não estão contidas no 
interior de nenhuma das outras 449  bolas. 
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59. (St.Petersburg-1999) Todos os números inteiros positivos não superiores a 100  
são escritos em ambos os lados de 50  cartas (cada número é escrito exatamente 
uma vez). Estas cartas são postas sobre uma mesa de modo que somente os 
números que estejam  virados para cima podem ser vistos. Gustavo pode escolher 
várias cartas, virá-las e então calcular a soma de todos os 50números que 
aparecem agora. Qual é o valor máximo da soma S  tal que Gustavo pode com 
certeza obter uma soma não inferior a S ? 
 
60. (St.Petersburg-1999) Três mágicos apresentam um truque entregando a uma 
pessoa da platéia um maço de cartas numeradas com ).6(12,...,2,1 >+ nn  O 
espectador fica com uma das cartas e aleatoriamente distribui as restantes entre o 
primeiro e o segundo mágicos (cada um deles fica com n  cartas) . Estes olham 
suas cartas (sem se comunicar um ao outro) e cada um escolhe duas cartas  
formando um maço (ordenado) com estas cartas e as entrega ao terceiro mágico. 
O terceiro mágico olha estas quatro cartas e anuncia a carta que ficou com o 
espectador. Explique como este truque pode funcionar. 
 

 
 

Agora vamos aos comentários e soluções dos leitores para alguns dos 
problemas apresentados no número anterior de EUREKA!. O critério por nós 
adotado para este número foi apresentar as soluções dos problemas que foram, 
até o presente momento, resolvidos pelo maior número de leitores. 
 
4. (Reino Unido-1998) Em um triângulo ABC , D  é o ponto médio de AB  e E  é 
um ponto do lado BC   tal que ECBE 2= . Sabendo que BAEADC ∠=∠  
determine a medida do ângulo BAC∠ . 
 
Enviaram soluções Einstein do Nascimento Júnior (Fortaleza-CE), Geraldo 
Perlino Júnior (SP) e Diego Alvarez Araújo Correia (Fortaleza-CE).  
 
Solução de Einstein do Nascimento Júnior: 
Sejam BAEADC ∠=∠=α  e CDAEP ∩=  e tracemos pelo ponto D  uma reta 
paralela a AE  e que intersecta o lado BC  no ponto Q . Como EQEC = e 

PEDQ // então PDAP = . Daí, PCPAPD ==  e seja θ=∠=∠ PACPCA  

logo, oooPDAPABPACPCA 9018022180 =+⇒=+⇒=∠+∠+∠+∠ βααθ .  
 
7. (Rússia-1998) Existem números de n algarismos M e N onde todos os algarismos 
de M sejam pares, todos os algarismos de N sejam ímpares, cada um dos 
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algarismos de 0 a 9 ocorrendo exatamente uma vez entre M e N e tais que M 
divide N ? 
Enviaram soluções com comentários sobre um possível erro no enunciado: Diego 
Alvarez Araújo Correia (Fortaleza-CE) e Marcílio Miranda de Carvalho (Teresina 
– PI).  
 
Solução de Marcílio Miranda de Carvalho: 
 

ímparpar

NKMNM =⋅⇒| absurdo! 

 
Conclusão : Não existem M  e N  que satisfaçam às condições do problema 
Marcílio também observou que como a Rússia tem grande tradição em IMO’s 
deveria haver um erro no enunciado e que o mesmo possivelmente deva ser : “ ... 
e tais que N  divide M ”  apresentando  a seguinte solução para o novo 
enunciado :  

( )
( )9mod797531

9mod286420
≡++++≡
≡++++≡

N
M

 

 
( ) ( ) .89mod89mod27| ≥⇒≡⇒≡⇒=⋅⇒ KKKMKNMN   

Mas MKNN ⇒>⋅⇒≥ 51013579 possui mais de 5  algarismos.  
Conclusão : Não existem M  e N  que satisfaçam ás condições do problema. 
 

8. (Romênia-1998) O volume de um paralelepípedo é 3216cm e a sua área total é 
2216cm . Mostre que o paralelepípedo é um cubo. 

 
Enviaram soluções Einstein do Nascimento Júnior (Fortaleza-CE), Geraldo 
Perlino Júnior (SP), José Guilherme Moreira Pinto (Juiz de Fora - MG) e Diego 
Alvarez Araújo Correia (Fortaleza-CE).  
 
Solução de Diego Alvarez Araújo Correia: 
Sejam a , b  e c as medidas das dimensões do paralelepípedo. Pelo enunciado 
tem-se : 216=abc e 108=++ bcacab .  
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Como MGMA ≥ , 3

3
acbcabacbcab
⋅⋅≥

++ então 

( ) ( ) 363636216
3

108 3 23 2 ≥⇒==≥ abc . Como ocorre a igualdade, temos que 

cbacabcab ==⇒== . 
 
13. (Irlanda-1999) Uma função f  : N → N satisfaz às condições : 
 

( ) ( ) ( ) 1, é b e a de comumdivisor  máximo o se  bfafabf =  
( ) ( ) ( ) q. e p primos números os  todospara  qfpfqpf +=+  

Mostre que ( ) ( ) 33f ,22 ==f  e ( ) 19991999 =f .  
 

Enviaram soluções Marcílio Miranda de Carvalho (Teresina – PI) e Geraldo 
Perlino Júnior (SP).  
 
Solução de Marcílio Miranda de Carvalho: 
Seja p um número primo ímpar, então ( ) ( ) ( )pffpf ⋅= 22 . Como,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2222 =⇒=+= fpfpfpfpf  
Além disso, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )34124224 fffff =⇒=+= .  
 
Por outro lado 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3332632322125712 =⇒+=+++=⇒+= ffffffffff . 
 
Finalmente,  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .23232626131315155325 =⇒=⇒=⇒=⇒=+= fffffff  

Mas, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 29293131333311111313 =⇒=⇒=⇒=⇒= fffff . Logo, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 199919992001292332001 =⇒=⋅⋅= fffff  

 
14. (Suíça-1999) Determine todas as funções f : R\{ }0 → R satisfazendo  a 

( ) x
x

fxf
x

=





+−

11 para todos x ∈ R\{ }0 . 

 
Enviaram soluções Marcílio Miranda de Carvalho (Teresina – PI) e Geraldo 
Perlino Júnior (SP).  
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Solução de Geraldo Perlino Júnior: 

Seja ∈a R com 0≠a  . Fazendo ax −=  e 
a

x 1
=  na equação dada temos 

( ) a
a

faf
a

−=





−+−

11  e ( )
a

af
a

fa 11
=+






−⋅ . Resolvendo-se o sistema 

formado por estas duas equações chegamos a ( ) 





 +=

a
aaf 1

2
1 2  e portanto, 

( ) 





 +=

x
xxf 1

2
1 2 .  

 
15.  (Suíça-1999)  Dois círculos intersectam-se em dois pontos M  e N . Um ponto 
A  qualquer do primeiro círculo, distinto de M  e N , é unido aos pontos M  e 
N  de modo que as retas AM  e AN  intersectam  novamente o segundo círculo 
nos pontos B  e C . Mostre que a tangente ao primeiro círculo em A  é paralela a 
BC . 
 
Enviaram soluções Einstein do Nascimento Júnior (Fortaleza-CE), Geraldo 
Perlino Júnior (SP) e Diego Alvarez Araújo Correia (Fortaleza-CE) .  
 
Solução de Einstein do Nascimento Júnior: 
Seja θ=∠MNA  e P  um ponto sobre a tangente ao primeiro círculo em A . 
Temos então que MNAMAP ∠==∠ θ e como o quadrilátero MNBC  é inscritível 
então θ−=∠ oMNB 180  e daí θ=∠MCB  
resultando em BCAPCAPACB //⇒∠=∠ . 

17. (Ucrânia-1999) Mostre que o número 19990009999999+  é composto. 
 
Solução de Marcílio Miranda de Carvalho: 
 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) 4001  29991101031103

110110311031031101101031103103

110310103110310310102110109

101102110  1999000  9999999

333

333333333

336333666

337

⋅=++⋅−⋅=

=+⋅−⋅+−⋅⋅=+−+⋅+−⋅⋅=

=−⋅+−⋅+−⋅⋅=−⋅+−+⋅=

=⋅−⋅+−=+
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19. (Lituânia-1999) Duas cordas AB  e CD  de um círculo intersectam-se no ponto 
K . O ponto A  divide o arco CAD  em duas partes iguais. Se aAK =  e bKB = , 
determine a medida da corda AD . 
 
Enviaram soluções Marcílio Miranda de Carvalho (Teresina – PI), Einstein do 
Nascimento Júnior (Fortaleza-CE), e Geraldo Perlino (SP) e Geraldo Perlino 
Júnior (SP).  
 
Solução de Marcílio Miranda de Carvalho: 
 
Seja α=∠=∠ ADKABD então tem-se que os triângulos ADK  e ABD  são 
semelhantes logo, 

( ) ( ) ( )baaADbaaAD
AD

ba
a

AD
+=⇒+=⇒

+
= 2  

 
21. (Estônia-1999) Determine o valor da expressão 







+⋅⋅⋅+






+






+






+⋅⋅⋅+






+








1
2000

1999
2000

2000
2000

2000
1999

2000
2

2000
1 ffffff  

 supondo que ( ) 2

2

1 x
xxf
+

= . 

 
Enviaram soluções Marcílio Miranda de Carvalho (Teresina – PI), Einstein do 
Nascimento Júnior (Fortaleza-CE), Geraldo Perlino Júnior (SP), Diego Alvarez 
Araújo Correia (Fortaleza-CE) e Gibran Medeiros de Souza (Natal-RN).  
 
Solução de Marcílio Miranda de Carvalho: 

( ) 1
1
1

1

1

111

1

1
1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=
+
+

=
+

+
+

=







+









+
+

=





+

x
x

x
x

x
x

x

x

x
x

x
x

fxf . Logo o valor da 

expressão é  

( )
2

399911999
2000
20001999 =+=






+ ff  
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22. (Eslovênia-1999) Inicialmente os números 
1999

1 ,
1998

1 ..., ,
3
1 ,

2
1 ,1  são escritos 

em um quadro negro.  Em  cada  passo, escolhemos dois destes números, digamos  
a  e  b,  e  os  substituímos  pelo número abba ++ . Continuamos  desta  maneira 
até que reste um único número no quadro  negro. É possível que este número seja 
2000 ? Justifique sua resposta. 
 
Enviaram soluções Einstein do Nascimento Júnior (Fortaleza-CE) e Geraldo 
Perlino Júnior (SP).  
 
Resumo da solução de ambos com adaptações: 
 
Seja abbaba ++=⊗ . É fácil ver que abba ⊗=⊗  e ( ) ( ) cbacba ⊗⊗=⊗⊗  
e portanto podemos escolher os números em qualquer ordem. Calculemos os 
resultados então na ordem dada : 

1999
1999

11998,...,3
3
12 ,2

2
11 =⊗=⊗=⊗  

Deste modo vemos que nós sempre alcançaremos 1999  não podendo então 
alcançar 2000 . 
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SOLUÇÕES DE PROBLEMAS PROPOSTOS 
 Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores. 

 
42) Suponha que a, b e c são as medidas dos lados de um triângulo ABC, com 

semi-perímetro p e área S, verifique que 

s
p

cba
⋅≤++

2
3111  

e mais ainda: verifique que a igualdade acima ocorre apenas se o triângulo 
for equilátero. 

 
 
Solução de Marcelo Rufino de Oliveira (Belém-PA): 
 
Sejam  x = a + c – b   y = a + b – c   z = b + c – a 
Pela Desigualdade Triangular temos que  x > 0, y > 0 e z > 0. 
Assim, isoloando a, b e c:  a = x + y   b = y + z   c = z + x 
Pela Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica temos: 

xyyx 2≥+ ,  yzzy 2≥+   e  zxxz 2≥+   (1) 

Vamos desenvolver agora o valor de 
2111






 ++

cba
 em função de x, y e z, usando 

para isso o resultado (1): 
2222 111

4
1

2
1

2
1

2
1111111











++=










++≤








+

+
+

+
+

=





 ++

zxyzxyzxyzxyxzzyyxcba

 
Pela Desigualdade de Cauchy podemos afirmar que  

)(3)( 2
3

2
2

2
1

2
321 aaaaaa ++≤++ . 

Fazendo então  
xy

a 1
1 = , 

yz
a 1

2 =  e 
zx

a 1
3 =  concluímos que: 









++≤






 ++

zxyzxycba
111

4
3111 2

   (2) 

Calculando 
s
p  em função de x, y e z obtemos: 

zxyzxyxyz
zyx

xyzzyx
zyx

s
p 111

)(
++=

++
=

++

++
=  
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Assim, usando o resultado (2): 
 

2

22

4
3111

4
3111

s
p

zxyzxycba
=








++≤






 ++    ⇒   

s
p

cba 2
3111

≤++    (3) 

 
Como nas duas desigualdade usadas a igualdade vale se e só se os termos são 
iguais, então temos a igualdade na desigualdade (3) sé e só se a = b = c. 
 
 
43) Prove que se p é um primo da forma 4k + 3, então 2p + 1 também é primo se 

e somente se 2p + 1 divide 2p – 1. 
 
Solução de Alex Corrêa Abreu (Niterói - RJ): 
 
Primeira parte:  
 
Se 2p + 1 também é primo, temos: 
 

 1212 )12(mod12

logo ,78 forma da é 12 que só  ),12(mod12

)12(mod12)12(mod12 2)12(

−+⇒+≡

+++±≡

⇒+≡⇒+≡+

pp

p

pp

pp

kpp

ppϕ

 

 
Segunda parte: 
 

.2 com  ,)12(

1) 12(2, que só ,2
:então primo é  como ,)12(mod12 Se

12

≤=+

⇒=+=
+≡

+

kkpp

pordp
pp

p

p

ϕ

 

Não podemos ter k = 1, pois )(nϕ  é par para todo .3≥n  Assim, 
122)12( +⇒=+ pppϕ é primo. 

 
44) O produto de dois inteiros positivos consecutivos pode ser igual ao produto 

de dois inteiros positivos consecutivos pares? 
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Solução de Daniel Pessôa Martins Cunha (Fortaleza - CE): 
 
Seja A o produto de dois números inteiros positivos consecutivos. Isto implica 
que )1( += xxA  onde Z∈x . 
Observe que: 
- Caso x seja par temos: 

)2()2()2()1()2( +<<−⇒+<+<− xxAxxxxxxxx  
(Esta desigualdade é fácil de ser vista) 
- Caso x seja ímpar temos: (Logo x + 1 é par) 

)3)(1()1)(1()3)(1()1()1)(1( ++<<+−⇒++<+<+− xxAxxxxxxxx  
(desigualdade fácil de ser vista) 
Analizando os casos vemos que A está entre dois produtos consecutivos de dois 
inteiros pares consecutivos positivos. 
 
Logo conclui-se que não é possível que o produto de dois inteiros positivos seja 
igual ao produto de dois inteiros positivos consecutivos pares. 
 
46) (Baltic Way, 1997)  

i) Prove a existência de dois conjuntos infinitos A e B, não necessariamente 
disjuntos, de inteiros não negativos tais que cada inteiro não negativo pode 
ser representado de uma única forma como a + b, com a ∈ A e b ∈ B. 
 
ii) Prove que em cada tal par (A, B), ou A ou B contém apenas múltiplos de 
algum inteiro k > 1.  

 
 
Solução de Humberto Silva Naves (São Paulo - SP): 
 
i) Todo natural se escreve da maneira única como soma de potências de 2 
distintas, donde os conjuntos nnA |{ N∈=  se escreve como soma de potências 
de 2 distintas com expoente ímpar} e nnB |{ N∈= se escreve como soma de 
potências de 2 distintas com expoente par} satisfazem as condições do enunciado 
(note que A∈0 e ).0 B∈  
ii) 0 deve pertencer aos dois conjuntos, e 1 a exatamente um deles (senão 1 = 0 + 
1 = 1 + 0 seria representado de 2 formas distintas), digamos ao conjunto B. Seja k 
o menor elemento positivo do conjunto A. É fácil ver que {0, 1, ..., k – 1} ⊂ B. 
Vamos provar que o mdc dos elementos de A é k. 
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Para isso, vamos mostrar por indução que para cada inteiro positivo m, existem 

inteiros srr ,...,1  tais que },1,...,1,{}|{
1

−++=<∈
=

kkrkrkrUmkxBx iiii
e todos os 

elementos de A menores que mk são múltiplos de k. Consideremos o inteiro mk. 
Ele deve ser escrito de maneira única como soma de um elemento de A com um 
elemento de B. Se ,Amk∈  podemos escrever os elementos 

1,...,1, −++ kmkmkmk  Como soma de um elemento de A(mk) com um 
elemento de B (pertencente a }.1,...,1,0{ −k  Se ,Amk∉ podemos escrever 

),( −+= kmmmk  com Am ∈ e .)( Bkm ∈−  
Devemos ter .k<  Se ,1≥  por hipótese de indução, 

1)(,...,)(),( −+−+−− kkmkmkm  pertencem a B , donde, para 
))((,1 jkmmljmkkjO +−+=+−≤≤  é soma de elementos de A  e de B 

menores que mk, donde nenhum dos ,jmk +  10 −≤≤ kj pertencem a A nem a B 
(pela unicidade da representação, senão poderíamos escrevê-los como 

)(0 jmk ++  ou ),0)( ++ jmk o que prova a afirmação para m + 1. Se 
.,0 Bmk∈=  Queremos mostrar que para jmkkj +−≤≤ ,10  pertence a B (e 

logo não pertence a A), provando a afirmação para .1+m  Suponha o contrário, e 
considere o menor j com 10 −≤≤ kj tal que mk + j não pertence a B. Devemos 
ter mk + j = x + y, com }0{\Ax∈ e .By∈  Se rkxmkx =< , e 

,)( jkrmy +−= donde por hipótese de indução, Bkrm ∈− )(  e 
,)(0 krmrkmkmk −+=+=  contradizendo a unicidade. Se ,mkx ≥  como 

1,...,1, −++ jmkmkmk  pertencem a B (e portanto não pertencem a A), devemos 
ter jmkx +=  e ,0=y  mas nesse caso teríamos 

),()()1( jkjmkmkkkm −++=+=+  contradizendo novamente a unicidade. 
 
Agradecemos também o envio das soluções e a colaboração de:  
 
José Guilherme Moreira Pinto (Juiz de Fora - MG) 
Osvaldo Melo Sponquiado (Olímpia - SP) 
Diêgo Veloso Uchoa (Teresina - PI) 
Nijair Araújo Pinto  (Fortaleza - CE) 
Gibran M. de Souza (Natal - RN) 
Carlos Alberto da Silva Victor (Nilópolis - RJ) 
Einstein do Nascimento Júnior (Fortaleza - CE) 
Samuel Barbosa Feitosa (Fortaleza - CE) 
Geraldo Perlino Jr. (São Paulo - SP) 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 
   Convidamos o leitor a enviar soluções dos problemas propostos e sugestões de novos 

problemas para os  próximos números. 
 
47) Dada uma circunferência Γ , trace as tangentes a ela por um ponto exterior, 
A, tocando-a em M e N. Trace a reta r passando por A e tocando Γ  em B e C. Se 
D é o ponto médio de MN , prove que MN é a bissetriz de .BDC∠  
 
48) Doze pintores vivem em doze casas construídas ao longo de uma rua circular 
e são pintadas ou de branco ou de azul. Cada mês um dos pintores, pegando 
consigo bastante tinta branca e azul, deixa sua casa e caminha ao longo da rua no 
sentido anti-horário. Desta forma, ele repinta cada casa (iniciando na sua) com a 
cor oposta. Finaliza o trabalho tão longo repinte alguma casa branca de azul. Em 
um ano, cada casa estará pintada com a sua cor original sabendo que, no começo 
do ano, ao menos uma casa estava pintada de azul. 
 
49) Dado um polígono regular de n lados.  
Assinale aleatoriamente, no seu interior, um ponto M. Sendo nxxx ,...,, 21  as 
distâncias de M a cada um dos lados, verifique que:  

,21...11

21 axxx n

π
>++ onde a é a medida do lado do poligono. 

 
50) Calcule o determinante: 

),()2,(  )1,(
                                       

),2()2,2(  )1,2(
),1()2,1(  )1 ,1(

nnMDCnMDCnMDC

nMDCMDCMDC
nMDCMDCMDC

 

Onde MDC (a, b) é o máximo divisor comum de a e b. 
 

51) Três feirantes foram vender melancias. Um levou 10; outro 16; o terceiro, 
26. Todos venderam algumas melancias pelo mesmo preço até o meio dia. Depois 
disso, os três baixaram o preço, mas continuaram vendendo por preços iguais. 
Quando voltaram para casa, após venderem todas as melancias, cada um tinha a 
mesma quantia de dinheiro; 35 mil cruzeiros. Por quanto foi vendida cada 
melancia antes e após o meio-dia?  
 
Problema 47 proposto por Carlos Lucas de Melo Pontes e Silva (Fortaleza - CE), problemas 
48 e 51 propostos por Jorge Luis Rodrigues Costa (Fortaleza - CE) e problemas 49 e 50 
propostos por Carlos A. Gomes (Natal - RN).  
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