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XIV OLIMPIADA DE MAIO
PRIMEIRO NiVEL

PROBLEMA 1
Quantos numeros distintos de 6 algarismos e multiplos de 45 podem ser escritos
colocando um digito a esquerda e outro a direita de 2008?

PROBLEMA 2

No colégio Olimpico as provas sdo avaliadas com nimeros inteiros, a menor nota
possivel € 0, e amaior € 10. Na aula de Matematica o professor aplica as provas.
Este ano aturmatem 15 alunos. Quando um dos alunos tira na primeira prova uma
nota menor que 3 e na segunda prova uma nota maior que 7, o aluno é chamado de
aluno superado. O professor, ao terminar de corrigir as provas, fez uma média com
as 30 notas e obteve 8. Qual é amaior quantidade de aunos superados que pode ter
tido aturma?

PROBLEMA 3

Num quadro negro estdo escritos os numeros inteiros de 1 a 2008 inclusive.
Apagam-se dois nimeros e escreve-se a diferenca entre eles. Por exemplo, se
apagamos 0 nimero 5 e 241, escrevemos 236. Assim continuamos, apagando 0s
nimeros e escrevendo a diferenca, até que fica somente um nimero. Determine se
0 numero que ficou por ultimo pode ser 2008. E 20077

Em cada caso, se a resposta é afirmativa indigue uma seqiiéncia com esse himero
final, e se é negativa, explique o porqué.

PROBLEMA 4

Sobre o lado AB de um quadrado ABCD é desenhado exteriormente o tridngulo
retdngulo ABF, de hipotenusa AB. Sabe-se que AF = 6, e que BF = 8. Chamamos
de E o centro do quadrado. Calcule o comprimento de EF.

PROBLEMA 5

Num tabuleiro de 16 ~ 16 colocamos 25 moedas, como na figura abaixo. E
permitido selecionar 8 linhas e 8 colunas e retirar do tabuleiro todas as moedas que
se encontram nessas linhas e colunas. Determine se é possivel retirar todas as
moedas do tabuleiro.

Se a resposta é afirmativa, indique as 8 linhas e as 8 colunas selecionadas, e se é
negativa, explique o porqué.

EUREKA! N°29, 2009
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SEGUNDO NIVEL

PROBLEMA 1
Num quadro negro esta escrita a seguinte expressao:
1-2-22-22-20- 222027 - 220 2
Juan distribui paréntesis de distintas maneiras e efetua o clculo que fica. Por
exemplo:
1-2-(22-2%)-2-(2°- 2°-2")- 22- (2°- 2'°) =403 ou
1- (2- 2°(-2°- 2%)- (2°- 2°- 27))- (2%- 2°)- 29 =-933.
Quantos resultados diferentes pode obter Juan?

PROBLEMA 2
No retangulo ABCD de lados AB, BC, CD e DA, sgja P um ponto do lado AD tal

gque BPC=90°. A perpendicular a BP tracada por A corta BP em M e a
perpendicular a CP tragada por D corta CP em N.
Demonstre que o centro do retangul o esta no segmento MN.

PROBLEMA 3

Nos nimeros 1010...101 est&o aternados uns e zeros, se ha n uns, han — 1 zeros
(n3 2).

Determine os valores de n para os quais o nimero 1010...101, que tem n uns, €
primo.

PROBLEMA 4

No plano h& 16 retas tais que ndo ha duas paralelas nem trés concorrentes.
Sebastian tem que pintar os 120 pontos que sdo intersecdo de duas retas de modo
gue em cada reta todos os pontos pintados sejam de cor diferente.

Determine o nimero minimo de cores que Sebastian precisa para concluir atarefa.
E se asretas s80 15 (neste caso, 0s pontos sdo 105)?

EUREKA! N°29, 2009



PROBLEMA 5

Matias cobriu um tabuleiro quadrado de 7 ° 7, dividido em casas de 1~ 1, com

Sociedade Brasileira de Matematica

pecas dos trés tipos a seguir

Tipo1

Tipo 2

Tipo 3

sem buracos nem superposi¢des, e sem sair do tabuleiro.

Cada peca do tipo 1 cobre exatamente 3 casas e cada pecga do tipo 2 ou do tipo 3

cobre exatamente 4 casas.
Determine a quantidade de pecas do tipo 1 que Matias pode ter utilizado.
(As pegas podem girar e ser viradas).

RESULTADO BRASILEIRO

2008: Nivel 1 (até 13 anos)
Nome

Rafael Kazuhiro Miyazaki

Débora Ornellas

Nicolas Seoane Miquelin
Guilherme Renato Martins Unze
Ana Beatrice Bonganha Zanon
Paula Dias Garcia

Lara Timbé Aratjo

Francisco Markan Nobre de Souza Filho
Henrique Gasparini Filza do Nascimento

Henrique Vieira G. Vaz

2008: Nivel 2 (até 15 anos)

Nome

Jodo Lucas Camelo Sa
Guilherme da Rocha Dahrug
Matheus Barros de Paula
Rafael Ferreira Antonioli
Nara Gabriela de Mesquita Peixoto
Rodrigo Nagamine

Henrique Lopes de Mello
Victorio Takahashi Chu
Jonas Rocha de Lima Amaro
Deborah Barbosa Alves

EUREKA! N°29, 2009

Cidade - Estado
Sé&o Paulo - SP
Salvador - BA
Maud - SP

Sé&o Paulo - SP
Santo André - SP
Brasilia— DF
Fortaleza - CE
Fortaleza - CE
Brasilia— DF
Sé&o Paulo - SP

Cidade - Estado
Fortaleza - CE
Santo André - SP
Taubaé — SP

S.B. do Campo - SP
Fortaleza - CE
Santo André - SP
Rio de Janeiro - RJ
Séo Paulo - SP
Fortaleza - CE
Sé&o Paulo - SP

Pontos
45
36
34
33
26
24
24
24
23
23

Pontos
37
30
29
23
22
22
21
21
17
16

Prémio

Medalha de Ouro
Medalha de Prata
Medalha de Prata
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Mencéo Honrosa
Mengao Honrosa
Mencéo Honrosa

Prémio

Medalha de Ouro
Medalha de Prata
Medalha de Prata
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Meng&o Honrosa
Mengao Honrosa
Mencéo Honrosa
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XLVIII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XLVIII Olimpiada Internacional de Matemética foi realizada na cidade
de Handi, Vietna no periodo de 19 a 31 de julho de 2007. A equipe brasileira foi
liderada pel os professores Carlos Gustavo Moreira do Rio de Janeiro — RJ e Onofre

Campos da Silva Farias de Fortaleza— CE.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Régis Prado Barbosa Medalha de Prata
BRA2 Henrigue Pondé de Oliveira Pinto Medalha de Prata
BRA3 Ramon Moreira Nunes Medalha de Bronze
BRA4 Rafael Sampaio de Rezende Medalha de Bronze
BRAS Rafael Tupynamba Dutra Medalha de Bronze
BRAG Guilherme Phillipe Figueiredo Mencdo Honrosa
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1.

Sglam a ,a,,...,a, numerosreais. Paracada i(L£i £ n) definimos
d; =max{a,; :1£ j £i} - min{a, :i £ j£n}

d =max{d :1£i £ n}.

(8) Prove que para quaisquer nimerosreais X, £ X, £...£ X,

max{|>g-ag|:1£i£n}32 *)

%
(b) Prove que existem nimerosreais x, £ x, £...£ X, paraos quais vale aigualdade
em (*).

PROBLEMA 2:

S0 dados cinco pontos A, B, CD e E tais que ABCD € um paraelogramo e BCED

€ um quadrilétero ciclico (e convexo). Sgja ¢ umarecta que passa por A.

EUREKA! N°29, 2009
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Suponhamos que ¢ intersecta 0 segmento DC num ponto interior F e arecta BC
emG.
Suponhamos também que EF = EG = EC.Prove que ¢ é a hissectriz do angulo
DAB.

PROBLEMA 3:

Numa competicdo de Matematica alguns participantes sGo amigos. A amizade €
sempre reciproca. Dizemos que um grupo de participantes é um clique se dois
quaisquer deles sdo amigos (em particular, qualquer grupo com menos de dois
participantes € um clique). O tamanho de um cligue € o nimero de seus elementos.
Sabe-se que nesta competicdo o tamanho maximo dos cliques é par.

Prove que os participantes podem ser distribuidos em duas salas, de modo que 0
tamanho maximo dos cliques contidos numa sala é igua ao tamanho méximo dos
cliques contidos na outra sala.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4:
No tridngulo ABC a bissectriz do angulo BCA intersecta a circunferéncia
circunscritaem R(R! C), amediatriz de BC em P eamediatriz de AC em Q.

O ponto médio de BC é K e 0 ponto médio de AC é L. Mostre que os triangulos
RPK e RQL tém &reasiguais.

PROBLEMA 5:
Sejam a e b inteiros positivos tais que 4ab — 1 divide (4a® - 1)°. Provequea=b.

PROBLEMA 6:
Sejan um numero inteiro positivo. Considere o conjunto
S={(x,y,2):x,y,zl {01,...,n},x+y+z>0C}
de (n+1)°*-1 pontos no espaco tridimencional. Determine o menor nUmero

possivel de planos cuja unido contém todos os pontos de S mas ndo contém (0, O,
0).

EUREKA! N°29, 2009
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XLIX OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XLIX Olimpiada Internacional de Matematicafoi realizada na cidade de
Madri, Espanha no periodo de 10 a 22 de julho de 2008. A equipe brasileira foi
liderada pelos professores Luciano Monteiro de Castro do Rio de Janeiro — RJ e
Carlos Y uzo Shine de S&o Paulo — SP.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Davi Lopes Alves de Medeiros Medalha de Prata
BRA2 Henrigue Pondé de Oliveira Pinto Medalha de Prata
BRA3 Marcelo Matheus Gauy Medalha de Bronze
BRA4 Rafael Tupynamba Dutra Medalha de Prata
BRAS Régis Prado Barbosa Medalha de Prata
BRAG Renan Henrique Finder Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1:

Seja ABC um tridngulo acuténgulo e seja H 0 seu ortocentro. A circunferéncia de
centro no ponto médio de BC e que passa por H intersecta a reta BC nos pontos

Ae A
Analogamente, a circunferéncia de centro no ponto médio de CA e que passa por H
intersecta a reta CA nos pontos B e B,, e a circunferéncia de centro no ponto

médio de AB e que passa por H intersecta a reta AB nos pontos C, e C,. Mostre
que A,A,B,;,B,,C,,C, estdo sobre umamesmacircunferéncia

PROBLEMA 2:

(a) Prove que
X2 y2 Z2
AT ¢)
(x-D° (y-D° (z-1

paratodos os nimeros reais X, Y, z, diferentes de 1, com xyz= 1.

(b) Prove que existe uma infinidade de ternos de ndmeros racionais X, Y, z
diferentesde 1, com xyz = 1, para os quais ocorre aigualdade em (*).

EUREKA! N°29, 2009
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PROBLEMA 3:
Prove que existe um nimero infinito de inteiros positivos n tais que n® +1 tem um

divisor primo maior que 2n++/2n.

PROBLEMA 4:
Determine todas as funcdes f ]0,¥[® ]0,¥[ (ou sgja, f € uma fungo dos reais
positivos para os reais positivos) tais que

(FW)) +(F(Q) w2 +x2
f(y)+f(Z)  y+2

para todos 0s nUmeros reais positivos w, X, y com Wx = yz.

PROBLEMA 5:

Sejam n e k nUmeros inteiros positivostaisque k3 n e k- n € um nimero par.
S0 dadas 2n lampadas numeradas de 1 a 2n, cada uma das quais pode estar acesa
ou apagada.

Inicialmente todas as |ampadas estéo apagadas. Uma operacao consiste em aterar
0 estado de exatamente uma das |ampadas (de acessa para apagada ou de apagada
para acesd). Consideremos sequiéncias de operacdes.

Sejan 0 nimero de sequiéncias com k operacOes apos as quais aslampadasde 1 an
estdo todas acessas e as |ampadas de n + 1 a 2n estdo todas apagadas.

Seja M o nimero de sequiéncias com k operacfes apos as quais as lampadas de 1 a
n estéo todas acesas e as |ampadas de n + 1 e 2n estdo todas apagadas, e durante as
quais todas as |ampadas de n + 1 a 2n permanecem sempre apagadas.

Determine arazéo %

PROBLEMA 6:

Seja ABCD um quadrilédero convexo cujos lados BA e BC tam comprimentos
diferentes. Sejam w, e w, as circunferéncias inscritas nos trigngulos ABC e ADC,
respectivamente.

Suponhamos que existe um circunferéncia w tangente a reta BA de forma que A
estd entre B e 0 ponto de tangéncia, tangente areta BC de forma que C estd entre B
€ 0 ponto de tangéncia, e que também seja tangente as retas AD e CD. Prove que as
tangentes comuns exterioresa w, e w, seintersectam sobre w.

EUREKA! N°29, 2009
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XXII OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XXII Olimpiada Iberoamericana de Matemética foi realizada na cidade
de Coimbra, Portugal no periodo de 6 a 16 de setembro de 2007. A equipe
brasileira foi liderada pelos professores Eduardo Wagner e Edmilson Motta da
cidade do Rio de Janeiro — RJ e S&o Paulo — SP respectivamente.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Guilherme Rodrigues Nogueira de Souza | Medalha de Ouro
BRA2 Henrigue Pondé de Oliveira Pinto Medalha de Prata
BRA3 Ramon Moreira Nunes Medalha de Ouro
BRA4 Régis Prado Barbosa Medalha de Ouro
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1.

Dado um inteiro positivo m, define-se asucessdo {a,} da seguinte maneira:

_m o s o 3
31—51 A1 =8, 6,0, S n° 1

Determinar todos os valores de m para 0s quais a,,, € 0 primeiro inteiro que
aparece na sucessao.

Nota: Para um ndmero real x se define gxgj como o0 menor inteiro que € maior ou

igua ax.
Por exemplo, ¢ 3= 4,62007g=2007.

PROBLEMA 2:

Segjam ABC um tridngulo com incentro | e G uma circunferéncia de centro |, de
raio maior que o da circunferéncia inscrita e que ndo passa por nenhum dos
veértices. Sgjam X, 0 ponto de interseccéo de G com a reta AB mais perto de

B, X, e X, os pontos de intersec¢éo de G com arecta BC sendo X, o mais perto
de B e X, 0 ponto de interseccéo de G com a recta CA mais perto de C. SgjaK o
ponto de interseccéo das rectas X, X, e X,X,. Demonstre que AK corta o
segmento X, X, Nno seu ponto médio.

EUREKA! N°29, 2009
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PROBLEMA 3:

Duas equipes, A e B disputam o territério limitado por uma circunferéncia.

A tem n bandeiras azuis e B tem n bandeiras brancas (n3 2, fixo). Jogam
alternadamente e A comega 0 jogo. Cada equipe, na sua vez, coloca uma das suas
bandeiras num ponto da circunferéncia que ndo se tenha usado numa jogada
anterior. Cada bandeira, umavez colocada, ndo se pode mudar de lugar.

Uma vez colocadas as 2n bandeiras reparte-se o territério entre as duas equipes.
Um ponto do territorio é da equipe A se abandeiramais proximadele é azul, e é da
equipe B se a bandeira mais proxima dele é branca. Se a bandeira azul mais
préxima de um ponto estd a mesma distancia que a bandeiras branca mais proxima
deste ponto, entdo o ponto € neutro (ndo é de A nem de B). Uma equipe ganha o
jogo se seus pontos cobrem uma area maior que a area coberta pelos pontos da
outra equipe. Ha empate se ambos cobrem &reasiguais.

Demonstre que, paratodo n a equipe B tem estratégia para ganhar o jogo.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4:

Em um tabuleiro quadriculado de tamanho 19~ 19, uma ficha chamada dragdo da
saltos da seguinte maneira: desloca-se 4 casas numa direccdo paralela a um dos
lados do tabuleiro e 1 casa em diregdo perpendicular a anterior.

D

A partir de D, o drag&o pode saltar para uma das quatro posicoes X.

Sabe-se que, com este tipo de saltos, o dragdo pode mover-se de qualquer casa a
gualquer outra.

A distancia dragoniana entre duas casas € o0 menor niimero de saltos que o dragéo
deve dar para mover-se de uma casa a outra.

Seja C uma casa situada num canto do tabuleiro e sgaV a casa vizinhaa C que a
toca num Unico ponto.

EUREKA! N°29, 2009
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Demonstre que existe alguma casa X do tabuleiro tal que a distancia dragoniaana
de CaX émaior que adistanciadragonianade C a V.

PROBLEMA 5:

Um nimero natural n é atrevido se o conjunto dos seus divisores, incluindo 1 e n,
pode ser dividido em trés subconjuntos tais que a soma dos elementos de cada
subconjunto € a mesma nos trés. Qual é a menor quantidade de divisores que pode
ter um nimero atrevido?

PROBLEMA 6:
Seja F a familia de todos os hexédgonos convexos H que satisfazem as seguintes
condigdes:

a) oslados opostos de H sdo paradelos;
b) quaisquer trés vértices de H podem ser cobertos por uma faixa de largura 1.

Determine o menor nimero real ¢ tal que cada um dos hexagonos da familia F
pode ser coberto com umafaixade largura ¢ .

Nota: Uma faixa de largura ¢ é aregido do plano compreendida entre duas rectas
paraelas que estdo a distancia ¢ (incluidas ambas as rectas paral el as).

EUREKA! N°29, 2009
11
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XXIIl OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XXIII Olimpiada Iberoamericana de Matematica foi realizada na cidade
de Salvador, Bahia no periodo de 20 a 28 de setembro de 2008. A equipe brasileira
foi liderada pelos professores Eduardo Wagner e Fabio Dias Moreira, ambos da
cidade de Rio de Janeiro — RJ. Com este resultado a equipe brasileira obteve
também a maior pontuacdo total da competicdo ficando em primeiro lugar com 155
pontos.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Henrigue Ponde de Oliveira Pinto Medalha de Ouro
BRA?2 Renan Henrique Finder Medalha de Prata
BRA3 Ramon Moreira Nunes Medalha de Ouro
BRA4 Régis Prado Barbosa Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1:

Os niimeros 1, 2, 3,..., 2008? sdo distribuidos num tabuleiro 2008 © 2008, de modo
gue em cada casa hgja um nimero distinto. Para cada linha e cada coluna do
tabuleiro calcula-se a diferenca entre 0 maior e o menor dos seus elementos. Sga S
a soma dos 4016 nimeros obtidos.

Determine o maior valor possivel para S.

PROBLEMA 2:

Sejam ABC um triéngulo escaleno er abissectriz externa do angulo BDABC. Sgjam
P e Q os pés das perpendiculares a recta r que passam por A e C, respectivamente.
As rectas CP e AB intersectam-se em M e as rectas AQ e BC intersectam-se em N.
Demonstre que as rectas AC, MN e r tém um ponto em comum.

PROBLEMA 3:

Sgam m e n inteiros tais que o polindmio P(x) =x*+mx+ntem a seguinte
propriedade: se x ey sdo inteiros e 107 divide P(x) - P(y), entdo 107 divide x — .
Demosntre que 107 divide m.

EUREKA! N°29, 2009
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4:
Demonstre que ndo existem inteiros positivos x e y tais que

x**® +2008! = 21".

PROBLEMA 5:
Seja ABC um tridngulo e X, Y, Z pontos interiores dos lados BC, AC, AB
respectivamente. Segjam A", B", C" os circuncentros dos tridngulos AZY, BXZ, CYX,
respectivamente.
Demonstre que

(KBC)3 —(Aic)
e que aigualdade ocorre se, 0 somente se, asrectas AA", BB, CC” tém um ponto
em comum.

Observacéo: Paraum tridngulo qualquer RST, denotamos a sua area por (RST).

PROBLEMA 6:

Numa partida de biribol enfrentam-se duas equipes de quatro jogadores cada uma.
Organiza-se um torneio de biribol em que participam n pessoas, que formam
equipes para cada partida (as equipes ndo sdo fixas). No final do torneio observou-
se gue cada duas pessoas disputaram exactamente uma partida em equipes rivais.
Para que valores de n é possivel organizar um torneio com tais caracteristicas?

EUREKA! N°29, 2009
13



Sociedade Brasileira de Matematica

0,999... OU “COMO COLOCAR UM BLOCO QUADRADO

EM UM BURACO REDONDOQO”
Pablo Emanuel

Nivel Intermediério

Quando um jovem estudante de matematica comega a estudar 0s nimeros
reais, é dificil ndo sentir certo desconforto e estranhamento. De repente, algumas
coisas que faziam sentido param de funcionar t&o bem assim. Com certeza, uma
das mais estranhas pode ser resumida naigualdade

0,9999..... = 1,0000...

Como assim? No mundo dos nimeros inteiros (com a excegdo muito razodvel de 0
= -0), qualquer nimero tem uma Unica representacdo decimal (0s zeros a esquerda
ndo sdo um problema sério, ou definimos que nunca podemos comegar com 0 — 0
que deixa o préprio zero em uma Situacdo meio desconfortavel de ter uma
representacdo decimal vazia — ou definimos que sempre vamos completar com
infinitos zeros a esquerda), e esta se comporta bem —i.e. qualquer nimero daforma
800X € menor que qualquer nimero da forma 9yyyyyyy com 0 mesmo nimero
de digitos. Como pode haver um niimero comegado por 0,9 que ndo seja menor que
um ndimero comegado por 1,0 e, pior, que sgjaigua!? A resposta explica, mas nao
convence: se definirmos as sequéncias:

a, = 0.999999...9 (n digitos 9) e
b, = 1.000000...0 (n digitos 0)

temos que a, < 0.999... U 1.000... < b,. No entanto, como b, — a, = 1/10", que
converge para 0, a diferenca entre 1.000... € 0.999..., que é menor que qualquer das
diferencas b, — a, sO pode ser 0, l0ogo 0s nlmeros sdo iguais.

OK, entendido, mas ainda tem caroco neste angu. Por que arepresentacéo decimal,
que se comporta tdo bem para nUmeros inteiros tem este tipo de esquisitice para
nimeros reais? A verdade € que usar a representacdo decimal para nimeros reais é
enfiar um bloco quadrado em um buraco redondo.

Em primeiro lugar, até agora estamos usando a representacéo decimal (base 10)
apenas porque € a representacdo com que estamos mais acostumados. Seréa que o

EUREKA! N°29, 2009
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problema esta com o nimero 10? Infelizmente ndo. Mesmo que usemos outras
bases, 0 problema continua:

0,1111.... =1,000.... em base 2
0,2222... =1,000... em base 3

e 0 mesmo problema acontece em qualquer base que escolhamos (e a demonstracdo
€ exatamente a mesma, mutatis mutandis, que fizemos la em cima).

Antes de entrarmos a fundo em por que a representacdo decimal (ou em qualquer
base N) tem estes problemas, é bom ver que outras opces nds temos para
representar 0s nUmeros reais. Em primeiro lugar, nossas notaces foram feitas para
trabalhar com numeros inteiros, que € o que nos € familiar (a ponto de Pitagoras
afirmar que os nimeros inteiros sdo a fundagdo do universo). Dos nUmeros inteiros
conseguimos de forma natural derivar os nimeros racionais (0s niimeros da forma
a/b, onde a e b so inteiros). O pulo para 0s nUmeros reais irracionais, no entanto, é
menos natural, e as Unicas maneiras que temos para tentar nomear 0s nUMeros
irracionais sdo através das aproximagOes por numeros racionais. A propria
representacdo decimal é a aproximagdo por nimeros racionais da forma A/10" (ou
A/N", em base N). Duas outras formas de representar 0s nimeros reais sio as
frages continuas e os cortes de Dedekind.

A representagdo por fragdes continuas tem aforma

N; + 1

N, + 1
Ns + ...

O agoritmo para construir a representacdo por fragdes continuas de um nimero x é
bastante simples. Em primeiro lugar, N; € a parte inteira de x (i.e. 0 maior nimero
inteiro que é menor ou igual a x). Se x — N; = 0, acabou, sendo, X — N; é maior que
0 e menor que 1, portanto y = 1/(x — N;) € um nimero maior que 1. Seja N, entéo a
parte inteira deste nimero, o que equivale a dizer que 1/(N, + 1) < x — N; £ UN,.
Agorarepita o processo comy no lugar de x (i.e. N3 € o numero tal que 1/(N; + 1) <
y—N, U 1/Ns), e assim por diante até chegar a um niimero inteiro ou continuando
para sempre.
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A representacdo por fragbes continuas ndo tem o mesmo problema da
representacdo decimal (cada nimero real tem uma e somente uma representacao
por fragdes continuas), mas tem outros inconvenientes. O primeiro, que ndo é téo
sério assim, é que os nimeros N;, que seriam equiva entes aos digitos, podem ser
arbitrariamente grandes, ao contrério dos digitos decimais que s6 podem ser de 0 a
9. O segundo, muito mais sério, € que é terrivelmente dificil fazer contas com
fragbes continuas. Este foi o principa motivo de a representacdo decimal ter
substituido a numeracdo romana na Europa no século XV — eraimensamente mais
simples fazer contas com a representacdo decimal do que com a representacdo
romana. (E este também € o principal motivo de a representacdo binéria ter tomado
espaco da representacdo decimal no século XX, € ainda mais facil fazer contas em
binério).

Outra representacdo dos numeros reais € através dos cortes de Dedekind. A
diferenca do corte de Dedekind para a representacdo decimal ou de fragdes
continuas é que, enquanto as Ultimas usam uma sequiéncia convergente de nimeros
racionais, 0s cortes usam conjuntos sem uma sequiéncia definida.

Um corte de Dedekind € um conjunto de nimeros racionais limitado, que nédo
possui um maior elemento e fechado inferiormente. Ou sga, um conjunto de
racionais A tal que:

1) existeumracional X tal que X > a paratodo a pertencente a A
2) paratodo a pertencente a A, existe um b pertencentea A tal queb > a.
3) Seapertencea A, eumraciona c < a, entdo ¢ pertence aA.

Em outras palavras, cada um destes conjuntos € o conjunto de todos os nimeros
racionais menores que um nimero real determinado.

Esta representacdo € Util teoricamente para provar algumas propriedades dos
nUmeros reais, mas € praticamente impossivel de ser utilizada na prética para as
tarefas corriqueiras do dia-a-dia.

A conclusdo é que, apesar dos seus defeitos, a representacdo de base N é a
representagdo mais prética que temos para 0s nimeros reais. Entdo vamos entendé-
lamais afundo.

Em primeiro lugar, a parte antes da virgula (ou ponto decimal, dependendo de em
gual lugar do mundo vocé vive) € apenas a parte inteira do nimero, com a hossa
velha e bem comportada representaco decimal de nimeros inteiros. Vamos nos
concentrar entdo na parte a direita da virgula, os nimerosentre O e 1.
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[ oo ] o2 | 02 ] o3 | 04 | o5 | o6 | o7 | o8 | 09 |

O primeiro digito decimal diz em qual dos dez intervalos acima o nimero esta.
Para descobrir o segundo digito, basta subdividir cada intervalo novamente em 10
pedacos, ou, equivaentemente, multiplicar o nimero por 10 e ver em qua dos
intervalos a parte fracionéria deste novo nimero (10x) cai, de acordo com o gréfico
abaixo:

Os pontos onde nasce 0 Nosso problema sdo justamente estes pontos marcados na
nossa linha (0; 0,1; 0,2; ...; 1). Repare que o grafico acima é descontinuo nestes
pontos — por exemplo, as imagens dos pontos se aproximando de 0,2 pela esquerda
tendem a 1, enquanto pela direita tendem a 0. Dito de outra forma, os nimeros se
aproximando pela esquerda de 0,2 véo ter uma sequiéncia longa de 9's depois do
0,1 e pela direita uma sequéncialongade O’ s depois do 0,2.

Antes de prosseguir com a andlise, j4 vimos que ndo existe nada de especia no
nimero 10, portanto, por pura preguica, a partir de agora vou mudar para base 2,
mas deixo ao leitor desconfiado a tarefa de reescrever tudo o que se segue em base
10.

Apenas para comecar do ponto onde paramos, o grafico acima para base 2 fica

assim:
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0,0

0,0 | 0,1 |

Relembrando, 0 problema esta no ponto da descontinuidade, neste caso o 0,1
(também conhecido como %2). A origem do problema € o fato de haver niUmeros
comecados por 0,0 arbitrariamente préximos de 0,1, quando, naturalmente,
nimeros comecados por 0,0 deveriam ser distintamente menores do que 0,1.
Vamos tentar corrigir este problema dando um pequeno espaco entre os interval os
No nosso desenho.

0,0

0,0 0,1

VVamos passar agora para 0 segundo digito.

0,0 0,01 0,1 0,11
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O espaco que demos entre os intervalos do primeiro digito naturalmente se propaga
para o segundo digito (sendo teriamos o mesmo problema nos nimeros 0,01 — %4 - e
0,11 — %). [Em base 10 seriam 9 buracos na primeira rodada e 90 na segunda,
entenderam a minha preguica?]

Neste ponto, ja ndo é dificil imaginar o processo para o terceiro digito — criar mais
um buraco no meio de cada um dos 4 interval os restantes, e assim por diante.

O conjunto dos numeros que sobram depois de fazermos este processo infinitas
vezes € um conjunto em que podemos usar a hossa representacéo de base 2 (ou
base 10, se fizermos o0 processo no desenho original 1a de cima) sem medo — cada
nimero tem apenas uma representacéo, e elas respeitam a ordem e as distancias
que esperariamos. por exemplo, se um nuimero comega por 0,11010 ele é
estritamente menor que qualquer nimero que comece por 0,11011. O Unico
problema € que o conjunto gque temos no final deste processo € téo esfarelado que
ele ndo contém nem um intervalinho que sgja. Se escolhéssemos um nimero entre
0 e 1 aeatoriamente, ele teria 0% de chance de estar no nosso conjunto — repare
gue eu disse 0% ndo uma em um quaquilhdo elevado a um googleplex, ndo a
chance de ganhar na megasena todas as semanas pelo resto da vida, mas zero!

Este conjunto € tdo importante que tem um nome — conjunto de Cantor, em
homenagem ao matemético Georg Cantor gque, entre outras c0isas criou ateoria dos
conjuntos (todos os conjuntos entdo sdo um pouquinho conjuntos de Cantor) e
provou que existiam mais numeros irracionais do que nimeros racionais. Dado que
acabamos de ver que o proprio sistema de representacdo decimal que usamos todos
os dias na verdade é um conjunto de Cantor, € de se admirar que apenas no final do
século XIX tenhamos passado a conhecé-lo.

Pelo que acabamos de ver, 0 nosso sistema de numeragdo € um mapeamento entre
um conjunto de Cantor e o intervalo [0,1]. O cerne da nossa questéo € que esta
funcdo ndo é injetiva, ou sgja, existem elementos distintos a e b no conjunto de
Cantor que sdo mapeados para o mesmo numero real (a diferente de b, f(a) = f(b)),
por exemplo, 0,19999... e 0,2. [Parénteses. outra forma de ver isto € afirmar que o
intervalo [0,1] é o espago quociente do conjunto de Cantor pela relacdo de
equivaléncia entre os nimeros terminados por 999... e 0s seus correspondentes
terminados por 000..., ver o artigo Egalité] no enderego:
http://www.impa.br/~gugu/pabl o-egalite.doc

Vamos tentar desenhar o grafico desta funcéo:
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Os dois extremos do buraco do meio sdo os pontos 0,01111.... e 0,10000... que
representam o mesmo ndmero %, portanto a fungdo é constante igual a ¥ neste
intervalo. Da mesma forma cada um dos buracos de “geracbes’ maiores
corresponde a diferentes platds no gréfico. O mais surpreendente € que, depois de
criarmos os infinitos platds, o gréfico final € um gréfico continuo, que é chamado
de funcdo de Cantor, ou de “escada do diabo” (porque sempre existem infinitos
degraus entre quaisquer dois degraus da escada, vocé nunca conseguiria sair do
lugar — assim como Aquiles correndo atras da tartaruga). Infelizmente, € o que se
tem quando se tenta botar um bloco quadrado em um buraco redondo, ou neste
caso, botar um intervalo dentro de um conjunto de Cantor.
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ALGORITMO DE GOSPER E APLICAQC)ES
Humberto Silva Naves

Nivel Avancado

Continuando com as idéias do artigo “Integrais discretas’ (de Eduardo
Poco na Eureka nimero 27), vamos tentar descobrir “formulas fechadas’ para
alguns somatoérios da forma:

n-1
A
k=0
Algumas consideracfes devem ser feitas antes de continuarmos:

1- Vamos assumir que z, € uma sequéncia hipergeométrica, isto é, a razéo
r(k)° z.,/z éumafuncéo racional dek.

2- Por *“férmula fechada’, entendemos que existe uma sequéncia
hipergeométrica s, tal que s, = A "lz (essa definicio ndo é tdo
restritiva assim, pois veremos gue a classe das sequiéncias hipergeométricas
€ bastante ampla).

Por exemplo, vamos tentar achar uma formula fechada para:

a@kc_'f
%! €K g

= ] ,ond =

. - _ o (2k+1)?
Claramente z, € hipergeométrica, uma vez que r(k) = lz, =———7—

umafuncao raciona dek. Por (*), vale:

1

A nossa formula fechada s, € hipergeométrica, logo gs”—*l 12 € uma funcéo
eS o

racional y(n), portanto:

s =y, 0 y(n+D)z,, - y(n)z,=2,0
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U r(n)y(n+1)- y(n)=1

(2n+1)°

onde: I’(n) = m

Como y(n) é racional, existem polinémios P(n),Q(n) com mdc{P(n),Q(n)} =1
P(n)

taisque y(n) =—— e substituindo na equagédo anterior, vale:
Q(n)
(2n+2)*P(n+2)Q(n) - 4(n+1)(n+2)Q(n+1)P(n) =
=4(n+1)(n+2)Q(n+1)Q(n)," n2 0
Disto conclui-se que:
1- QM) [4(n+D(n+2)Q(n+1)
2 Q(n+1)|(2n+2)°Q(n) U Q(n)|(2n- 1)°Q(n- 1)

(Observacdo: todas as relacbes de divisibilidade e os mdc’s referencem-se aos
polindmios em si e ndo aos seus valores em um dado ponto)

Por (1), temosquesea éumaraizdeQentdo:a =—loua=-2 oua + 1 éraizde
Q. Epor (2) sea éraizde Q entdo: a :}é ou a — 1 também éraiz de Q. Portanto,

como Q ndo pode ter infinitas raizes, Q ndo possui raiz adguma, isto & Q(n) é
constante (sem perda de generalidade, Q(n) = 1).

Disto conclui-se que:

(2n+1)°P(n+1) - 4(n+1)(n+2)P(n) =4(n+1(n+2)

Logo: (n+)(n+ 2)| P(n+1) U n(n+1) | P(n), dai P(n)=n(n +1)I_3(n) , entdo vale:
(2n+1)?P(n+1) - 4n(n+1)P(n) = 4, onde P(n) éum polinémio

Seja d =degP,P(n) =a,n" +...+ a,; substituindo na equagéo anterior, vale (para o
casod > 0):

(4n* +4n+1)(a,(n+D)* +...+a,) - (4n* +4n)(a,n" +..+a,) =40
(4n” +4n+1)(ayn’ +(a, , +da,)n"" +..)
- (4n* +4n)(a,n® +a, N +..)=4U
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4da,n™ +..= 4

Mas, se d>0, 4da,n™*+..=4 é um polindbmio de grau d + 1. Portanto

d=0pP P(n)=4 (que de fato é solucdo da equagdo anterior), donde concluimos
gue: y(n)=4n(n+1), logo:

a2kd &N  a@no
s Ekp _ gng _ &ny
A k) =4n(n+1)

ford

(n +1)42n 42n-1

=~

(éfacil ver que aformulavale paran=0en =1, e, pelaidentidade que provamos,
vale sempre).

Vamos agora generalizar idéia para qualquer sequiéncia hipergeométrica z, . O
leitor atento deve ter notado que na conclusdo de que Q(n) = 1, implicitamente
usamos o fato que: mdc{A(n), B(n + h)} = 1, para qualquer inteiroh3 0, onde
A(n)=(2n+1)?%, e B(n)=4(n+1)(n+2), sio o numerador e o denominador de
r(n) respectivamente.

Mas nem sempre € possivel escrever r(n)= Z"% como a razdo de dois
polindmios satisfazendo as condicdes:

mdc{ A(n),B(n+h)} =1," hi Z,.

O leitor pergunta: “ Ent&o essa técnica ndo se aplica paratodos os casos? 217"

O autor responde: “Nao se desesperem!”, uma vez que € possivel escrever r(n) da
seguinte forma:

were o _ AN) C(N+D)
( )f(n)—B(n)—C(n)

onde A(n), B(n), C(n) sdo polindmiostais que: mdc{ A(n),B(n+h)} =1," hi Z,.
N&o vamos demonstrar esse fato aqui (pois é um dos exercicios deste artigo), mas

vamos exibir um exemplo bem ilustrativo! Como escrever r(n) = (n+4(n+3 +2£(1)(:I)3) da
n“(n

forma (**)?

Note que:
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r(n)_1\(n+4Vn+3_1\’n+4vn+3Vn+2vn+1vn+3vn+2_A(n)C(n+1)
n n n+l nn+3 n+2 n+l n n+2 n+l B(n) C(n) °

onde A(nN) =1, B(n) =n e C(n) =n(n+1?(n+2)*(n+3).

De forma geral se a € uma raiz do denominador de r(n) e a — h é uma raiz do
numerador der(n), onde hi Z, , entéo vale:

n-@-h)_ n-a+h yn—a+h—1x J-a+l T(n+])
n-a n-a+h-1n-a+h-2 ~ n-a T(n)

Onde T(n)=(n-a +h-1)(n-a +h- 2)---(n-a)
Vamostentar usar aformula (**) em
r(n) y(n+1)-y(n) =10

A S+

Uy g em

y(n) =1

Como y(n) é racional em n, podemos fazer a substituicdo y(n) :%y(n),
n

portanto:
A(N)y(n+1) - B(n- )y(n) =C(n) (***)

Agora o milagre acontece! Se §(n) € umafuncédo racional que satisfaz (***), entéo

y(n) éum polindmio! Se y(n) = %, com mdc{P(n),Q(n)} =1, entao:
n
AMP(N+DQ(n) - B(n- HP(N)Q(n+1) =C(N)Q(N)Q(n+1)

Logo:

- Q)[B(n- HQ(n+1)

2= Q(n+D|AMQN U Q(|A(N- DQAN+Y
Logo sea éraiz deQ, entzo:

1- a éraizdeB(n—1)ou a éraizde Q(n+1)
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2- a érazdeA(n—1)oua éraizde Q(n- 1)
Como mdc{ A(n),B(n+h)} =1 " hi Z,, Q(n) =1.
Vamos agora resolver a seguinte equagdo polinomial:
A(n)y(n+1)- B(n- 1)y(n) =C(n), onde y(n) =a,n +..+a,
Temos casos a considerar
1- degA?! degB
2- degA=degB edAt! dB (dAéo coeficiente lider de A):
Nesses casos, pelaequagdo (***), vale:
degC =degy + max{ dega,degb} U
d =degC - max{ deg A,deg B}.
3- degA=degB=m edA=dB=k
Sed > 0, entdo:
(kn"+an™+.)(a,(n+D)? +...+4q,)
- (kn™+bn™"+..)(a,n" +...+a,) =C(n) U
(kn™ +an™* +..)(a,n +(a,_, +da,)n"" +..)
- (kn™ +bn™* +..)(a,n" +a, ,n"*+..)=C(n) U
[(@xa, +k(a,,+da,))- (0@, +ka, ,)]n™" " +...=C(n)
Se (a- b)xa, +kda, =0 b d =b'—ka, mas se

(a- b)xa, +kda, * Ob degC=m+d- 1P d =degC- degA+1
Em todos os casos, € possivel calcular o valor de d e uma vez calculado o valor de

d, a equacdo polinomial se transforma em um sistema linear com d variaveis que
pode ser resolvido (quando possivel) usando técnicas bésicas de dlgebralinear.

Exercicios:
1) Calcule 0s seguintes somatérios
O n1 1
e
k4 4k
b) §
) a. k=0 @ko
&k o
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0) A ioka"
2) Prove que qualquer funcdo racional r(n), pode ser escrita como:

r(n) - AC(n+1) com mdc{ A(n),B(n+h)}=1,"hl Z, e
B(n)C(n)

mdc{ A(n),C(n)} =mdc{B(n),C(n+1)} =1 (o leitor atento novamente notara que

adicionamos duas novas restri¢oes).

3) Prove gue a menos de multiplicagdes por constantes, A(n), B(n) e C(n) sdo

anicos no exercicio anterior (aformaacima chama-se “forma canénica’).

4) Dizemos que duas sequéncias hipergeométricas sdo similares, quando a raz&o

dos duas € uma fungéo racional e neste caso, escrevemos s, ~t.. Prove:

a) Se s, éndo constante, entdo Ds, ~s,, onde Ds, =s,, - S,.

b) Se s, e t, sdo hipergeométricas, e s, +t,* 0 entéo s, +t, € hipergeométricase
e somente se s, ~t,. (Esse resultado pode levar o leitor a indagar sobre a nossa
suposicdo inicial do que seriauma “formulafechada’ ser algo bem restritivo).

0) Se t®,t® . t™ sio hipergeométricas e vale § Mt =0, entdo t0 ~t'" para

n 'ty ey

agumi,j comlEi<jEm

d Se vde § iz =tP+H@+. +t™, onde tVt? . t™ e z s

hi pergeométricas, entdo é_ "1z éhipergeométrical (Ufal De fato nossa definigdo
de formula fechada néo € t&o restritiva assim).
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DOMINGO REGADO A REPUNITS

Valberto Rdmulo Feitosa Pereira
Cefetce — Uned Cedro
Nivel Iniciante

No final do ano de 2007 fui convidade pelo professor e amigo Onofre
Campos, por quem tenho admiracdo, para ministrar aulas para um jovem que nao
podia se locomover, pelo valor que eu iria receber pelas aulas, pensel que o rapaz
pertencia a uma familia muito rica; grande foi a minha surpresa ao perceber
justamente o contrario: em segunda conversa com o supra-citado professor, soube
da fragil situacdo financeira do jovem auno, mas também, por outro lado, do seu
incrivel potencial e de sua for¢a de vontade, fatos que me entusiasmaram em
conhecé-lo. Este auno era Ricardo Oliveira, o qua havia conquistado duas
medal has de Ouro na OBMEP.

No ultimo encontro que tive com Ricardo, em sua residéncia, ainda
promovido pelo projeto de iniciacdo cientifica, deparamo-nos com o seguinte
problema:

“Ointeiro A é formado por 666 algarismos iguais a 3, e 0 nimero B por
666 algarismos iguais a 6. Que algarismos apareceram no produto AB?”

Enquanto Ricardo fazia uma atividade, eu folhava uma apostila que
continha as colunas semanais — Olimpiada de Matematica — do jornal O Povo em
parceria com o Departamento de Matemética da UFC. Neste momento, vi o
problema acimaefalei:

- Olha Ricardo que belo problemal

Nesse instante Ricardo para sua atividade, |é o problema e passa a resolvé-
lo. Eu também caio na tentativa de resolvé-lo, lembrei que:

111111...11=10 -1
%{—J

n agarismos 1

Minha solucBo com o uso desta informagdo saiu; Ricardo sem esta
informagcdo errou por um algarismo. Expliqguei a Ricardo minha solucéo,
percebemos que a informacdo que eu havia usado era importante. A aula
continuou, mas ainda fiquei pensando como esta igualdade daria para resolver
bel os problemas.

No dia seguinte tive uma conversa com meu amigo Secco, olimpico do Rio
de Janeiro. Perguntei-lhe se conhecia problemas que em sua solucdo usava esta
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igualdade; Secco falou que conhecia e mais ainda: estes nimeros eram chamados
de Repunits e indicou [4]. Com a dica de Secco e o entusiasmo de Ricardo,
cataloguei cinco problemas da antiga coluna, 0s quais passaremos a resolver.
Também apresentel aos meus aunos do projeto OBMEP 2008, realizado no Cefet,
Uned de Cedro-Ce.

1. REPUNITS
Os Repunits sdo numeros que so tém algarismos 1, por exemplo:
11,111, 1111, 11117, ...

Estes nimeros podem ser escritos de outra forma, vejamos:
99S; 9 k «
111 1= 299 _1000..0-1_10"- 1'
— 9 9 9

A beleza destas informacfes € poder resolver problemas interessantes sem usar
técnicas sofisticadas.

2. EXEMPLOS

Exemplo 1: O inteiro positivo n € formado de k algarismos 9. Mostre que a soma de
todos os algarismos de n® éigual a 9k.

Demonstracéo: Pelas hipéteses temos

=10“- 1.

k -
N =999..9=9(111..1) =920 "1
Y 9
Calculemos N? da seguinte forma:
N?=N.N
N2 =(999...9).(10" - 1)
N? =999...9000...0- 999...9
k k k
N2 =999...98000...01
k-1 k-1

A somadosagarismosé 9(k - 1) +8+1=9k.
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Exemplo 2: Mostre que os nimeros 49, 4489, 444889, ..., obtidos colocando o
ndmero 48 no meio do nimero anterior, sdo quadrados de nimerosinteiros.
Demonstracao: Vejamos as igualdades:

49=4.1.10'+8.1+1
4489=4.11.10° +8.11+1

444889 =4.111.10° +8.111+1
De modo geral temos. N =444.488..89=4.111..1.10" +8.111...1+1.

n n-1 n n
n

Substituindo 11...11= -
%,—/

n

na expressdo acima ficamos:

N =g(10“ - 1)10" +g(1on 141

N =i1r102n - f10n +§10n .8 +1
9 9 9 9

_a@.10"+16
& 3 g
O nimero 2.10" +1é mltiplo de 3, portanto N é um quadrado perfeito.

N

Exemplo 3: Para cada inteiro positivo n, sgjam A(n) e B(n) dois nlimeros inteiros
formados por 2n algarismosiguaisa 1 e n algarismos iguais a 2 respectivamente.
Mostre que A(n) — B(n) € um quadrado perfeito.

Demonstracéo. Pelas hipoteses temos:

A(n) - B(n)=111...1- 222..2
2n n

no_ 2N _
Como 222...2=210 1 e 111...1=10 1,substituindo teremos:
n 2n
10"-1 _10"-1
A(n) - B(n) = -2
(n) - B(n) 5 5
A(n) - B(n) = (10" - D(10" +1) ) 210 -1
9 9
A(n) - B(n) = (10" - D[(10" +1) - 2]
9
_(10"- 1?2

A(n) - B(n) = 5
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A(n) - B(n) =(10n3—;1).

Assim A(n) - B(n) é quadrado perfeito.

Exemplo 4: Sem efetuar a multiplicacéo, calcule o valor de (999.999.999)°.
Solucéo: Vamos escrever aexpressio (999.999.999)° da seguinte maneira:

9 1.2
(999.999.999)2 = (}%M_ =10" - 2.10° +1=1000...0- 2000...0+1
e 9 %) 18- zeros 9- zeros

fazendo as contas ficamos:
(999.999.999)? =999...98000...01
H_/ H_/

8- noves 8- zeros

Finalmente o problema motivdor do nosso trabal ho.

Exemplo 5: O inteiro A é formado por 666 algarismosiguaisa 3, e o nimero B por
666 algarismos iguais a 6. Que algarismos apareceram no produto AB?

Solugdo: Como A=666..6=6.111..1 e B=333...3=3.111...1=3.10666 - 1, vamos
666 666 666 666
calcular AB mas usando alguns artificios, como segue abaixo:
10666 _ 1

AB =3.6.(111...1).

AB = 2.(111...1)(10%° - 1)

AB = (222...2)(10% - 1)

AB = (222...2).10°% - 222...2
AB=222..2000..0- 222..2

666 666 666

AB=222.21777..78
%,_/ %/_/

665 665

Logo apareceram no produto AB:
- Um agarismo 1,

- Um agarismo §;

- 665 algarismos 2;

- 665 algarismos 7.
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3. PROBLEMAS PROPOSTOS

Achar asoma: 2+22+...+222...2
seaUltima parcelatem n algarismosiguaisa 2.

Proveque: 111...1=
2n

Prove que se 111...1 divisivel por 41 se e somente se n édivisivel por 5.

222
H_J

..2+(333..3)%
n n

Mostre que nenhum inteiro da seqiéncia 11,111,1111,11111,... € um
guadrado perfeito.

Mostrar que osinteiros: 1111,111111,..., cadaum dos quais é formado por
um nimero par de algarismos 1, sdo compostos.

Nota dos editores: N&o é dificil mostrar que se 111...1€ primo entdo n € primo

n

(exercicio!) . Os Unicos valores de n para 0s quais se sabe provar atuamente que
111...1 éprimo sdo 2, 19, 23, 317 e 1031. Recentemente (entre 1999 e 2007) foram

descobertos os seguintes valores de n tais que 111...1 é provavelmente primo (i.e.,

passa por diversos testes probabilisticos de primalidade): 49081, 86453, 109297 e
270343. De acordo com os testes j& realizados, qualquer outro repunit primo deve
ter mais de 400.000 algarismos.
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HOMOTETIAS, COMPOSICAO DE HOMOTETIAS

E O PROBLEMA 6 DA IMO 2008
Carlos Yuzo Shine
Nivel Avancado

Antes de comecar a discussdo, vamos enunciar o problema 6 da MO 2008,
gue é amotivacdo principal desse artigo.

Problema 6, IMO 2008. Seja ABCD um quadrilatero convexo cujos lados
BA e BC tém comprimentos diferentes. Segjam w, e w, as circunferéncias inscritas
nos trigdngulos ABC e ADC, respectivamente. Suponhamos que existe uma
circunferéncia w tangente a reta BA de forma que A esta entre B e 0 ponto de
tangéncia, tangente areta BC de forma gque C esta entre B e o ponto de tangéncia, e
que também segja tangente as retas AD e CD. Prove que as tangentes comuns
exterioresa w, e w, se intersectam sobrew.

E claro que um problema de geometria ndo pode ficar sem um bom
desenho. E razoavelmente dificil desenhar a figura do problema e sugerimos que o
leitor tente fazé-lo por conta prépria (dica: comece com o circulow). N&o se perca:
gueremos provar que o ponto Z esta sobre a circunferéncia w.

Quem j& estudou homotetia j& deve ter enxergado diversas homotetias entre as
circunferéncias, mas muitos dos mais poderosos olimpicos do mundo foram
derrotados por esse problema. De fato, dos 535 estudantes que participaram da
IMO 2008, somente 13 resolveram (um deles fez 6 pontos) e 53 conseguiram pelo
menos um ponto. Isto quer dizer que mais de 90% dos estudantes zeraram o
problemal
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Isso é sina de que esse problema deve ter algo novo para ser explorado. De fato,
uma transformac&o geomeétrica que esteve em voga nos anos 80 e desapareceu nos
anos 90 foi a homotetia. E ela voltou, discretamente em 2007 e com tudo em 2008!
Vamos definir homotetia, ver algumas de suas propriedades e expandir as adéias
envolvidas nessa transformacéo.

1. Homotetia: definicao

Vocé val ver que homotetia nada mais é do que “fazer sombrinha’. Aparecem
muitos paraelismos, mas 0 mais interessante sdo as colinearidades que irdo
aparecer. No inicio parece magica; mas um bom matematico sempre revela seus
truques!

Vamos comecar com a definicdo de homotetia com razdo positiva ou homotetia
direta:

Defini¢do 1.1. Homotetia de uma figura F com centro O e razdo k, um nimero rea
positivo, € uma transformacdo geomeétrica que associa a cada ponto P de F o ponto
P” sobre a semi-reta OP, de origem O, tal que OP" =k xOP.

B
Talvez com vetores sgja mais interessante: sendo O o centro da homotetia, o ponto

P é transformado no ponto P~ de modo que OP" =k xOP. Note que a homotetia é
umafuncdo s que leva pontos do plano (ou do espaco, se vocé estiver trabalhando
em dimensBes maiores) a pontos do plano (espaco). De fato, podemos fazer
P'=s (P), ta ques (P)- O=kXP- O)U s (P)=0+kxP- O).
Com isso, podemos definir homotetias para k negativo também, obtendo as
chamadas homotetias de razio negativa ou homotetias inversas:
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Definicdo 1.2. Homotetia de uma figura F com centro O e razdo k, sendo k um
numero real negativo, € uma transformagdo geométrica que associa a cada ponto

P de F o ponto P sobre a reta OP, de origem O, tal que OP = k xOP.

A

2. Propriedades da homotetia
As principais propriedades de homotetias tém a ver com colinearidade e
concorréncia. Algumas tém aver com paralelismo.

2.1. Colinearidade

O centro de homotetia, 0 ponto e seu transformado sdo colineares. Em
outras palavras, O,P e P'=s (P) sdo colineares. Isso decorre diretamente

da definic¢éo, mas homotetias ndo vém de gracal
Normalmente as encontramos nos problemas e, com essa propriedade,
obtemos pontos colineares.

2.2. Concorréncia

O centro de homotetia pertence a todas as retas que ligam pontos a seus
transformados. Em outras palavras, O pertence a toda reta do tipo
PP=Ps (P). Novamente, uma propriedade que decorre diretamente da

definicdo (na verdade, € a mesma da colinearidade!), mas que aparece
guando descobrimos alguma homotetia.

2.3. Paralelismo
A retaque liga dois pontos € paralela a reta que liga os seus tranformados.
Em outras padavras, PQ e PQ=s(P)s(Q)sdo paaeas A
demonstracdo desse fato vem da semelhanga entre OPQ e OP'Q’ (pelo
caso LAL).
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Dois tridngulos com lados respectivamente paralelos sdo homotéticos.
Para provar isso, sendo ABC e DEF os tridgulos com AB, DE, AC, DF e
BC, EF respectivamente paralelos, use o teorema de Desargues para
provar que esses triangul os sao perspectivos.

Em particular, algumas figuras sGo sempre semelhantes: os circulos! Com isso,
temos a seguinte propriedade:

2.4. Circulos

Dois circulos sdo sempre homotéticos. Na maioria dos casos, eles admitem
duas homotetias, uma direta e uma inversa. No caso de circulos disjuntos,
os centros de homotetias sdo féceis de encontrar: sdo as intersecfes das
tangentes comuns internas (inversa) e das tangentes comuns externas
(direta).

Com isso, podemos resolver alguns problemas. Homotetia esteve bastante na moda
na IMO durante o inicio dos anos 80, como vocé vai ver nos exemplos e nos
exercicios.

Exemplo 2.1.

Problema 5, IMO 1981. Trés circulos congruentes tém um ponto comum O e estdo
no interior de um tridngulo. Cada circulo é tangente a dois lados do tridngulo.
Prove que o incentro e o circuncentro do tridngulo e o ponto O sdo colineares.

Resolugéo:
O nome do ponto dado ndo é O por acaso: sejam A, B e C os centros dos trés
circulos congruentes e AB'C” o tridngulo cujos lados tangenciam esses trés
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circulos. Note que os raios dos circulos congruentes séo OA=0B=0C, istoé O é
circuncentro de ABC. Além disso, das tangéncias dos circulos com os lados temos
gue AA", BB" e CC'sdo as bissetrizes do tridngulo A'B'C” e se interceptam no
incentro | do tridngulo.

As distdncias de A e B a A'B” sdo iguais aos raios dos circulos congruentes a sdo,
portanto, iguais.

Entdo AB e A'B" sdo paraelos. Analogamente, AC é pardelo a AC e BC é
pardelo a B'C’, de modo que os tridngulos ABC e A'B'C" sdo homotéticos. O
centro de homotetia é 1. Essa homotetia leva O ao circuncentro O° de A'B'C’.
Assim, |, O e O" sdo colineares.

Note que a dificuldade foi achar a homotetia; depois bastou aplicar a propriedade
de colinearidade.

Exercicios:

01. (Problema 2, IMO 1982) Seja A A A, um tridngulo escaleno com lados a,,a, ea,
(a éolado oposto a A). Sgja M, o ponto médio do lado a e T. o ponto onde o
incirculo do trigngulo tocao lado &, parai =1, 2, 3. Sgja § osimétricode T, em
relacéo a bissetriz internado angulo A. Prove que asretas M,S,M,S, e M,S;sdo
concorrentes.
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02. (Problema 2, IMO 1983) Seja A um dos dois pontos de interse¢do dos circulos C,
e C,, de centros O, e O,, respectivamente. Uma das tangentes comuns aos
circulostoca C, em P e C, em B,, eaoutratoca C, em Q, e C, em Q,. Sgja
M, o ponto médio de BQ e M, o ponto médio de PQ,. Prove que
BO,AO, =DM, AM,,.

03. (Prova de selecdo 2008, Banco da IMO 2007) As diagonais do trapézio ABCD
cortam-se no ponto P. O ponto Q esta na regido determinada pelas retas paralelas
BC e AD ta que BPAQD =PCQB e a reta CD corta o segmento PQ. Prove que

DBQP =DDAQ.

3. O Fendmeno Homotético Circular

Algumas aplicactes de certos teoremas sdo to conhecidos quanto os proprios. Para
homotetias, € 0 caso com o fendbmeno homotético circular, que mostra uma
colinearidade bastante interessante envolvendo incircul o e ex-incircul .

Fendmeno Homotético Circular. Seja ABC um tridngulo e sejam K e L os pontos
de tangéncia do incirculo e ex-incirculo relativo a A em BC. Entéo A, L e o ponto
K" diametralmente oposto a K no incirculo sdo colineares.

Demonstracao:

A

ola

Basta tragar a reta B'C” paralela a BC que tangencia o incirculo de ABC em K'.
ABC e AB'C’ séo homotéticos com centro em A. Paraterminar, o inciculo de ABC
€ ex-incirculo de AB'C’, de modo que os pontos K'e L sdo correspondentes na
homotetia e estdo, portanto, alinhados com A.
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Vale apenalembrar também que, nafiguraacima, BK = LC.

Exercicios:

04 (Problema 4, IMO 1992) No plano, considere uma circunferéncia C, uma reta
L tangente a circunferéncia e M um ponto da reta L. Encontre o lugar geométrico
dos pontos P com a seguinte propriedade: existem dois pontos Q, Rdareta L tais
gue M € o ponto médio de QR e C é acircunferénciainscrita no tridngulo PQR.

4. Composicao de Homotetias
A principal inovag&o na MO 2008 no problema 6 foi explorar o seguinte fato:

Composicio de Homotetias. Se s, € uma homotetia de centro O, e s, € uma
homotetia de centro O, entdo a composicdo de homotetias s =s, oS, € uma
homotetiade centro O, e O,, O, e O estéo ainhados.

A Unicaexcecdo é guando acomposicdo s € umatransacdo.

Demonstracéo
Utilizaremos vetores para provar esse fato
Sgja P um ponto qualquer e sgjam k; e k, as razbes de homotetiade s, e s,
respectivamente. Entdo s, (P) =0, +k, XP- Q,) e, portanto,

s (P)=s,°58,(P)=s,(5,(P)) =0, tk,Xs,(P)- O,)

=Oz +k2 >(Ol+k1><P_ Ol)' Oz)

=k, (1- k)>O, +(1- k,) O, +kk, xP *)
Primeiro, se s € uma homotetia, entdo sua razdo € kk, (as figuras sdo
“multiplicadas’ por k; e depois por k,; ou sga, sdo “multiplicadas’ por kk,).
Assim, para provarmos que s é uma homotetia, temos que provar que existe um
ponto O tal que

s (P)=0+kk, {P- 0) =(1- kk,) O +kk, P (**)

Comparando os coeficientes em (*) e (**) concluimos que

1- kk,)O=k,(1- k)>O, +(1- k,)*O,. Se kk,=1L, s é uma trandacdo

k,(1- k)>O +(1- k)0,
1- k1k2

k,(1- k) +(@1- k,) =k, - kk, +1- k, =1- kk,, O éuma média ponderada de O, e

O,. Emoutras palavras, O pertence areta O,0,.

(verifique!). Caso contrério, O=

e, como
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Os partidarios da geometria sintética devem estar sentindo falta de uma
demonstragdo sintética. VVamos provar a parte da colinearidade sinteticamente.

Demonstracdo sintética da colinearidade
Considere 0S pontos P e Q e seus transformados

R =5,(P)Q=5,(Q).F,=s,(R)=s(P) e Q=5,@Q)=s(Q)

LOZ Pl P2

Note que, das homotetias, PQ PQ, e P,Q, sdo paraelos. Em termos projetivos,
eles sdo concorrentes em um ponto do infinito. Isto quer dizer que os tridngulos
PRPR, e QQQ, sdo perspectivos e podemos aplicar o teorema de Desargues. as
intersecbes entre lados correspondentes, PP, C QQ, ={O},BR, CQQ, ={0,} e
PP, C QQ, ={O} sdo colineares.

4.1 Detalhe técnico

Geramente, trabalhamos com homotetias sinteticamente, e aparecem homotetias
diretas e inversas. Homotetias inversas “multiplicam” figuras por fatores negativos,
de modo que a composi¢cdo de duas homotetias do mesmo tipo é direta e a
composi¢do de duas homotetias de tipos diferentes é inversa. Para fecilitar, a
homotetia inversa faz o papel do sinal de menos e a homotetia direta, do sinal de
mais. Na composi¢ao de homotetias, seguimos a regra dos sinais da multiplicacéo.

Agora estamos prontos para resolver o problema 6 da IMO 2008. Vamos
reenunciar o problema e resolvé-lo.

Exemplo 4.1
Problema 6, IMO 2008. Seja ABCD um quadriléero convexo cujos lados BA e
BC tém comprimentos diferentes. Sejam w, e w, as circunferéncias inscritas nos

tridngulos ABC e ADC, respectivamente. Suponhamos que existe um
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circunferdncia w tangente a reta BA de forma que A esta entre B e 0 ponto de
tangéncia, tangente areta BC de formaque C estd entre B e o ponto de tangéncia, e
que também segja tangente as retas AD e CD. Prove que as tangentes comuns
exterioresa w, e w, seintersectam sobre w.

Resolucgéo
Vamos comegar trabalhando com segmentos tangentes.

Temos BE = BF, AF = AG, CE = CH e DG = DH. Entéo AB = BF — AF = BE-AG
=BC+CE-(AD +DG)=BC —AD +(CH-DH)=BC-AD+CD P AB+AD =
BC + CD. Note que esse fato depende somente de w ser tangente aos
prolongamentos dos lados do quadrildtero ABCD (guarde esse fato, ele pode ser
Gtil em outros problemas!). I1sso implica

AC+C2D- AD :AC+AB- BC 0 CK = AL

Essa igualdade é simples, mas abre muitas portas para noés! De fato, ela quer dizer
que os ex-incirculos w, e w, relativos a AC dos tridngulos ABC e ADC tocam AC

em K e L, respectivamente. 1sso nos da muitas, mas muitas homotetias, e pelo
menos duas oportunidades de utilizar o fendmeno hometético circular!
Desenhemos as circunferéncias:
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Vamos compor homotetias para descobrir colinearidades, utilizando w, e w,como
“intermediarios”!
w, %@ w, ¥.¥%4® w, e w, ¥%¥%® w,. O centro K da homotetia (direta)
S ,,, 0 centro B da homotetia (direta) s ,, e o centro Z da homotetia (direta)
S ,, estdo alinhados. 1sso quer dizer que Z pertence areta BK.

W, %2%® w, %34® w, e w, ¥%.%® s,. O centro D da homotetia (direta)
S, O centro L da homotetia (direta) s, e o centro Z da homotetia
(direta) s ,, estdo alinhados. 1sso quer dizer que Z pertence areta DL.

Com isso, concluimos que Z é aintersecéo de BK e DL.

Note que até agora ndo envolvemos o circulo w nas homotetias. Agora é hora, mas
vamos provar colinearidades de outra forma. Sgja W a intersecdo de BK e w.
Provaremos que W = Z, resolvendo o problema.
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Primeiro, note que a homotetia direta s , que levaw, aw tem centro B e, portanto,
levaK aW. Maisainda: como AC étangentea w, em K, aretar paralelaa AC que
passa por W é tangente aw, poisareta AC € levadaar por s ,.

Agora, considere a homotetia inversa s, que levaw a w,. Essa homotetia tem
centroem D, levaWaT er as, que éparalelaar e AC e étangente a w, . Assim,

D, WeT estéo alinhados, ou seja, W pertence aretaDT.

Falta aindaidentificar melhor o ponto T. Na verdade, ele € bem conhecido: como s
e AC sdo pardelos, T e K sdo diametralmente opostos. Podemos, assim, aplicar o
fendbmeno homotético circular: D, T e L sdo colineares e L também pertence areta
DT.

Portanto D, L e W s&o colineares, de modo que W pertence a DL. Como W
pertence, por definicdo, areta BK, Wé aintersecdo de BK e DL, e sb pode ser igua
aZz

Observacéo: Note que a condicdo AB 1 AC é importante para que as retas BK e
DL né&o coincidam.

Exercicios

05. (Banco da IMO 2007) O ponto P pertence ao lado AB do quadrildtero convexo
ABCD. Sejaw o incirculo do tridngulo DPD e | 0 seu incentro. Suponha que w €
tangente aos incirculos dos tridngulos APD e BPC em K e L, respectivamente. As
retas AC e BD se encontram em E e as retas AK e BL se encontram em F. Prove
gue os pontos E, | e F sdo colineares.

06. (Roménia) Seja ABC um tridgulo e w,,w,,w, circulos dentro de ABC tangentes
exteriormente dois a dois, tais que w, étangente a AB e AC, w, étangentea AB e
BC e w, e tangente a AC e BC. Sgjam D o ponto de tangéncia entre w, e w,, E o
ponto de tangéncia entre w, e w_ e F o ponto de tangéncia entre w, e w,. Prove
gue as retas AD, BE e CF tém um ponto em comum.

07. (Ird) Sejam w e Wo incirculo e o circuncirculo do trigngulo ABC. w toca BC, CA
e AB em D, E e F respectivamente. Os trés circulos w,,w, e w, tangenciam w em

D, E eF, respectivamente, e Wem K, L e M, respectivamente.

(a) Prove que DK, EL e FM tém um ponto P em comum.
(b) Prove que o ortocentro do triangulo DEF pertence areta OP.
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08. Sgja G uma circunferéncia e A, B e C pontos em seu interior. Construa as
seguintes trés circunferéncias: G, tangente a G ABe AC; G, tangente a G ABe

BC, G, tangente a G, ACe BC. Sendo C,,C, eC, 0s respectivos pontos de
tangénciade G, G,,G,com G, prove que AC,,BC,e CC, passam por um mesmo

ponto.
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Vocé sabia...

Que 3366127%%1232 1 1 & primo? Esse foi o décimo primeiro
primo descoberto pelo projeto "seventeen or bust" e foi
encontrado por Sturle Sunde em 17 de outubro de 2007.
Isso mostra que 33661 ndo é um numero de Sierpinski
(nmeros de Sierpinski sdo naturais impares k tais que
k x2"+ 1 é composto para todo n1 N; veja a Eureka! 18, pag.
61 e a Eureka! 25 pagina 56), reduzindo para 6 o nimero de
naturais menores que 78557 (que é o menor nimero de
Sierpinski conhecido), sobre os quais ndo se sabe se sdo ou
ndo nimeros de Sierpinski: 10223, 21181, 22699, 24737,
55459 e 67607. Veja www. sevent eenor bust. com para
mais informacdes (inclusive sobre como participar do
projeto).
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COMO E QUE FAZ?

PROBLEMA PROPOSTO POR MARCEL MENEZES DE ANDRADE PRADO
Seja ABC um tridngulo e P um ponto em seu interior tal que AP, BP e CP
intersectam os lados BC, CA e AB nos pontos D, E e F, respectivamente. Se

AP=a, BP=b, CP=c, PD =PE =PF =3 ea+ b+ c = 43, determine abc.

SOLUCAO:
Escrevemos P em coordenadas baricéntricas:

A

5o LB+tC
t, +1,

P=t,A+t,B+t,C,com t,t,,t,1 (0,1 tais que t +t,+t, =1. Devemos ter entdo

+ & B+t.CO +
p=LB*LC (note queP =t,A+(1- t,)c2—"—==t,A+(1- t,) D), g=bLATEC
2+t3 e 1- a t1+t3
F :tlA+t2C.
t,+1,
Temos

3=PD=|D- P|=€‘et it -12(tzB+t3C)-tlA4=tl
etz ' '3 (%]

tZB+t3C_ AFH'D_ Alz

t, +1,
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= (= ==\_ 3 3

—tlAD—tl(AP+PD)—tl(a+3),donde tl_m' Analogamente, tz—m e
3 3 3 3

t,=——. Como t +t +t,= temos + + = donde

* c+3 1t = a+3 b+3 c+3 .

3((b+3)(c+3) +(a+3)(c+3)+(a+3)(b+3))=(a+3)(b+3)(c+3), e logo
3(6a+6b+6c+27) =abc+9a+9b+9c+ 27, efinamente
abc=9(a+b+c)+54=9x43+54 =441,

PROBLEMA PROPOSTO POR WILSON CARLOS DA SILVA RAMOS

Determine todas as fungBes F:(0,+¥)® R que sgjam derivaveis em x = 1 e que
satisfacam:

F(xy) =VXF () +YF(3)," X, yT (0,+¥).

SOLUGAO:

Fazendo y = X, obtemos F (x?) = 2J/XF (x)," X+ (0,+¥).

Com x = 1 temos F(1) =2F(1), donde F (1) =0.Vamos mostrar por inducéo que
21 -

F(xX*)=2x 2 F(X), para todo inteiro positivo k e todo x1 (0,+¥). Parak = 1

isso é a afirmagdo anterior e, supondo que isso vale para um certo k,
K _ 1 2k+1_ 1

2
FOC™)=F (O )2) =205 F() = 20 /2 30 xx 2 s (x) = 203 2 X (X),
COMO queriamos mostrar.
21

Fazendo x =€"?, obtemos F(€") = e 2 F(e'%)," k3 1.

; 2%1*‘ * 2 i K * 2y 5 ; F(eWZk)' F(l)
Como lim2e?® F(&%)=e?lim2F(?) ="’ lim2 (e - Plim—— 21—~ =

K®+¥ k®¥ k@¥ ko¥x 1 q

=he"?F’(1), temos F (") = che”?, onde ¢ = F’(1), paratodo h > 0.
Fazendo x =e€", obtemos F(x) =c(logX) x/x," X1 (0,+¥).

Todas as fungdes desse tipo satisfazem a equagéo funcional.

Defato, F(xy) =c(logx+logy)/xy =+/xF (y) +/yF(X)," x y1 (0,+¥).

Resolvemos a seguir, a pedido de Mauro Felix de Sousa, trés problemas da secdo
“Olimpiadas ao redor do mundo”, propostos nas Eurekal No. 9 e 10.
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47 (Ird - 1999)
Determinetodas asfungfes f :R® R que satisfazem

f(f(X)+y)=f(x*- y)+4f(X)y paratodososnimerosreaisxey.

SOLUCAO:
Fazendo x =y =0, obtemos f (f (0)) = f (0).

Fazendo x=0,y =- f(0), obtemos f (0) = f (f(0))- 4f (0)*, donde -4f(0)>=0,e
logo f(0)=0. Fazendo agora y = 0O, obtemos f(f(x))=f(x?*)," x] R. Se
f(a)= f(b) com a? b, teremos

f(b*- y)=f(f(b)+y)- 4f()y=f(f(a)+y)- 4f(a)y=f(@- y),"yI R,
donde, se t=b?- &%, f(z+t) = f(2)," zI R.

Note agora que, se t* 0O, fazendo y=t aobtemos f(f(x))=f(f(x)+t)=
= F(2- ) +4F ()= FR)+4F ()t = F(F(X)+4F()t," x] R, donde
4f(x)t=0,"xI R, elogo f(x)=0,"xI R, 0 que é uma solucdo (claramente).

Por outro lado, Afazendo X = 0 na eguagdo funcional, obtemos
f(y)=f(-y),"yl R. Asim, se f ndo ¢é identicamente nula,

f(a)=f(b)U a=b ou a=-b. Em particular, como f(f(x))=f(x?)," xI R,
para todo x| R devemos ter f(x)=x* ou f(¥=-X. Se para agum
X1 0, f(x)=-, temos f(>x- Y)=f(y- X)=f(f(XN+Y)=f(C- y)+4F (X)y," I R,
donde -4Xy=4f(X)y=0"yl R, absurdo. Assim, devemos ter f(x)=x*," xI R.
Isso é outra solucdo, pois, defato, ()¢ +Yy)>=(¢ - y)* +4°y," x yl R

71 (Belarus - 2000)
Determine todos os pares de inteiros positivos (m, n) que satisfazem a equacéo

(m- n)*(n* - m) =4m°n.

SOLUCAO:

Sga d =mdc(m,n). Temos m=da,n=db,com mdc(a,b)=1 e a equacdo
equivalea (a- b)?(db® - a) =4a’b. Como mdc(b,a- b) =1, segue que b|db*- a,
donde b|a, elogo b = 1. Temosentd (a- 1)°(d - a) =4a*. Como mdc(a,a- 1) =1
e (a- 1)°|4a® segue que (a- 1)°|4, dondea—1=1oua—1=2 No primero
caso, temosa=2, d—a=16, donde d=18, e no segundo a=3,d—-a=9,

donded = 12.
Assim, as duas solugdes sdo (m, n) = (36, 18) e (m, n) = (36, 12).
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89 (Balcanica - 2000)
Determinar todas as fungbes f:R® R que possuem a propriedade:

f (xf(X)+ f(y)) =f(X)?+y, paratodos os nimerosreaisx ey.

SOLUCAO:

Fazendo x = 0, obtemos f (f(y)) = f(0)?+vy," yI R,dondef & umabijecio, elogo
existe a ta que f(a) = 0. Fazendo x = a, obtemos f(f(y)=vy,"yl R,e
logo f (0)=0. Fazendo y = O obtemos entdio f(xf(x))= f(x)?," xI R, donde
xf (X) = f(f(X)?), ou sgja, f(Z%)=7(2)," zI R (basta fazer x = f(2), donde
f(X)=z). Aplicando f dos dois lados da equacdo obtemos
FOFOY*+y) = F(FOF )+ F(y))) =xF () + F(y) = F(F(x)°)+ F(y), donde,
fazendo f(x)>=t3 0,obtemos f(y+t)=f(y)+ f(t)," yl R,t3 0(lembramos
que f é sobrgietiva, donde t = f (x)* pode assumir qualquer valor ndo—-negativo).
Assim, 2f(X)+ f (1) = f(2x+1) = f((x+1)* - X*) = f(x+D?)- f(X°)=
=(x+D)f(x+D)- xfF(X)=xfF @+ f(X)+ f(D," xI R,donde f(x)=xf(2)," xI R..
Como f()?=1f(f(1)=1 isso implica que as Unicas solugdes sfo
f(X)=x"xI R e f(X)=-x%,"xI R (€ fécil ver que essas funcbes satisfazem o
enunciado).

Vocé sabia...

Que 243112609.1 g 237156667-]1 s3o primos? Eles tém 12978189 e
11185272 digitos respectivamente e sdo os dois maiores primos
conhecidos no momento. Foram descobertos em 23 de agosto de
2008 e 6 de setembro de 2008 por Edson Smith e Hans -
Michael Elvenich respectivamente, dois participantes do GIMPS.
O GIMPS é um projeto cooperativo na internet que ja encontrou
12 primos de Mersenne. Veja www.mersenne.org para mais
informacg@es, inclusive como ajudar a achar outros primos de
Mersenne.
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OLIMPIADAS AO REDOR DO MUNDO

(® Neste nimero apresentamos algumas solucdes enviadas pelos leitores
da nossa se¢éo.

Bruno Holanda
Carlos Augusto David Ribeiro

Obs. Nas Eurekas 25 e 27 apareceram, por descuido na edi¢éo, problemas na secéo
Olimpiadas a0 redor do mundo com numeracdo repetida. Nesses casos,
procuraremos mencionar o exemplar em que o problema foi publicado, ao nos
referirmos a um desses problemas.

PP

224. (Balcanica Janior — 2007) Eureka! No. 27 Seja a um rea positivo tal que
a’=6(a+1). Provequeaequagdo X* +ax+a’ - 6=0nao possui solucdo real.

SOLUCAO DE JOSE DO NASCIMENTO PANTOJA JUNIOR (FORTALEZA - CE)

a®=6a+6b a(a’- 6)=6\ a’ :§+6,ecomo a> 0 concluimos que a* > 6, dai:
a

a(az- 6):6<a2 P a’- a- 6<0,0usga, ovaor deaétal que:

1- 1 - 43X-6) 1+,/1% - 4X1%-6) S
-2= <a< =3, e como j& sabiamos que
24 24
a>+6>-2fica /6<a<3.

Substituindo na equacdo em X, (az- 6) por (6/a), teriamos como raizes

-ax |a’- 450
_ a

X =
2
fato de a® =6(a+1) <6(3+1) = 24.

. . . : 24 .
, Mas estas raizes ndo sfo reais, pois a’ - — <0, devido ao
a

226. (Inglaterra — 2007) Eureka! No. 27 Sgja ABC um tridngulo acuténgulo com
AB> AC e DBAC =60°. Sgja O o circuncentro e H o ortocentro. A reta OH
encontra AB em P e AC em Q. Prove que PO = HQ.
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SOLUCAO DE EMERSON RAMOS BARROSO (FORTALEZA - CE)

A
H P
C M B

SejaM o ponto médio de BC.
Sabemos inicialmente que

AH = 20M 1)
eque

BQAH =bPOAP 2
Temos que

DBBOC =2bBAC =120° b DBOM =DMOC =60°P OM =0Bcos60° = AOcos60° b
20M = AQ, e por (1):

AO = AH (3)

P DAHO =DAOH

e como BDAHO e b AOH sdo angulos externos dos tridngulos AQH e AOP, temos
DPHQA+DQAH =P OPA+DBPAO epor (2):

DAQH =bAPO
Logo o tridgulo AQP éisbsceles, onde AP = AQ. Também por (2) e (3), temos que
os tridngulos APO e AQH sdo congruentes (A.L.A.) e assm:

PO =HQ,

como queriamos demonstrar.

229. (Bielorussia — 2001) Eureka! No. 27 No losango ABCD, BDA=60°. Os pontos F,

H e G estio sobre os segmentos AD,CD e AC de modo que DFGH é um
paralelogramo. Prove que FBH é um tridngul o equilatero.
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SOLUGAO DE ANTONIO MARCOS S. ALMEIDA (MANAUS - AM)

Sendo AD//GH, pois DFGH é paralélogramo, temos CGH © HCG e o triangulo
HCG é isodsceles, logp HC =GH =b. Mas FD =b,logo os tridngulos BCH e

BDF sdo congruentes, pois BC=BD=I e F DB =60°, j& que ABCD é losango.
Portanto BH © BF e CBH ° DBF.

Observe que CBD° CBH +HBD®° HBD + DBF © HBF =60°. Desta forma
conclui-se que o trigngulo BFH ¢é equiléatero, pois é isosceles e tem o angulo do
vértice de 60°.

230. (Russia — 2007) Eureka! No. 27
Sgjam a, b, ¢ nUmeros reais. Prove que pelo menos uma das trés equacdes

x* +(a- b)x+(b- ¢)=0,
x*+(b- c)x+(c-a)=0
x*+(c- a)x+(a- b)=0
possui solugdo redl.
SOLUCAO DE JEAN PIERRE YOUYOUTE (RIO DE JANEIRO - RJ)

Analisaremos 0 caso em que as duas primeiras equacdes ndo tem solucdo real e
provaremos que aterceira possui solucdo real. Os demais casos sdo anal ogos.

D, =(a- b)?- 4(b- ¢)<0

D, = (b- ¢)? - 4(c- a)<0|p (a- b)?>+(b- c)* <4(b- a).
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Como a, b, c sBo reais, entdo:

0<(a- b)?>+(b- c)><4(b- a)b 4(b- a)>0U 4(a- b)<0

D,=(c- a)’ - 4a- b)

D,>0U (c- a)®* >4(a- b). Mas (c- a)*2 0>4(a- b) b (c- a)* >4(a- b).
Portanto, aterceira equacio possui solucdo real.

235. (Olimpiada Checa e Eslovaca — 2007) Eureka! No. 27
Se X, ¥, z s80 numeros reais no intervalo (-1, 1) satisfazendo xy+ yz+ zx =1,
mostre que

6J(1- X)(1- y*)(1- ) E1+ (x+y +2)’
SOLUCAO DE JEAN PIERRE YOUYOUTE (RIO DE JANEIRO - RJ)
1+(x+y+2)?3 63(1- X*)(1- y*)(1- %) U
14X +y? + 22 +2(xy + yz+ 292 63(1- X)(1- y*)A- 2%) O
3+x°+y*+7°3 6%/(1- x*)A- yH)(@- 2%).
Aplicando a desigualdade das médias obtemos:
@+ X)(L- y)+@+y)A- 2+T+ DA~ X2 3L~ xA)(L- y)(A- Z) 0
1+ X- X- xy+1+y- z- yz+1+z- x- 23 3Y(1- ¥)L- y)(L- ) U
3- (y+yz+29° H/1- ¥)(A- y)a- ) 0

3+13 63(1- ¥)(1- y?)(1- 22).

Mas X* +y*+ 223 xy+yz+ zxU x?+y?+ 723 1.
Logo,

3+x2 +y?+723 3+1% 63/(1- X*)(1- y?)(1- Z) b

3+x°+y*+7°3 6%/(1- x*)A- y)(@- 2%).

@
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SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

r Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

113. @&, a,,a,,...formam uma seqliéncia de inteiros positivos menores que 2007
a, +ta,
S

Prove que a segquiéncia (a,) € periddica apartir de um certo ponto.

tais que €inteiro, para quaisguer inteiros positivosm, n.

SOLUCAO DE ZOROASTRO AZAMBUJA NETO (RIO DE JANEIRO - RJ)

Seja €< 2007 o maior inteiro positivo tal que a sequéncia (a,),;, tem infinitos
termosiguaisac.

Existe n,] N ta que a £c,"n>n,. Note que, se N,nl N sdo tais que
n<N-n<N e a, =3, =c,entdo, como C=a, =dy_,., divide a, , +a, =3, , +C,
segue que c|a,_, € como a,_, £ c,devemoster a,_, =C.

Precisaremos agora do seguinte

Lema: Para quaisquer inteiros positivos by,b,,...,b , existe my| N tal que qualquer
multiplo de d =mdc(b,,b,,...,b,) que sgja maior que m, pode ser escrito como
b +r,b, +..+rb comr,r,,..r 1 N.

Prova: Vamos usar inducédo em k. Parak = 1 o resultado € ébvio.

Suponhamos que exista mo tal gue, se d= mdc(b,,b,,.. 1), entdo todo multiplo de
d maior que mose escrevacomo r, X, +...+rb,, com r.1 N," i £k. Sejam agora
d =mdc(b,,b,....,.b,,b.,,) =mdc(d,h,,,) e m, =mo +b, ., d. Sabemos que d pode ser
escrito como dx+h,y,com x,yl Z.Se txd=dXtx)+h,,(ty)>m, tomamos
a,sl Z comty=q>xd+s e O£ s<d.

Temos entdo  txd =dXtx+ )+, (ty- q>d) =d Xtx+ ) +h,, S
Temos si N, e dxtx+gx,,)=td-b, >s>m-b,s>m-b, xd=m,
donde, pela hipétese de indugdo, existem rl,rz,...,rkT N com
dxtx+gxy,)=rb+rb +..+rb, e definindo 1, =sl N, teremos
t>xd=rb +rb, +..+rb +r_b,,, oqueterminaaprovado Lema

Sejam agora X ={nl N|a, =c}, e d o mé&imo divisor comum dos elementos de
X. Existem b,b,,...,.5 T X com mdc(l,b,,...,b ) =d, eexiste myT N tal que todo
mdltiplo de d maior que m, se escreve como rb +rb, +..+r10 com

EUREKA! N°29, 2009
52



Sociedade Brasileira de Matematica

rl,rz,...,rki N, pelo Lema Afirmamos que, se se n>n,é multiplo de d entdo
a, =c. De fato, como vimos anteriormente, ss N>N-b >n, e a, =centéo
ay.y =G, paratodo i £ k.

Tomando N >n+m, tal que a, =c, temos N mditiplo de d, donde N- n>m,
também é multiplo de d, e logo se escreve como rb +r,b, +..+rb, com
[l 1 N. Aplicando a observagdo acima vérias vezes, concluimos que

Sejaagora n>m,.

Segjat inteiro positivo tal quen +t é multiplo de d.

Temos entdo que c=a,, divide a,+a, e anadogamente, c=a,,, dvide
a,.q +a,donde c divide (a,,+3a)-(a,+a)=a,,- &, Como a, e a,, &
inteiros positivos menores ou iguais a ¢, devemos ter a,,, =a,. Assim, a,, =a,
paratodo n>n,, 0 que provao resultado.

115. Suponha que ABC € um tridngulo com lados inteiros a, b e c com BCA=60°
e mdc(a,b) = mdc(a,c) = mdc(b,c) =1.
Prove que ¢ ° 1(mod®6) .

SOLUCAO DE EDEL PEREZ CASTILLO (PINAR DEL RIO - CUBA)

c® =a’+Db*- 2abcos(60°) =a’+b*- ab

Demonstremos que ¢ é impar.

Como mdc(a,b) =1 entdo a € impar ou b é impar. Suponhamos que b é impar.

Se a é par ou impar entdo ¢ é impar.

Demonstremos que ¢ ndo € divisivel por 3.

Se 3|cb 9|c® entdo c? =a’+b’- ab=(a+b)*- 3ab

3|(a+b)*p 3|(a+b)P 9|(a+b)’P 9|3abb 3|ab

Entio 3la ou 3|b, 0o que em qualquer caso contradiz que
mdc(a,b) = mdc(a,c) = mdc(b,c) =1.

Logo ¢ ndo é divisivel por 3.

Demonstremos que ¢ 1(mod3).

¢ =a’+b? - abb 4c* =4a’ - dab+4p’ =(2a- b)* +B’ b (2c- 2a+h)(2c+2a- b) =2,
Os nimeros (2c- 2a+b) e (2c+2a- b) sdo impares porque b é impar.
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Seja d um divisor comum de (2c- 2a+b) e (2c+2a-b). Entdo d|4c e
d|2(a- b) porém como d € impar temosque d |c e d|(2a- b). JAdemonstramos
que med (c,3) =1 entdo med(d,3) =1.

Daequagdo 4c” =(2a- b)” +3b? deduzimosque d? |30 P d?|b?b d|bb d=1
(porque d |c e med (b,c) =1).

Como med (2c- 2a+b,2c+2a- b) =1eseu produto € 3b? temos que:

2c- 2a+b=3x°

2c+2a- b=y*

Ou também poderia ser:

2c- 2a+b=y*

2c+2a- b=3x°

Osvalores de x, y so impares porque b é impar.

Em qualquer caso temos que ¢ = (3x2 + yz)/4

3(x2 -

2
c- y2=Ty)b c- y?° 0(mod3) P c© y*(mod3)

Logo c° 1(mod3), porque ¢ ndo é divisivel por 3.
Como c° 1(mod3) entdo c° I(mod6)ou c© 4(mod6), porém c é impar, logo
c° 1(mod®6).

119. Mostre que ndo existem inteiros positivos a e b tas que
(36a+b)(36b+a) sejauma poténcia de 2.

SOLUCAO DE MARCILIO MIRANDA DE CARVALHO (TERESINA - PI)

Se (36a+b)(36b+a) & uma poténcia de 2, entdo (36a+b) e (36b+a) sio
poténcias de 2 maiores que 36. Dai (36a+b) esdo (36b+a) sdo pares, logoaeb
sfo pares. Agorasgjia S o conjunto de pares (a, b) tais que (36a+b)(36b+a) sga
uma poténcia de 2. Se S ndo é vazio entdo S possui um par (a, b) tal que a é
minimo. Como a e b sdo paresentdo a = 2c e b = 2d, logo 4(36¢+d)(36d +c) é
uma poténcia de 2, dai (36c+d)(36d +c) é uma poténcia de 2, onde ¢ < a,
absurdo!
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120. Sgjam a, b, c nimerosreaise soma S, definidacomo S, =a"+b"+c", para
qualquer ninteiro ndo negativo. Sabe-seque S =2, S, =6e S; =14. Mostre que
|Sr% - Sn—1>6n+l

=g8paratodo inteiron > 1.

SOLUCAO DE MARIA CLARA MENDES SILVA (PIRAJUBA - MG)

Vamos definir como:

W, =a+b+c

W, =ab+ac+hbc

W, = abc

Vegaque:

a"+b" +c" =(<';1+b+c)(a"'1 +p™? +c"‘1) - (ab+bc+ac)(a"'2 +b™2 +c”‘2)

+abc(an-3 +bn-3 +Cn-3).

Isso pode ser verificado diretamente abrindo os produtos.
Substituindo com a nossa notacao:

S =WS, - WS, +W,S ;.

Assim podemos definir S, por recorréncia.

Falta descobrir W,,W, e W,.

Inicialmente noteque S =a+b+c=2.

Assm W, =2.

Elevando a + b + ¢ ao quadrado:

4=(a+b+c)’ =a’+b* +c?+2(ab+bc+ac) =S, + 2W, =6+ 2W,.
Resolvendo achamos W, =- 1.

Finalmente:

14=a’+pb*+c? =(a+b+c)(a2 +b?+¢%- ab- ac- bc)+3abc=
=2X6+1)+3W, =14+3W, P W, =0.

Na equacdo de recorréncia gue tinhamos obtido anteriormente:

S =25..+ S,

Agorausaremos induc&o em n:

Paran = 2, 0 que queremos demonstrar € claramente verdadeiro, umavez que

S?-SS,=6°-28=8.
Suponhamos que propriedade sgja verdadeira para todo natural menor gue um
certo n, queremos provar que também vale paran.

Swz' 31-1>6n+1=312' S’n-l)(ZSn +Sn-l):sr3- 231-1Sn- 312-1=
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=- 312-1' Sn(zsn-l' Sn)

Como 2S, ,+S, ,=S,

25,1~ § =-S5,

Substituindo:

312 - Sn-l >Sn+1 =- S|12-1 + Sn >6n-2'

Essa expressdo tem 0 mesmo médulo do que a obtida se trocarmos todos seus
sinais, ou sga S, - S, ,>S,. Mas pela hipbtese de indugdo o médulo desta é 8.
Assim, o mddulo de S?- S, ,S,., € 8. Por indugdo provamos que essa sentenca é
vélida paratodo n inteiro positivo.

121. Nafigura abaixo o lado do quadrado vale 4, obter o valor da aturah paraque a
areadaregido 1 sgaigual aédreadaregido 2.

4

@

aF

®

4

SOLUCAO DE BRUNO SALGUEIRO FANEGO (VIVEIRO — ESPANHA)
A unido das regifes 1 e 3 € um quadrante de um semicirculo de raio 4 (de &rea

2
P 4><4 ) e aunido das regides 2 e 3, um retdngulo de lados 4 e h (de area 4 xh),

donde, sendo A a aea da regido |, 1£i£3 teremos
p 4 _

4hU h=p.
2 p

A=AU A+A=A+AT

122. Dado um tridngulo ABC tal que AB=AC=a+b e BC=a, traca-se uma
ceviana partindo de B determinando em AC um ponto D tal que DA=a e DC =b.
Sabendo que ABD =10°, determine os angulos internos desse triangulo.
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SOLUGAO DE CARLOS ALBERTO DA SILVA VICTOR (NILOPOLIS - RJ)

A
JAD=BC=a
1AB=AC

B C

Tomando BBAC =q e, usando que AD = BC e alei dos senos nos tridngulos ABD

e BDC, encontramos: sen10° = 23en§%9>een (q +10°).
2

Observe que g = 20° € solucdo. Vamos mostrar que ela € tnica para o tridngulo em

guestéo.

N&o é dificil de verificar que q <80° pois ndo poderiamos ter AD = BC para

g3 80°(BC serd 0 maior lado); consequentemente, q+10<90°, e seng%g e
I}

sen(q +10°) seréo crescentes no primeiro quadrante.

I) Suponhaque q >20° b senl0° = Zseng%geen (g +10°) > 2sen10° xen30° = senl0°
2}

(absurdo).

I1) Suponhaque q <20° b senl0® = 23en§%2>een (g +10°) < 2sen10° xen30° = senl0°
2

(absurdo).

Concluséo: q = 20° € a Unica solucgdo.

127. Determine todos os inteiros positivos k tais que existem inteiros positivos X, v,

X2+y2+22_

Zcom k.

SOLUCAO DE EDEL PEREZ CASTILLO (PINAR DEL RIO — CUBA)

Se x=y=2z=1 obtemosk = 3; sex =y = z= 3 obtemos k = 1. Falta provar que
estes s80 0s Unicos valores que pode tomar k.

Provemos que k deve ser impar.
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2 2 2
Seja S={(x,y,2)1 (N*)? :% =k ondek é par}

Provemos que este conjunto é vazio.

Sendo évazio existem xy,Y,,Z,1 Staisque x, + Y, +Z, € minimo.

Temosx? + y2 + 72 = kxyY,Z, - Como o membro direito é par , ha dois casos:

(1) Um dos nimeros é par e os outros dois himeros sao impares.

(2) Os trés sdo pares.

No caso (1), se %, € par, y,,z, impares, entdo x> +yZ +z2 © 2(mod4) e no outro
membro temos que kx,Y,z, © 0(mod4) porque k e x, sdo pares. Contradigéo.

No caso (2) %, = 2%, Yo = 2V, Z, = 2z facilmente comprovamos que:

2 2 2
%= 2k, logo (x.v1.z)1 S
XY +7 = (%Yo +2) /2<% + Yo+ 2.
Isto é absurdo porque x, +y, +z, € minimo.
Logo o conjunto Sévazio.
Provemos que k £ 3, 0 que resolve o problema.
Sgac={(xy,2)T ()3 :Xzﬂ’—xyzz+22 =k3 4

Provemos que este conjunto em C é vazio.
Se ndo é vazio existem X, Yy, Z, taisque x, + Y, + Z,€ minimo.
Podemos supor que x, £ Y, £ z,.

Ent&o:

XO + yO + ZO 34

Yoo %% *oYo

Mas g1 e 0 £1, donde temos que 1+1+- 20 3 4, 0 que implica que
Yo% X% %o Yo

Z® 2%Yo-

Consideremos a equagao t%- kx,y,t +x5 +y5 =0 quetem a z, como uma das suas
solucdes. Sgja z aoutra solugdo da equagdo; entéo temos:

(1) z+z =kgYo

2 2z2=%+Y%

De (1) deduzimos que z é inteiro, de (2) deduzimos que z é positivo. Logo
(%Yo, z)T C Mas X, + Yo +2 £% +Yo +2 porque x, +yo +2, €minimo.
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Ent30 2x,Y, £ 7 £ 7, € substituindo em (2) obtemos 4z3yZ £ x3 + Y £2y2 donde se
obtém que 4x3 £ 2, o que é absurdo. Portanto o conjunto C é vazio.

128. Barango Joe era um sapo de mutiplos talentos que habitava a Terra das
Chances Diminutas, localizada no ato de uma montanha.

Apbs sua maioridade, Barango Joe decidiu tentar a vida no Reino das Grandes
Oportunidades, localizado no cume da montanha vizinha.

Para isso, €le atravessaria a extensa ponte de madeira por cima do Desfiladeiro da
Morte. Entretanto, a ponte era guardada pela Esfinge Vegas, eximia jogadora que
sempre desafiava os vigantes para algum jogo. O vigante vitorioso tinha a
passagem franqueada; e o perdedor eralancado ao abismo.

Assim chegando a cabeceira da ponte, Barango Joe foi desafiado a uma partida de
“Pachang” jogo que lembra o “Black Jack” ou “Vinte e um”, mas € jogado por 2
oponentes da seguinte maneira:

Os jogadores, designados por “banca’ e “apostador”, utilizam um dado gerador de
numeros al eatorios reais uniformemente distribuidos no intervalo [0,1].
Inicialmente, a banca sorteia um niimero X. Se ndo estiver satisfeita com o nimero
obtido, pode descarté-lo e entdo sortear um novo ndimero. Este procedimento pode
ser executado 2 vezes, Isto €, pode haver até 3 sorteios na definicdo do nimero X
dabanca.

Ent&o, 0 apostador sorteia quantos nimeros forem necessérios até que a soma de
seus nimeros ultrapasse 0 nimero X da banca. Neste momento, se esta soma for
inferior a 1, o apostador ganha; caso contrério, perde.

Ou sgja, para ganhar, o apostador precisa “chegar mais préximo” de 1 que a banca,
sem no entanto “estourar o limite” de 1.

Apobs explicar as regras do Pachang, a Esfinge V egas deu uma opcao ao sapo:

- Vocé prefere ser abanca ou o apostador?

O que o0 Barango Joe deveria responder?

Obs. Utilize l4pis, papel, e uma calculadora cientifica simples.

SOLUGAO DE RAFAEL TUPYNAMBA DUTRA (BELO HORIZONTE - MG)

Primeiramente, supondo que X ja tenha sido escolhido, vamos determinar a funcéo
f(X) que da a probabilidade de o apostador ganhar. Seja p,(x) a fungdo

densidade de probabilidade para a soma dos nimeros do apostador (ou seja, apos
N numeros sorteados pelo apostador, a probabilidade de a soma dos n — 1 ser

menor ou igua a X e a soma desses nimeros estar entre @ e b é dada por
b

0P, (X)dx). Definimos ¢, (X) igua a p,(X) para xI [0,X] e q,(X) igual a0
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1
caso contrario. Seja também g, = (p,(X)dx a probabilidade de o apostador
X

ganhar ap6s N nimeros sorteados. Temos p,(x) =1" x1 [0,1].

n-1 n-1
Lema X) = p.(X) = aa xI[0,X] e X) = ara
0, (%) = Pa(X) n-1 P [0, X] P (X) n-1 P
x1 (X].
Prova por inducdo: o caso inicid n=1 é trivial. Hip6tese de inducao:
n-1
qn(x)z( D) para X1 [0,X]. Caso o jogo continue, a densidade de
n- 1!

probabilidade da soma dos n primeiros nimeros € dada por ¢, (X) (&final, parao
jogo continuar, essa soma deve estar no intervalo [0, X]). E a densidade de
probabilidade do (n+1)-ésmo nimero é igual a p,(x)=1"x1 [01]. Assim,

somando, obtemos p,.,(X) = (fl,(t)dt. Dessa forma, para x1 [0, X], temos

x-1
b0 = GOt = 5t =X E para X (X1
e q‘ Jn-nt =
X X n-1 n
t X
L0 = ¢ép, ()t = ¢ dt ==, cqd.
Pra() = (Ot = O k=T ca
1 Xn—l
Pelo lema, temos g, = Op,(X)dx = (1- X)( D) e a probabilidade de o
X n- 1!
3 § X"t X
apostador ganhar é f(X) =g g, = (- X)a =(1- X)e".
n=1 n=1 (n' 1)'

Agoraimagine que abancatenha k sorteios disponiveis paradeterminar X .

Seja B, a probabilidade de o apostador ganhar nesse caso. Queremos calcular P,.
Vamos calcular B, recursivamente.

Primeira situacdo: imagine que a banca tem apenas 1 sorteio disponivel para

determinar X . Sabendo que, dado X, a probabilidade de o apostador ganhar é
1

f(X)=(@- X)e*, descobrimos que B, = &)f (X)dX =e- 2 @0,71828.
0
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Segunda situagdo: imagine agora que a banca tem até 2 sorteios para determinar
X . Se, no primeiro sorteio, ela obteve um nimero X, ela pode ficar com esse
nimero ou descartélo. A probabilidade de o apostador ganhar serd
f(x) =(1- X)€" no 1°caso e serd P, @0,71828 no 2° caso. Assim, a banca deve
descartar X somente se (1- X)e*>R. Sda a a raiz positiva da equagdo
transcendente (1- a)e® =P,. Temos a € 0,60954. Dessa forma, a banca deve

descartar o nUmero X se xX<a e mantélo se X>a. Se a banca usar essa

estratégia, a probabilidade de o] apostador vencer sera
1

P, =Ra+ f (X)dX =Ra+e- (2- a)e’ @0,59823.

Terceira situacdo: agora considere o problema original (a banca tem até 3 sorteios
para determinar X ). Se, no primeiro sorteio, ela obteve o niUmero X, ela pode
manté-lo ou descart&lo. A probabilidade de o apostador ganhar sera
f(x) =(1- x)€* no 1°caso e serd P, @0,59823 no 2° caso. Assim, a banca deve
descartar x somente se (1- X)e*>P,. Sega ba raiz positiva da equagdo
transcendente (1- b)eb =P,. Temos b €0,70416. Dessa forma, a banca deve

descartar 0 nimero X se X<b e mantélo se X>b. Se a banca usar essa
estratégia, a probabilidade de o] apostador vencer sera

1

P,=Pb+ C‘)f (X)dX =Bb+e- (2- b)e” @0,51915>%. Assim, o0 apostador tem
b

probabilidade maior que % de ganhar, mesmo quando a banca usa a melhor

estratégia possivel. Barango Joe deve responder que prefere ser o apostador.
Agradecemos o envio de solugdes e a colaboragdo de:

Alexandre Salim Saud de Oliveira Niter6i — RJ
Alixanzito R. S. Costa Fortaleza - CE
André Felipe M. da Silva Rio de Janeiro - RJ
Doraci Gabriel da Rosa Fartura — SP
Evandro Makiyama de Melo Sé&o Paulo - SP
Flavio Antonio Alves Amparo - SP
Glauber Moreno Barbosa Rio de Janeiro - RJ
Kellem Corréa Santos Rio de Janeiro - RJ
Larissa Brito Sousa Fortaleza - CE
Marcel Menzes de Andrade Prado Brasilia - DF
Oswaldo Mello Sponquiado Sdao Paulo - SP
Renato Carneiro de Souza Belo Horizonte - MG
Samuel Lil6 Abdalla Sorocaba - SP
Wallace Alves Martins Rio de Janeiro - RJ

Continuamos aguardando soluctes para os problemas 123, 124, 125, 126 e 129.
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PROBLEMAS PROPOSTOS

>4 Convidamos o leitor a enviar solu¢des dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para préximos ndmeros.

130) Suponha que a,b,cT R eaequagdo x* - (a+b+c)x+ (ab+ac+bc) =0ndo
tem raizes reais. Prove que a, b e ¢ tém todos o mesmo sina e existe um tridngulo

de lados \/ﬂ \/H e\/ﬂ.

131) a) Considere 0 seguinte jogo: no inicio um jogador A entrega um ndmero
k3 2 aojogador B. Quando A entrega um nimero m3 2 a B, B pode devolver
m-—1ou m+1 a A Quando A recebe um nimero n3 2deve, se n for impar

devolver 3n aB; se n for par mas ndo multiplo de 4, pode devolver g ou3nab,e,

se n for maltiplo de 4, pode devolver 22 ou 3n a B. Qualquer jogador ganha o

jogo se devolver 1 ao adversario. Caso algum jogador devolva ao adversario um
nimero maior que 1000k, 0 jogo empata. Determine, para cada valor de k3 2, se
algum dos jogadores tem estratégia vencedora, e, nesses casos, qual deles.

b) Resolva o item anterior supondo que A, ao receber um nimero n3 2, deve

devolver 3n aB se n for impar, deve devolver g a B se n for par mas ndo multiplo

de 4 e deve devolver an aB senfor miltiplo de 4.

132) &) Considere uma familia A de 2000 circulos de raio 1 no plano tal que dois
circulos de A nunca s3o tangentes e cada circulo de A intersecta pelo menos dois
outros circulos de A. Determine o nimero minimo possivel de pontos do plano
que pertencem a pelo menos dois circulos de A .

Problema 130 proposto por Wilson Carlos da Silva Ramos (Belém - PA), problema 131
proposto por Benedito Tadeu Vasconcelos Freire (Natal — RN), problema 132 proposto por
Juan Manuel Conde Calero (Alicante — Espanha).
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AGENDA OLIMPICA
XXXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2e3
Primeira Fase — Sabado, 06 de junho de 2009
Segunda Fase — S&bado, 12 de setembro de 2009
Terceira Fase — Sabado, 17 de outubro de 2009 (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 18 de outubro de 2009 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 12 de setembro de 2009
Segunda Fase - Sabado, 17 e Domingo, 18 de outubro de 2008

XV OLIMPIADA DE MAIO
09 de maio de 2009

XX OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
14 a 20 de abril de 2009
Mar del Plata — Argentina

L OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
10 a 22 de julho de 2009
Bremen - Alemanha

XVI OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
25 a 30 de julho de 2009
Budapeste, Hungria

XXIV OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
Setembro de 2009
Mérida — México

XIl OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
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Pato Branco — PR
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Lajeado - RS
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Bagé - RS
Campinas — SP
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