Fibonacci e outras sequéncias recorrentes
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Fibonacci

Problema 1. Eu escolho um numero de 1 a 144, inclusive. Vocé
pode escolher qualquer subconjunto de 1,2,...144 e perguntar se
meu numero estd no subconjunto. Uma reposta "sim” wvai lhe
custar 2 dolares e uma resposta “nao” wvai lhe custar 1 dolar.
Qual € a minima quantidade de dinheiro que vocé precisa ter
para ter certeza que vai encontrar meu numero?

Problema 2. A sequéncia de Fibonacci € definida por: F; =
Fy,=1eF,11=F,+ F,_1 sen>2. Prove que:

a) 3|F, < 4jn.
b) Fm+n :mean"'FanJrl
¢) Dado um inteiro positivo m existe um natural n tal que m|F,

1+5
2

d) Se o=

entdo o™ = F,a+ F,_1

e) Mostre que F, =n*> & n=1 oun = 12.
f) F,<2"

Problema 3. (Teorema de Zenckerdoff) Qualquer nimero natu-
ral pode ser representado como soma de niumeros de Fibonacci
com indices nao consecutivos e maiores que 1.

Problema 4. Considere a sequéncia de Fibonacci definida por
Fo=0,F,=1¢e F,yo=F,11+ F,. Prove que

"\ (n—k
S (L) =

k=0

Problema 5. (Bulgdria) Encontre o nimero de subconjuntos
nao-vazios de Sy, = {1,2,...,n} tais que ndo existem dois
nimeros consecutivos em um mesmo conjunto.

Conjugados

Suponha que « seja um irracional e que estejamos interes-
sados em calcular o resto de |a™| mod m. Se encontrarmos
um B tal que 0 < 8 < 1, a+ (B e af € Z nosso trabalho
serd facilitado. Considere a equacdo: 2 — ax — b = 0 onde
a=a+peb=af. Como a e 3 sao raizes:

a? =aa+b= o =aa" + ba" !
62 — aﬂ—i—b = ﬂn+1 — aﬁn _~_bﬂn71

Seja K, = a™ 4+ ". Assim K11 = aK,, + bK,,_;. Como a
e b sao inteiros e K1 = a+ B €Z, Ko = (a+ 3)? —2a8 €
Z=K,€ZVneN. K, eZ= {a"}+ |a™]+{B"}+|0"] €
Z={a"}+{8"} € Z. Mas 0 < {a"} +{0"} < 2= {a"} +
{f"}=1. Como0< B<1l=[g"]=0= K, =|a"]+1.
Agora é bem mais facil calcular K,, mod m pois sabemos que
ele satisfaz uma recursao com os primeiros termos e a lei de
formagao conhecidos. Podemos modificar um pouco a idéia
anterior para o caso —1 < 3 < 0.

Problema 6. Prove que, para todo natural n temos:

1|7

Problema 7. (Teste de Sele¢do do Brasil para a Cone Sul) Prove
que para todo inteiro positivo k, a parte interia do nimero (7+
4V/3)F ¢ impar.

Problema 8. (Olimpiada Iraniana) Mostre que, k™ —

1
1—k—n onde k =2+ /3.

Problema 9. Encontre a maior poténcia de 2 que divide

L3+ VITH).

Problema 10. (Hungria 2000) Se A = (10004 /10002 + 1)%000,
determine o 2000-ésimo algarismo apds a virgula de sua repre-
sentacao decimal.

(k"] =

Problema 11. Prove que para todo inteiro m > 2 existe um
irracional v, que depende de m, tal que |r*| = —1( mod m).

Problema 12. Considere a sequéncia de reais positivos a1, as, ...,
satisfazendo ay =1 a,, = apy1 + anyo, para todo inteiro n > 0.
Prove que o digito das unidades de — nao pode ser 0,3,5 ou 8
[£73

para todo i € N.
Problema 13. (Seletiva do Brasil para o IMO-2001) Encontre
todos os naturais n tais que a™ — na é um inteiro onde o =
1+5

5
Problema 14. (Revista Eureka) Seja o a maior raiz da equagdo
23 — 322 +1=0. Prove que |a?°°] ¢ divisivel por 17.

Problema 15. Seja (an)n>1 uma sequéncia tal que a; = 43,
as = 42 e ap41 = 3an, + an—1, para todo n > 2. Mostre que,
para todo m € N, existem infinitos nimeros naturais n tais que
an—1 e apt1 — 1 sao ambos divisiveis por m.



