382 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
22 Fase — Nivel 2 (8° ou 9° ano)
GABARITO PARTE A - Cada problema vale 5 pontos

CRITERIO DE CORRECAOQ: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 5 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo méaxima para essa parte
serd 30. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que ndo coincidirem com o gabarito oficial,
abaixo:

Problema | 01 02 03 04 05 06
Resposta | 0011 | 7532 | 0006 | 4087 | 0035 | 0052

1. [Resposta: 0011]
Solugdo: Iniciaremos esta solugdo com um comentdrio sobre um resultado geral. No desenho abaixo, temos
duas retas paralelas e uma linha poligonal simples.

(o E D

Por cada um dos vértices da linha poligonal, trace uma paralela ao segmento AB. Varios pares de angulos
alternos internos serdo formados como indica a figura abaixo:

Cada um dos dngulos marcados possui exatamente um representante entre os dngulos brancos e cinzas. Assim,
cada uma dessas somas de angulos vale x1 + x2 + ... + x.

O resultado anterior é popularmente conhecido como “Teorema dos Bicos”. No desenho do problema original,
os angulos cinzas serdo os dngulos internos aos quadrados e os dngulos brancos serdo os demarcados na figura.
Assim,

47° +122° +x° = 90° 4+90°
x° = 11°.

2. [Resposta: 7532]

Solugdo: O digito das unidades do produto do enunciado é o digito das unidades da multiplicagdo C x B.
Dentre os seis possiveis produtos de dois ntimeros dentre os quatro mencionados no enunciado, o tinico
que também aparece como digito das unidades de um de seus produtos associados é o 5. Portanto, B = 5.
Como o ntiimero CC é multiplo de 11, o produto final DBBAB também é miultiplo de 11. Dai, pelo critério de
divisibilidade por 11,11 | (D +5+5) — (5+ A) = 5+ D — A. Em virtude da limitagdo dos algarismos, temos
0=5+2-7<5+D-A<5+9—-2=12.Dai, 5+ D — A = 0ou 11. No primeiro caso, a tinica solugéo é
D =2e A =7. Nosegundo, ndo temos solucdo, pois ndo existem dois digitos no conjunto dado inicialmente
que diferem por 6. Finalmente, tendo encontrado os valores de A, B e D, obtemos C =3 e ABCD = 7532.
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3. [Resposta: 0006]
Solucdo: A equagio pode ser reescrita como (b — 4x)? + (xb — 9)? = 0. Como a equagdo admite uma raiz real

x, devemos ter b — 4x = 0 e xb — 9 = 0. Claramente x # 0, portanto, b? = 4x - = 36eb =6.

4. [Resposta: 4087]

Solugdo: Como 1! =1,2! =2,3! =3-2 =6,4 =4-3! =24,5! =5-4 =120, 6! = 6-5! = 720,
7'=7-6!=5040e 8! =8-7! =40320,1! + 2! 4+ --- +7! < 100000 < 1! 42! 4 - - - + 8!, e 0o niimero na posicdo
10000 é obtido tirando os primeiros 1! 4+ 2! 4 - - - + 7! ntimeros de 10000:

10000 — 1! —2! — ... = 7! = 4087.

5. [Resposta: 0035]

Solucdo: Sendo k a quantidade de pegas do tipo 1, a quantidade de casas no tabuleiro é mn = 4k +3 =
4(k+1) — 1. Além disso, sendo ¢ a quantidade de pecas do tipo 2, a quantidade de casas no tabuleiro é
mn=30+2=3((+1)—1. Logomn+1=4(k+1) =3({+1) é multiplo de 4 e 3, e é portanto multiplo de 12.
Com isso, mn pode ser igual a 11,23, 35, . ... Como 11 e 23 sdo primos, nesse caso o tabuleiro teria uma linha ou
uma coluna, e nédo é possivel preencher com pegas do tipo 1 nem do tipo 2.

Para m = 5 en =7, temos as seguintes possibilidades de preencher o tabuleiro:

6. [Resposta: 0052]
Solugao:

Pelo Teorema de Pitagoras aplicado no tridngulo retdangulo EBA, temos

EA = VEB?2+ BAZ = /25 + 144 = 13.

A Ponténcia do Ponto E em relagdo ao circulo I', nos diz que FE - EA = CE - EB. Como CE = 12 — EB, segue
que
7-5
FE = —.
13
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Como CB || DA, temos AFEG ~ FDA. Dai

EG _ EF
AD ~— AF
EG _ EF
DA—EG  AF—EF
G _ 35
12—EG 169
Assim,
X 35
Y= EG = e

Portanto, X + Y = 52.
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382 OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
23 Fase — Nivel 2 (8° ou 9° ano)

GABARITO PARTE B - Cada problema vale 10 pontos

PROBLEMA 1. Como ha trés cores para?7 = 3 -2+ 1 casas em cada fila, cada linha tem pelo menos 3
casas vermelhas e cada coluna tem pelo menos 3 casas azuis. Logo o tabuleiro tem pelo menos 3 - 7 = 21 casas
vermelhas e 3 - 7 = 21 casas azuis.

Suponha que ha pelo menos 22 casas vermelhas. Assim, pelo principio da casa dos pombos, alguma coluna
tem pelo menos 4 casas vermelhas, o que ndo é possivel pois deveria haver pelo menos mais 4 casas azuis. Da
mesma maneira mostramos que nédo é possivel haver 22 ou mais casas azuis.

Logo ha 21 casas vermelhas, 21 casas azuis e 49 — 21 — 21 = 7 casas marrons. O seguinte exemplo mostra a
existéncia de um tabuleiro com essas condi¢oes.

Critério de Correcio

a)
Concluir que cada linha possui pelo menos 3 casas vermelhas( ou que cada coluna possui pelo menos 3
casas azuis). [2 pontos]
Mostrar que o tabuleiro deve possuir pelo menos 21 casas vermelhas. [2 pontos]
b)
Mostrar que ndo podem existir mais de 21 casas vermelhas ou mostrar que devem existir pelo menos 7
casas marrons. [2 pontos]
Exibir um exemplo de pintura do tabuleiro satisfazendo as condi¢des do enunciado. [4 pontos]

PROBLEMA 2. Como?27 > 100, e 2 é 0 menor nimero primo, nenhum ntimero de dois digitos pode
ter mais que 6 fatores primos em sua fatoragdo. Além disso, como 2 -3 -5 -7 > 100, nenhum ntimero de dois
digitos pode pode ter mais que trés fatores primos distintos. Assim, a fatoragdo em primos de um ndmero de
dois digitos é da forma p*g¥r*, com x +y +z < 6 e p, g e r primos distintos. Com essas restri¢des, um nimero
de dois digitos possui no méximo 12 divisores positivos. Como ndo existe um inteiro de dois digitos com 11
divisores, pois nenhum ntmero de dois digitos possui 10 fatores primos, a quantidade méxima de inteiros da
lista ¢ 11 — 1 = 10. Um exemplo de lista é:

13,25,35, 16,28, 64, 56, 36, 48, 96.

Em cada ntimero da lista, sublinhamos o digito que é maior que um dos digitos do niimero que o precede na
lista.
Critério de Correcio:

Mostrar que nédo existe ntimero de dois digitos com 13 ou mais divisores positivos. [2 pontos] [2 pontos]
Mostrar que ndo existe ntimero de dois digitos com exatamente 11 divisores positivos. [2 pontos]
Exibir uma lista satisfazendo as condi¢des do enunciado com 10 ndmeros [6 pontos]

PROBLEMA 3. Seja H a interse¢do de AD e BG. Como AD é didmetro, /AGD = /ABD = 90°, segue
que /BAG + /BDG = 180°. Se [XYZ] denota a drea de um tridngulo XYZ, temos

[AGB]  AB-AG-sen/BAG
[BDG] ~ BD-DG-sen/BDG
4-AG

8-GD
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Além disso, como a area entre tridngulos de mesma altura é a razdo entre suas bases correspondentes, temos

[AHB] _ [AHG] B A7H
[BHD] o [HGD ~  HD
[AHB] 4+ [AHG] _ ﬁ
[BHD] + [HGD] ~  HD
[ABG] A7H
[BGD] ~  HD’
Pelo Teorema de Ceva,
AC BG DH
CB GD HA
DH _
HA ~— 7
Portanto,
AG _ , lAGH
GD [BDG]
AH
= 2-7
HD
_ 2
= 3

Resolugdo alternativa para a primeira parte:

Como AD é didmetro e ZABD = 90°, o quadrilatero ABDG é ciclico. Dai, /AGB = /ADBe /BGD = /BAD.

Pelo Teorema da Bissetriz Interna Generalizada, temos:

AG AH -sen BGD
GD HD -sen AGB
AH -senBAD
HD -sen ADB
AH BD AD
HD AD AB
AH BD

HD AB

AH

= 2.2,
HD

Critério de Correcdo

Primeira Parte:
Afirmar que /BAG + /BDG = 180° ou que sen BAG = sen BDG

AG  2[AGB]
Obter ‘=15 = [DBG| -

[ABG] _ AH
Obter [BGD] ~ HD

As seguinte pontuagdo ndo se acumulam com as anteriores:

Aplicar o Teorema da Bissetriz Interna Generalizado e obter

AG _, AH
GD ~ HD’
Segunda Parte:

DH
Aplicar o Teorema de Ceva no Triangulo ABD ou concluir que oA = 3
Concluir o problema
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[5 pontos]
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